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Prefacio 

La estatica y la dinamica son disciplinas basicas para muchas ramas de la ingenie¬ 
rfa y se conocen como mecanica para ingenierfa. La mecanica es, a su vez, basica 
en muchos campos de ingenierfa, tales como la aeroespacial, la civil y mecanica. 
Ademas la mecanica desempena un papel fundamental en diversas areas como la 
medicina y la biologfa. Utilizar los principios de la estatica y dinamica en un am- 
plio rango de aplicaciones exige razonamiento y practica mas que memorizacion. 
Aunque los principios de estatica y dinamica son relativamente pocos, solo pueden 
dominarse verdaderamente con el estudio y analisis de los problemas. Por tanto, 
todos los libros de texto modernos, incluyendo los nuestros, tienen un gran numero 
de problemas para que sean resueltos por el estudiante. El aprendizaje de un metodo de 
ingenierfa para la solucion de un problema es una de las lecciones mas valiosas del 
estudio de la estatica y dinamica. 

En esta nuestra tercera edicion de Estatica y Dinamica hemos realizado un gran 
esfuerzo para mejorar nuestra presentacion sin comprometer los siguientes princi¬ 
pios que conforman la base de nuestras ediciones anteriores. 

• Cada problema de ejemplo se ha elegido de manera cuidadosa para ayudar a los 
estudiantes a dominar las complejidades del analisis del problema de ingenierfa. 

• La selection de problemas de tarea esta balanceada entre los problemas del 
“libro de texto” que muestran los principios de mecanica de una forma sencilla 
y los problemas practicos, que son aplicables a un diseno de ingenierfa. 

• El numero de problemas que usan las unidades del sistema ingles y el numero 
de los que usan unidades SI son aproximadamente iguales. 

• En todo el libro se pone enfasis en la importancia de dibujar correctamente los 
diagramas de cuerpo libre. 

• Cuando sea aplicable, se compara el numero de ecuaciones independientes con 
el numero de incognitas antes de que se escriban las ecuaciones que gobiernan el 
problema. 

• Se han integrado discretamente dentro del texto metodos numericos para la so¬ 
lucion de problemas, haciendo hincapie en las aplicaciones de la computadora, 
no en la programacion. 

• Se presentan problemas de repaso al final de cada capftulo para motivar a los 
estudiantes a sintetizar los temas que se tratan en el capftulo. 

Tanto Estatica como Dinamica contienen varios temas, que son opcionales y se 
han indicado con un asterisco (*). Estos pueden omitirse sin arriesgar la presenta¬ 
cion de otros. Tambien se utiliza un asterisco para indicar los problemas que requie- 
ren un razonamiento avanzado. Los apartados, problemas de ejemplo y problemas 
asociados con los metodos numericos son precedidos por un icono que representa 
un disco compacto. 


ix 


X Prefacio 


En esta tercera edicion de Dinamica hemos hecho lo que consideramos una serie 
de importantes mejoras con base en la retroalimentacion recibida de los estudiantes 
y profesores que han utilizado las ediciones anteriores. Ademas hemos incorporado 
muchas de las sugerencias proporcionadas por los revisores de la segunda edicion. 

Se han reorganizado o reescrito varios apartados para hacerlos de mas facil 
comprension para el alumno; por ejemplo, se ha simplificado el analisis del metodo 
de trabajo-energfa del capftulo 18. Tambien se ha reorganizado el capftulo 20 (Vi- 
braciones) para proporcionar una presentacion mas concisa del material. Ademas, se 
han agregado las secciones tituladas “Repaso de ecuaciones” al final de cada capftu¬ 
lo como una ayuda para la solucion de problemas. 

El luimero total de problemas de ejemplo y problemas es el mismo que en la 
edicion anterior; sin embargo, el uso de dos colores mejora la lectura general del 
texto y las ilustraciones. En comparacion con la edicion anterior, aproximadamente 
un tercio de los problemas son nuevos o se han modificado. 

Lo novedoso en esta edicion son los problemas de ejemplo que requieren solu- 
ciones numericas que se han resuelto con MATLAB®, un software matematico que 
es conocido para muchos estudiantes de ingenierfa. 

Complemento (En ingles) Study Guide to Accompany Pytel and Kiusalaas Engi¬ 
neering Mechanics, Dynamics, Third Edition, J.L. Pytel y A. Pytel, 2009. Los objeti- 
vos de esta gufa de estudio son de dos tipos. En primer lugar, se incluyen autoevalua- 
ciones para ayudar al estudiante a centrarse en las caracterfsticas mas sobresalientes 
de la lectura asignada. En segundo lugar, la gufa de estudio emplea los problemas 
“guiados” que le dan al estudiante la oportunidad de trabajar con problemas repre¬ 
sentatives, antes de intentar resolver el problema del libro. 

Reconocimientos Agradecemos a los siguientes revisores por sus valiosas sugeren¬ 
cias: 


Hamid R. Hamidzadeh, Tennessee State University 
Aiman S. Kuzmar, The Pennsylvania State University—Fayette, 
The Eberly Campus 
Gary K. Matthew, University of Florida 
Noel Perkins, University of Michigan 
Corrado Poli, University of Massachusetts, Amherst 


Andrew Pytel 
Jaan Kiusalaas 
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Introduction a la dinamica 




ll.l 


Introduction 


La dinamica clasica estudia el movimiento de los cuerpos empleando los principios 
establecidos por Newton y Euler.* La organization de este libro se apoya en las 
subdivisiones de la dinamica clasica que se muestran en la figura ILL 


Sir Isaac Newton (1643-1727), en 
su tratado Philosophiae Naturalis 
Principia Mathematica, establecio 
la base de la dinamica con sus tres 
leyes del movimiento y la teoria 
de la gravitacion universal, que se 
analizan en este capi'tulo. (Time & 
Life Pictures/Getty Images) 


*A Sir Isaac Newton se le acredita la aportacion del fundamento de la mecanica clasica realizada en 1687 
con la publication de los Principia. Sin embargo, las leyes del movimiento, como actualmente se utilizan, 
fueron desarrolladas casi 60 anos despues por Leonhard Euler y sus contemporaneos. En particular, las 
leyes para el movimiento de cuerpos finitos son atribuibles a Euler. 


1 
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Fig. 11.1 


La primera parte de este libro trata de la dinamica de particulas. Una particula 
es una masa puntual; tiene una masa, pero carece de tamano. La particula es un mo- 
delo aproximado de un cuerpo cuyas dimensiones son despreciables en comparacion 
con todas las otras medidas que aparecen en la formulation del problema. Por ejem- 
plo, al estudiar el movimiento de la Tierra alrededor del Sol, se permite considerarla 
como una particula porque su diametro es mucho mas pequeno que las dimensiones 
de su orbita. 

La segunda parte de este libro esta dedicada principalmente a la dinamica de 
cuerpos rigidos. Se dice que un cuerpo es rigido si la distancia entre dos puntos 
materiales cualesquiera del mismo se mantiene constante, es decir, si este no se 
deforma. Debido a que todos los cuerpos experimentan una deformacion cuando 
soportan cargas, entonces no existe uno verdaderamente rigido. Sin embargo, en 
muchas aplicaciones la deformacion es tan pequena (respecto a las dimensiones del 
cuerpo) que la idealization de cuerpo rigido es una buena aproximacion. 

Como se observa en la figura 11.1, las principales ramas de la dinamica son la 
cinematica y la cinetica. La cinem&tica es el estudio de la geometria del movimiento, 
no se ocupa de sus causas. Por otro lado, la cinetica trata con las relaciones entre 
las fuerzas que actuan sobre el cuerpo y el movimiento resultante. La cinematica 
no solo es un tema importante por si mismo, tambien es un prerrequisito para la 
cinetica. Por tanto, el estudio de la dinamica siempre empieza con los fundamentos 
de la cinematica. 

La cinematica puede dividirse en dos partes, como se muestra en la figura 11.1: 
movimiento absoluto y movimiento relativo. El termino movimiento absoluto se uti- 
liza cuando el movimiento se describe respecto a un marco de referencia fijo (siste- 
ma de coordenadas). Por otro lado, el relativo describe el movimiento respecto a un 
sistema de coordenadas movil. 

La figura 11.1 tambien lista los tres principales metodos de analisis cinetico. El 
metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA) es una aplicacion directa de las leyes del 
movimiento de Newton-Euler, que relacionan las fuerzas que actuan sobre el cuerpo 
con su masa y aceleracion. Esas relaciones, llamadas ecuaciones del movimiento, 
deben integrarse dos veces para obtener la velocidad y la posicion como funciones 
del tiempo. 

Los metodos de trabajo-energia e impulso-cantidad de movimiento son formas 
integrales de las leyes del movimiento de Newton-Euler (las ecuaciones de movi¬ 
miento se integran respecto a la posicion o al tiempo). En ambos metodos, la integra- 
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cion elimina la aceleracion. Estos metodos pueden ser muy eficaces en la solution 
de problemas concernientes a las relaciones velocidad-posicion o velocidad-tiempo. 

El proposito de este capftulo es revisar los conceptos basicos de la mecanica 
newtoniana: desplazamiento, velocidad, aceleracion, leyes de Newton y unidades 
de medicion. 


11.2 


Derivadas de funciones vectoriales 


Para estudiar dinamica es un prerrequisito conocer el calculo vectorial. Aquf se ana- 
lizan las derivadas de vectores; la integration se presenta en el libro conforme sea 
necesario. 

El vector A es una funcion vectorial de un parametro escalar u si la magnitud 
y direccion de A dependen de a. (En dinamica, con frecuencia el tiempo es dicho 
parametro escalar.) Esta relation funcional se denota con A(m). Si la variable escalar 
cambia del valor m a (m 4- Am), entonces el vector A cambiara de A (m) a A (m + Am). 
Por tanto, el cambio en el vector A se puede escribir como 

AA = A(m + Am) — A(m) (11.1) 


Como se ve en la figura 11.2, AA se debe a cambios en la magnitud y la direccion 
del vector A. 

La derivada de A respecto al escalar m se define como 


dA AA A (h + Am) — A (m) 

— = lim -= lim - 

du Aw—^0 Am Au—>o Au 


(11.2) 


suponiendo que el limite existe. Esta definition es semejante a la derivada de la 
funcion escalar y(u), que esta dada por 


dy Ay y(u + Au) - y(u) 

— = lim -= lim ---- 

du Aw—»o Am Aw—>0 Ail 


(11.3) 



Precaution Al trabajar con una funcion vectorial, la magnitud de la derivada \dA/ 
du\ no debe confundirse con la derivada de la magnitud d\A\/du. En general, esas dos 
derivadas no seran iguales. Por ejemplo, si la magnitud de un vector A es constante, 
entonces d\A\ldu = 0. Sin embargo, Ic/A/c/mI no sera igual que cero a menos que la 
direccion de A tambien sea constante. 

Las siguientes identidades utiles pueden obtenerse de las definiciones de deri¬ 
vadas (se supone que A y B son funciones vectoriales del escalar u y m tambien es 
un escalar): 


d{mA) 

d A dm 

(11.4) 

du 

du du 

d( A + B) 

1 

a. 

> 

h 

a. 

W 

(11.5) 

du 

du ' du 

rf(A-B) 

dB dA 

— A . J_ . R 

(11.6) 

du 

du du 

d(A x B) 

dB dA 

(11.7) 

du 

du du 
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Position, velocidad y aceleracion 
de una particula 

a. Position 

Considere el movimiento de una particula sobre una curva suave como la que se 
muestra en la figura 11.3. La posicion de la particula al tiempo t se especifica por 
el vector de position r(r), que es el vector que va desde un origen fijo O hasta la 
particula. Sean A la ubicacion de esta al tiempo t y B a I tiempo t + At, donde At es 
un intervalo de tiempo finito. El correspondiente cambio en el vector de posicion de 
la particula, 


11.3 


Ar = r(r + At) - r (t) ( 11 . 8 ) 

es el vector de desplazamiento de la particula. 



Fig. 11.3 


Como se indica en la figura 11.3, la posicion de la particula al tiempo t se puede 
especificar por la coordenada de trayectoria s(t), que es la longitud de la curva entre 
un punto fijo E y la particula. El cambio en la longitud de la trayectoria durante el 
intervalo de tiempo Ar es 


A.? = s(t + At) — s(t) ( 11 . 9 ) 

Precaution El cambio en la longitud de la curva no debe confundirse con la dis- 
tancia que ha viajado la particula. Las dos son iguales solo si la direccion del mo¬ 
vimiento no cambia durante el intervalo de tiempo. Si la direccion del movimiento 
cambia durante Ar, entonces la distancia que ha recorrido sera mayor que As. 

b. Velocidad 

La velocidad de la particula al tiempo t se define por 

Ar . . 

v(r) = lim — = r(r) ( 11 . 10 ) 

A/—>0 At 

donde el punto sobre la variable denota su derivacion respecto al tiempo. La veloci¬ 
dad es un vector porque es la derivada de la funcion vectorial r(r). 




11.4 


Mecanica newtoniana 5 


En la figura 11.3 se observa que Ar sera tangente a la curva en A cuando Ar —> 0. 
En consecuencia, el vector de velocidad es tangente a la trayectoria de la partfcula. 

De la figura 11.3 tambien se deduce que |Ar| —> A.v conforme Ar —> 0. Por tan- 
to, la magnitud de la velocidad, que tambien se conoce como la rapidez de la par¬ 
tfcula, es 

| Ar I As , . 

v(f) = lim -= lim — = s(t) ( 11 . 11 ) 

A /—>0 At Af—>0 At 

La dimension de la velocidad es [longitud/tiempo], asf la unidad de velocidad es m/s 
o pies/s. 


c. Aceleracion 

En la figura 11.4(a) se muestran los vectores velocidad de la partfcula en A (tiem- 
po r) y en B (tiempo t + At). Observe que ambos vectores son tangentes a la trayec¬ 
toria. El cambio en la velocidad durante el intervalo de tiempo Ar, que se muestra en 
la figura 11.4(b), es 


Av = v(r + Ar) — v(r) ( 11 . 12 ) 

La aceleracion de la partfcula al tiempo t se define como 

Av . . 

a (r) = lim — = v(r) = r(r) ( 11 . 13 ) 

Af—>0 At 

La aceleracion es un vector de dimension [longitud/tiempo 2 ]; asf su unidad es m/s 2 
o pies/s 2 . 

Precaucion En general, el vector aceleracion no es tangente a la trayectoria de la 
partfcula. La direccion de la aceleracion coincide con Av cuando Ar —> 0, que, como 
se observa en la figura 11.4(b), no necesariamente esta en la misma direccion que v. 



(a) 


Fig. 11.4 



11.4 


Mecanica newtoniana * 


a. Panorama de la mecanica newtoniana 

En 1687, Sir Isaac Newton (1642-1727) publico sus celebradas leyes del movimien- 
to en los Principia (Principios matematicos de lafilosofi'a natural). Sin duda, este 


*Este apartado, que coincide con lo expuesto en el apartado 1.2 de Estatica, se repite aquf por su relevan- 
cia en el estudio de la dinamica. 
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trabajo se encuentra entre los libros cientfficos mas prestigiosos que se han publica- 
do en todo el mundo. Sin embargo, no debe pensarse que su divulgacion establecio 
de inmediato la mecanica clasica. La labor de Newton en esta area consistio princi- 
palmente en la mecanica celeste y asf se limito al movimiento de partfculas. Tuvie- 
ron que pasar alrededor de doscientos anos para que se desarrollaran la dinamica del 
cuerpo rigido, la mecanica de fiuidos y la mecanica de cuerpos deformables. Cada 
una de estas areas requirio nuevos axiomas para tener una forma aplicable. 

Sin duda, la obra de Newton es el fundamento de la mecanica clasica o newto- 
niana. Sus esfuerzos han influido sobre otras dos ramas de la mecanica que nacieron 
al inicio del siglo xx: las mecanicas relativista y cuantica. La mecanica relativista 
considera fenomenos que ocurren a escala cosmica (velocidades que se aproximan 
a la rapidez de la luz, campos gravitacionales intensos, etc.). Esto elimina dos de 
los postulados mas objetables de la mecanica newtoniana: la existencia de un mar- 
co de referencia fijo o inercial y la suposicion de que el tiempo es una variable 
absoluta, “que fluye” de manera uniforme en todas las partes del universo. (Existe 
evidencia de que el propio Newton se preocupaba por esos dos postulados.) La me- 
canica cuantica considera las partfculas a escala atomica o subatomica. Elimina 
dos conceptos muy apreciados en mecanica clasica: determinismo y continuidad. La 
mecanica cuantica es en esencia una teorfa probabilfstica; en lugar de predecir un 
evento, muestra la probabilidad de que ocurra un evento. Alin mas, de acuerdo con 
esta teorfa, los eventos suceden en pasos discretos (llamados cuantos ) en lugar de 
hacerlo de manera continua. 

Sin embargo, las mecanicas relativista y cuantica no han invalidado los princi- 
pios de la newtoniana. En el analisis del movimiento de cuerpos en la vida diaria, 
ambas teorfas convergen a las ecuaciones de la mecanica newtoniana. Asf las teorfas 
mas esotericas en realidad refuerzan la validez de las leyes del movimiento introdu- 
cidas por Newton. 

b. Leyes de Newton para el movimiento de partfculas 

Si se emplea terminologfa moderna, las leyes de Newton para el movimiento de las 
partfculas pueden establecerse como sigue. 

1 . Si una partfcula esta en reposo (o se mueve con velocidad constante), permane- 
cera asf (o continuara moviendose con velocidad constante) a menos que una 
fuerza actue sobre ella. 

2 . Una partfcula sometida a una fuerza se acelerara en la direccion de esta. La 
magnitud de la aceleracion sera proporcional a la magnitud de la fuerza e inver- 
samente proporcional a la masa de la partfcula. 

3. Para toda accion existe una reaccion igual y opuesta; es decir, las fuerzas de in- 
teraccion entre dos partfculas son iguales en magnitud y opuestas en direccion. 

No obstante que la primera ley es simplemente un caso especial de la segunda, es 
costumbre establecer la primera ley por separado debido a su importancia en el cam- 
po de la estatica. 

c. Marcos de referencia inerciales 

Cuando se aplica la segunda ley de Newton, debe prestarse atencion al sistema de 
coordenadas respecto al que se miden las aceleraciones. Un marco de referencia 
inercial (que tambien se conoce como marco de referencia newtoniano o de Gali¬ 
leo) se define como el sistema de coordenadas rigido en el que las leyes de Newton 
son validas, con un grado aceptable de exactitud, para el movimiento de partfculas 
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respecto a dicho marco. En la mayorfa de las aplicaciones sobre la superficie de 
la Tierra, un marco inercial puede aproximarse con suficiente exactitud al fijar a la 
Tierra el sistema de coordenadas. En el estudio de los satelites alrededor de nuestro 
planeta, en general es suficiente con un sistema de coordenadas que se ha fijado al 
Sol. Para un viaje interplanetario, serfa necesario utilizar sistemas de coordenadas 
asignados a las estrellas fijas. 

Es posible mostrar que tambien es inercial cualquier marco que se traslade a 
velocidad constante respecto a un marco inercial. Es una practica comun omitir la 
palabra inercial cuando se hace referenda a marcos para los que es obvio que las 
leyes de Newton son aplicables. 

d. Unidades y dimensiones 

A los estandares de medicion se les llama unidades. El termino dimension se re- 
fiere al tipo de medicion, sin considerar las unidades que se emplean. Por ejemplo, 
kilogramo y pie/segundo son unidades, mientras que masa y longitud/tiempo son 
dimensiones. A lo largo del libro se utilizan dos estandares de medicion: el siste¬ 
ma estandar o ingles (U.S. Customary) y el Sistema SI (de Systeme international 
d’unites; Sistema Internacional de Unidades). En el sistema ingles las dimensiones 
basicas (fundamentales) son fuerza [/-’]. longitud [L] y tiempo ['/’]. Las unidades basi- 
cas correspondientes son libra (lb), pie (ft) y segundo (s). Las dimensiones basicas en 
el SI son masa [M], longitud [L] y tiempo ['/'], y las unidades basicas son kilogramo 
(kg), metro (m) y segundo (s). Todas las demas dimensiones o unidades son combi- 
naciones de las cantidades basicas. Por ejemplo, la dimension de velocidad es [LIT], 
la unidad serfa pie/s o m/s, y asf sucesivamente. 

Se llama sistema gravitacional a aquel que cuenta con dimensiones basicas 
[FLT] (como el ingles). Si las dimensiones basicas son [MLT] (como en el SI), se 
dice que es un sistema absoluto. En cada sistema de medicion. las unidades basicas 
se definen por medio de fenomenos u objetos ffsicamente reproducibles. Por ejem¬ 
plo, el segundo se define como la duration de un numero de ciclos de radiation 
especffica en cierto isotopo y el kilogramo se define como la masa de cierto bloque 
de metal que se conserva cerca de Paris, Francia. 

Todas las ecuaciones que representan fenomenos ffsicos deben ser dimensio- 
nalmente homogeneas', es decir, cada termino de la ecuacion debe tener la misma 
dimension. De lo contrario, la ecuacion no tendra sentido ffsico (digamos, no tiene 
significado sumar una fuerza a una longitud). Es un buen habito aprender a compro- 
bar la homogeneidad dimensional de las ecuaciones, con lo que es posible revelar 
errores que se han cometido durante las manipulaciones algebraicas. 

e. Masa, fuerza y peso 

Si una fuerza F actua sobre una partfcula de masa m. la segunda ley de Newton 
establece que 


F = ma ( 11 . 14 ) 

donde a es el vector aceleracion de la partfcula. Para un sistema gravitacional [FLT], 
la homogeneidad dimensional de la ecuacion (11.14) requiere que la dimension de la 
masa sea 


r FT 2 ] 


[M] = 


L 


( 11 . 15 a) 
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En el sistema ingles, la unidad derivada de la masa es el slug. Un slug se define 
como la masa que es acelerada a 1 pie/s 2 por una fuerza de 1.0 lb. Si en la ecuacion 
(11.15a) se sustituyen las unidades para las dimensiones, se obtiene para la unidad 
de un slug 


1.0 slug = 1.0 lb • s 2 /pie 

Para un sistema de unidades absoluto [MLT], la homogeneidad dimensional de 
la ecuacion (11.14) conduce a la dimension de la fuerza 


[f] 


ML 
~T 2 " 


(11.15b) 


La unidad derivada de fuerza en el SI es un newton (N), que se define como la fuerza 
que acelera una masa de 1.0 kg a 1.0 m/s 2 . De la ecuacion (11.15b), se obtiene 

1.0 N = 1.0 kg-m/s 2 

Peso es la fuerza gravitacional que actua sobre un cuerpo. Si la aceleracion 
gravitacional (aceleracion de un cuerpo en cafda fibre) se denota con g, el peso W de 
un cuerpo de masa m esta dado por la segunda ley de Newton: 


W = mg (11.16) 

Observe que la masa es una propiedad constante de un cuerpo, mientras que el peso 
es una variable que depende del valor local de g. La gravedad estandar es la ace¬ 
leracion gravitacional nominal al nivel del mar y se define como g = 9.80665 m/s 2 
(32.174 pies/s 2 ). El valor de g varfa de 9.78 a 9.84, dependiendo de la latitud y la 
proximidad de grandes masas de terreno. En este libro, en todos los calculos se uti- 
liza el valor promedio 


g = 9.81 m/s 2 (32.2 pies/s 2 ) 

Asf la masa de un cuerpo que pesa 1.0 lb sobre la Tierra es (1.0 lb)/(32.2 pies/s 2 ) = 
1/32.2 slugs. De manera similar, si la masa de un cuerpo es 1.0 kg, entonces su peso 
sobre la Tierra es (9.81 m/s 2 )(1.0 kg) = 9.81 N. 

En una epoca, la libra tambien se uso como unidad de masa. La libra masa 
(lbm) se definio como la masa de un cuerpo que pesa 1.0 lb sobre la superficie de la 
Tierra. No obstante que la libra masa es una unidad obsoleta, en ocasiones se utiliza, 
lo que genera confusion entre masa y peso. En este texto, la libra se emplea exclusi- 
vamente como una unidad de fuerza. 


f. Conversion de unidades 


Un metodo conveniente para convertir una medicion de un conjunto de unidades 
a otro consiste en multiplicar por factores de conversion apropiados. Por ejemplo, 
para convertir 240 mi/h a pies/s, se precede como sigue: 


pai' l.OJar 5280 pies 

240 mi/h = 240— X-— X --— = 352 pies/s 

JU 3600 s 1.0 ptf F 
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donde los multiplicadores 1.0 h/3600 s y 5280 pies/1.0 mi son factores de con¬ 
version. Como 1.0 h = 3600 s y 5280 pies =1.0 mi, vemos que cada factor de 
conversion no tiene dimensiones y tiene magnitud 1. Por tanto, una medicion no 
cambia cuando se multiplica por factores de conversion, solo varfan sus unidades. 
Observe que esta permitido eliminar unidades durante la conversion como si fueran 
cantidades algebraicas. 

A1 final de esta obra se listan factores de conversion aplicables en mecanica. 

g. Ley de la gravitacion 

Ademas de sus multiples logros, Newton tambien propuso la ley de la gravitacion 
universal. Considere dos partlculas con masas m A y m B separadas por una distancia R. 
como se muestra en la figura 11.5. La ley de la gravitacion establece que las dos 
partlculas se atraen entre si debido a las fuerzas de magnitud F que actuan sobre la 
recta que une a las partlculas, donde 


F = 


G 


m A m B 
~R r ~ 


( 11 . 17 ) 


La constante gravitacional universal G es aproximadamente 3.44 x 10 8 pies 3 /(slugs 
■ s 2 ) o 6.67 x 10 11 m 3 /(kg • s 2 ). No obstante que esta ley es valida para las partlculas, 
Newton mostro que tambien es aplicable a los cuerpos esfericos si sus masas estan 
distribuidas de manera uniforme. (Newton desarrollo el calculo cuando obtuvo di- 
cho resultado.) 

Sean m A = M, (la masa de la Tierra), m B = m (la masa de un cuerpo) y R = R T 
(el radio medio de la Tierra), entonces F en la ecuacion (11.17) sera el peso W del 
cuerpo. A1 comparar W = G MjmlR 2 T con W = mg, se encuentra que g = G M r lR 2 T , 
Por supuesto, es posible que se requieran ajustes en el valor de g en algunas aplica- 
ciones con el fin de considerar la variacion local de la atraccion gravitacional. 



Fig. 11.5 



Problema de ejemplo ll.l 

Convierta 1.5 mi/h a mm/s. 


Solution 

A1 utilizar los factores de conversion que se listan al final del libro, se obtiene 

1.5 pri" 1.0>'' 5280 pies 304.8 mm 

1.5 mi/h = —r— X X —^—— X —^—r— =671 mm/s Respuesta 




3600 s 


1.0 PM' 


1.0 pies 


Problema de ejemplo 11.2 

La aceleracion a de una partlcula esta relacionada con su velocidad v, con su coor- 
denada de posicion x y con el tiempo t por la ecuacion 

a — Ax 3 t + Bvt 2 (a) 

donde Ay B son constantes. La dimension de la aceleracion es longitud por unidad 
de tiempo al cuadrado, es decir, [a] = [L/T 2 ]. Las dimensiones de las otras variables 
son [v] = [L/T], [x] = [L] y [f] = [T\. Deduzca las dimensiones de A y B para que la 
ecuacion (a) sea homogenea dimensionalmente. Exprese las unidades de A y B tanto 
en el SI como en el sistema ingles. 


Solution 

Para que la ecuacion (a) sea dimensionalmente correcta, la dimension de cada ter- 
mino en el lado derecho de la ecuacion debe ser [L/T 2 ], igual que la dimension de a. 
Por tanto, la dimension del primer termino en el lado derecho de la ecuacion (a) es 


[A* 3 f] = [A][x 3 ][f] = [A][L 3 ][L] = 


L 

T 2 


A1 resolver la ecuacion (b) para la dimension de A, se encuentra que 


(b) 


[A] 


L 

[L 3 ][r] [t 2 


1 

[L 2 r 3 ] 


Respuesta 


En el SI las unidades de A son m -2 s -3 , mientras que en el sistema ingles sus 
unidades son pies -2 s -3 . 

Al efectuar un analisis dimensional similar sobre el segundo termino del lado 
derecho de la ecuacion (a) se obtiene 


[Bvt 2 ] = [B][v][r 2 ] = [5] 



L 
T 2 


Cuando se resuelve la ecuacion (c) para la dimension de B, se encuentra 


(c) 


' L ' 

~T~ 

' 1 ' 


' 1 ' 

J 2 . 

~L 

J 2 . 


J 1 . 


Respuesta 


Las unidades de B son s 3 en cualesquiera de los sistemas SI o ingles. 

































Problema de ejemplo 11.3 

Encuentre la fuerza gravitacional ejercida por la Tierra sobre un hombre de 70 kg 
cuya altura sobre la superficie de la Tierra es igual al radio de esta. La masa y el radio 
de la Tierra son M r — 5.9742 x 10 24 kg y R T = 6378 km, respectivamente. 

Solution 

Considere un cuerpo de masa m que se localiza a una distancia 2 R T del centra de la 
Tierra de masa M T . La ley de la gravitation universal, de la ecuacion (11.17), esta- 
blece que el cuerpo es atrafdo hacia la Tierra con la fuerza F dada por 

mMj 

F = G -- 

(2 R t ) 2 

donde G = 6.67 x 10 -11 m 3 /(kg • s 2 ) es la constante gravitacional universal. Al sus- 
tituir los valores para G y los parametros dados, la fuerza gravitacional de la Tierra 
que actua sobre el hombre de 70 kg es 


n (70X5.9742 x 10 24 ) 

F = (6.67 x 10" 11 )—— 2 -r——- = 171.4 N 

v ' [2(6378 x 10 3 )] 2 


Respuesta 


Repaso de ecuaciones 


Formulas de derivation para funtiones vectoriales 


d{mA) dA 

- = m - 

du du 


dm 


du 

r/(A + B) dA dB 

du du du 

d(A • B) t/B dA 

— - 2 = A-+-B 

du du du 

d(A x B) dB dA 

- 2 = Ax — + — xB 

du du du 


Position, velocidad y aceleracion de una partfcula 


Ar = r(r + At) — r(r) 

As = s(t + At) — s(t) 

Ar 

\(t) = lim — = r(f) v(f) = s(t) 
A/—>0 At 

A\ 

a (r) = lim — = v(r) = 'r(f) 

A/—>0 At 


Desplazamiento: 

Cambio en la longitud de la trayectoria: 

Velocidad: 

Aceleracion: 

Segunda ley de Newton 

F = ftia 

Relation peso-masa 

W = mg g = 9.81 m/s 2 = 32.2 pies/s 2 

Ley de la gravitation universal 

, m a niB 


F = G- 


R 2 


G = 6.67 x 10” 11 m 3 /(kg • s 2 ) = 3.44 x 10" s pies 4 /(slugs ■ s 2 ) 
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Problem as 


11.1 Una persona pesa 30 lb sobre la Luna, en donde g = 5.32 pies/s 2 . Determine: 
(a) la masa de la persona y (b) su peso sobre la Tierra. 

11.2 El radio y la longitud de un cilindro de acero son 60 mm y 120 mm, respec- 
tivamente. Si la densidad de masa del acero es 7850 kg/m 3 , determine el peso del 
cilindro en libras. 

11.3 Realice las siguientes conversiones: (a) 100 kN/m 2 a lb/pulg 2 ; (b) 30 m/s a 
mi/h; (c) 800 slugs a Mg; (d) 20 lb/pie 2 a N/m 2 . 

ll.Zj. El momento de inercia de cierto cuerpo es I = 20 kg ■ m 2 . Exprese I en termi- 
nos de las unidades basicas del sistema ingles. 

11.5 Cuando un cuerpo rigido de masa m se mueve en un piano, su energfa cinetica 
(Ec) es 


Ec = -mv 2 H— mk 2 co 2 
2 2 


donde v es la velocidad de su centra de masa, k es una constante y co es la velocidad 
angular del cuerpo en rad/s. Exprese las unidades de Ec y k en terminos de las uni¬ 
dades basicas del (a) sistema SI, y (b) sistema ingles. 

11.6 En cierta aplicacion, la aceleracion a y la coordenada de posicion x de una 
partfcula estan relacionadas por 


gkx 



donde g es la aceleracion gravitacional, k es una constante y W' es el peso de la par¬ 
tfcula. Demuestre que esta ecuacion es dimensionalmente consistente si la dimen¬ 
sion de k es [F/L\. 

11.7 Cuando una fuerza F actua sobre un resorte lineal, la elongacion x del mismo 
esta dada por F = kx, donde k es la constante de rigidez del resorte. Determine la 
dimension de k en terminos de las dimensiones basicas de un sistema absoluto de 
unidades [MLT\. 

11.8 Determine las dimensiones de lo siguiente en terminos de las dimensiones 
basicas de un sistema gravitacional de unidades [FLT]: (a) mv 2 ; (b) mv, y (c) ma. Las 
dimensiones de las variables son [m] = [M], [v] = [LIT] y [a] = [LIT 1 ]. 

11.9 Un libro de geometrfa presenta la ecuacion de una parabola como y = x 2 , 
donde x y y se miden en pulgadas. / Como puede esta ecuacion ser dimensionalmente 
correcta? 

11.10 El momento de inercia I, de una esfera homogenea, respecto a un diametro 
es I = (2/5 )mR 2 , en donde m y R son la masa y el radio de la esfera, respectivamente. 
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Encuentre la dimension de I en terminos de las dimensiones basicas de (a) un siste- 
ma gravitacional [FLT] y (b) uno absoluto [MLT], 

11.11 Determine las dimensiones de las constantes A y B en las ecuaciones si- 
guientes, suponiendo que cada una de ellas es dimensionalmente correcta: (a) v 3 = 
Ax 2 + Bvt 2 y (b) x 2 = Ate 1 ’ 1 . Las dimensiones de las variables son [x] = [L], 
[v] = [LIT] y [a] = [LIT 2 ]. 

11.12 En cierto problema de vibracion, la ecuacion diferencial que describe el 
movimiento de una particula de masa m es 


d 2 x dx 

m —r- + c -b kx = Pq sen cot 

dt 2 dt 

donde x es el desplazamiento de la particula. ^Cuales son las dimensiones de las 
constantes c, k, P 0 y a> en terminos de las dimensiones basicas de un sistema gravi¬ 
tacional [FLT]1 

11.13 Con la ecuacion (11.17) obtenga las dimensiones de la constante gravitacio¬ 
nal universal G, en terminos de las dimensiones basicas de (a) un sistema gravita¬ 
cional [FLT] y (b) uno absoluto [MLT], 

11 .14 Una famosa ecuacion de Einstein es E = me 2 , donde E es energia, m es 
masa y c es la rapidez de la luz. Determine la dimension de la energia en terminos 
de las dimensiones basicas de (a) un sistema gravitacional [FLT] y (b) uno absoluto 
[MLT]. 

11.15 Dos particulas de 10 kg se colocan a 500 mm entre si. Exprese la atraccion 
gravitacional, que actua sobre una de ellas, como un porcentaje de su peso sobre la 
Tierra. 

11 .16 Dos esferas identicas de 3 lb de peso y radio de 9 pulg se ponen en contacto. 
Encuentre la atraccion gravitacional entre ellas. 

En los problemas del 11.17 al 11.21 utilice los siguientes datos: 

Masa de la Tierra = 5.9742 x 10 24 kg 

Radio de la Tierra = 6378 km 

Masa de la Luna = 0.073483 x 10 24 kg 

Radio de la Luna = 1737 km 

Masa del Sol = 1.9891 x 10 30 kg 

Distancia entre la Tierra y el Sol = 149.6 x 10 6 km 

11 .17 Encuentre la masa de un objeto (en kg) que pesa 2 kN a una altura de 1800 km 
sobre la superficie terrestre. 

11 .18 Pruebe que el peso de un objeto sobre la Luna es aproximadamente una 
sexta parte de su peso sobre la Tierra. 

11 .19 Un hombre pesa 150 lb sobre la superficie terrestre. Determine su peso en 
una elevation igual al radio de la Tierra. 
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11.20 Determine la fuerza gravitacional ejercida por el Sol sobre un objeto de 
1.0 kg en la superficie terrestre. 

11.21 Una nave espacial viaja sobre una lrnea recta que conecta a la Tierra con 
el Sol. iA que distancia de la Tierra seran iguales las fuerzas gravitacionales de la 
Tierra y el Sol? 


12 

Dinamica de una partfcula: 
coordenadas rectangulares 



12.1 


Introduction 


En este capftulo se estudia la dinamica (tanto cinematica como cinetica) de una 
partfcula en un sistema de coordenadas rectangulares. El analisis se limita a una sola 
partfcula y se supone que los ejes de coordenadas son fijos - , es decir, no se mueven. 
En el capftulo 15 se trata la dinamica de dos o mas partfculas que interactuan y la 
cinematica del movimiento relativo (sistemas de coordenadas en traslacion). 


La caida de un paracaidista esta 
regida por lasfuerzas de gravedad 
y arrastre aerodinamico. Cuando 
esas dos fuerzas estan en balance, 
entonces el paracaidista desciende 
con una rapidez constante conocida 
como velocidad terminal. La deter- 
minacion de la velocidad terminal es 
el tema del problema 12.47. 

(Roberto MettifogoIPhotonicalGetty 
Images ) 
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La definicion de las variables cinematicas basicas (posicion, velocidad y acele- 
racion), que se presentaron en el capftulo anterior, no hace referencia a un sistema 
de coordenadas. Por tanto, esas definiciones son aplicables en cualquier marco de 
referencia fijo. Sin embargo, cuando se requiere describir el movimiento es esencial 
un sistema de coordenadas especffico. Aquf se emplea el mas sencillo de todos los 
marcos de referencia: el sistema de coordenadas cartesiano rectangular. No obstan¬ 
te que las coordenadas rectangulares podrian utilizarse en la solucion de cualquier 
problema, no siempre es conveniente emplearlas. Con frecuencia, los sistemas de 
coordenadas curvilfneas descritos en el capftulo siguiente permiten efectuar analisis 
mas sencillos. 

Las coordenadas rectangulares son naturalmente mas adecuadas para analizar 
el movimiento rectilfneo (movimiento sobre una lfnea recta) o el curvilfneo que se 
puede describir como una superposition de movimientos rectilfneos, como el vuelo 
de un proyectil. Estas dos aplicaciones conforman el volumen de este capftulo. 

Un problema importante de la cinematica se presenta en el analisis del movi¬ 
miento rectilfneo: dada la aceleracion de una partfcula, determine su velocidad y 
su posicion. Esta tarea, que es equivalente a integral - (o resolver) la ecuacion dife- 
rencial de segundo orden x = f (x x, t), aparece con frecuencia en la dinamica. La 
mayorfa de las ecuaciones diferenciales que se encuentran en este libro son suficien- 
temente simples para resolverse desde el punto de vista analftico. Sin embargo, se 
incluyen algunos problemas que deben integrarse de manera numerica. No obstante 
que esos problemas son opcionales, representan un recordatorio significativo de que 
la mayorfa de los problemas practicos carecen de soluciones analfticas. 


12.2 Cinematica 


La figura 12.1(a) muestra la trayectoria de la partfcula A, que se mueve en un marco 
de referencia rectangular fijo. Sean i, j y k los vectores base (vectores unitarios), el 
vector de posicion de la partfcula se puede escribir como 


(l2.l) 


r(f) — xi + yj + zk 


donde x, y y z son las coordenadas rectangulares dependientes del tiempo de la par¬ 
tfcula. 



(a) 


(b) 


Fig. i2.i 
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Aplicando la definition de velocidad, ecuacion (11.10), y la regia de la cadena 
de la derivation, ecuacion (11.4), se obtiene 

dr d 

v= -77 = — (xi+yj + zk) 
at at 

d\ .. d\ .. dk 

=x j, +a+y j, +n+z ii +zk 

Como los ejes de coordenadas son fijos,* los vectores base permanecen constantes, 
asf dildt = dj/dt = dk/dt = 0. Por tanto, la velocidad sera 

V = v x i + Vyj + v z k (12.2) 

donde las componentes rectangulares, que se muestran en la figura 12.1(a), son 


v x = x v y = y v z = z (12.3) 

De modo similar, la definition de aceleracion, ecuacion (11.13), conduce a 
d\ d 

a = — = — (v* 1 + v,,j + v,k) = v,i + Vyj + v z k 
Asf la aceleracion es 

a = a x i + a y j + a ; k (12.4) 

con las componentes rectangulares [vease la figura 12.1(b)] 

a x = v x = x a y = v y = y a z = v z = z (12.5) 

a. Movimiento en un piano 




El movimiento en un piano se presenta con frecuencia en aplicaciones de ingenierfa, 
asf que merece atencion especial. La figura 12.2(a) muestra la trayectoria de una 
partfcula A que se mueve en el piano xy. Para obtener las componentes rectangulares 
bidimensionales de r, v y a, se colocaz = 0 en las ecuaciones de la (12.1) a la (12.5). 
Los resultados son 


r = xi + yj v = v x i + v y j a = a x \ + a y j (12.6) 


donde 


v x =x Vy = y 
a x = v x =x a y = v y = y 


(12.7) 



*En realidad esta suposicion es muy restrictiva. Como se muestra en el capitulo 16, los resultados conti- 

nuan siendo validos si el sistema de coordenadas se traslada sin rotar. Fig. 12.2 
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La figura 12.2(b) muestra las componentes rectangulares de la velocidad. El 
angulo 9, que define la direccion de v, se puede obtener de 

v y dy/dt dy 

tan 9 — — — -= — 

v A dxidt dx 

Como la pendiente de la trayectoria es igual a dy/dx, se observa que v es tangente a 
la curva, un resultado que ya se ha indicado en el capltulo anterior. 

En la figura 12.2(c) se muestran las componentes rectangulares de a. El angu¬ 
lo [3 que define la direccion de a puede calcularse con la relacion 

a y d 2 y/dt 2 
a x d 2 x/dt 2 

Ya que en general j3 no es igual a 9, la aceleracion no necesariamente es tangente a 
la trayectoria. 

b. Movimiento rectilmeo 

Si la trayectoria de una partfcula es una linea recta, el movimiento se llama rectili- 
neo. En la figura 12.3 se muestra un ejemplo de movimiento rectilmeo, en el que la 
partfcula A se mueve sobre el eje x. En este caso, se emplea y = 0 en las ecuaciones 
(12.6) y (12.7), para obtener r = jd, v = v v i y a = a x i. Cada uno de esos vectores se 
dirige sobre la curva (es decir, el movimiento es unidimensional). Como los subfn- 
dices ya no se necesitan, las ecuaciones para el movimiento rectilmeo sobre el eje x 
se escriben en la forma usual 


donde 


r = xi v = vi a = c/i 


( 12 . 8 ) 


V — X 


a — v — x 


(12.9) 


En algunos problemas, es mas conveniente expresar la aceleracion en terminos 
de la velocidad y la position, en lugar de la velocidad y el tiempo. Este cambio de 
variable puede lograrse mediante la regia de la cadena de la derivada: a = dv/dt = 
(dv/dx)(dx/dt). A1 observar que dxidt = v, se obtiene 


dv 

a = v — 
dx 


(12.10) 


O 


Trayectoria 



Fig. 12.3 











Problema de ejemplo 12.1 

La posicion de una partfcula que se mueve sobre el eje x esta definida por x = —3 1 2 
+ Ylt — 6 pies, donde t esta en segundos. Para el intervalo de tiempo de t = 0 a t = 
3 s: 1. trace la grafica de la posicion, la velocidad y la aceleracion como funciones 
del tiempo; 2. calcule la distancia recorrida, y 3. determine el desplazamiento de la 
partfcula. 


Solution 

Parte 1 

Ya que el movimiento es rectilfneo, es posible calcular la velocidad y la aceleracion 
como sigue 


- 3 1 2 + 12 1 — 6 pies 

(a) 

dx 

— =- 6 1 + 12 pies/s 
dt 

(b) 

dv d 2 x (2 

— = — r = - 6 pies/s 
dt dt 2 

(c) 


Estas funciones estan graficadas en las figuras de la (a) a la (c) para el intervalo 
de tiempo indicado, t = 0 a f = 3 s. Observe que la grafica de x es parabolica, asf 
que las sucesivas derivadas conducen a una funcion lineal para la velocidad y a un 
valor constante para la aceleracion. El tiempo correspondiente al valor maximo (o 
mfnimo) de x puede encontrarse al efectuar dx/dt = 0 o al utilizar la ecuacion (b), 
v = —6 1 +12 = 0, que da t = 2 s. Cuando se sustituye t = 2 s en la ecuacion (a), 
se obtiene 

Xmax = — 3(2) 2 + 12(2) —6 = 6 pies 


Parte 2 

La figura (d) muestra como se mueve la partfcula durante el intervalo de tiempo de 
f = 0 a f = 3 s. Cuando t = 0, la partfcula abandona A (x = —6 pies), moviendose 
hacia la derecha. Cuando t = 2 s, la partfcula se detiene en B (x = 6 pies). Despues 
se mueve hacia la izquierda, llegando a C (x = 3 pies) cuando t = 3 s. Por tanto, la 
distancia recorrida es igual a la que el punto recorrio hacia la derecha (All) mas 
la distancia recorrida hacia la izquierda ( BC ), lo que da 

d = AB+ BC = 12+3= 15 pies Respuesta 


Parte 3 

El desplazamiento durante el intervalo de tiempo, de t = 0 a t = 3 s, es el vector 
que va desde la posicion inicial del punto hasta su posicion final. Este vector, que se 
indica como Ar en la figura (d), es 


x (pies) 



t( s) 


(a) 


v (pies/s) 

12 



(b) 


a (pies/s 2 ) 

1 2 3 

-1-1-1- f (s) 


(c) 


+>_ 0, +3 

A ' _ • 


f = 0 

A 


t = 3 s| 


Ar 


+ 6 B , . , 
= y—.r (pies) 

t = 2 s 


Ar = 9i pies 


Respuesta 


(d) 


Observe que la distancia total recorrida (15 pies) es mas grande que la magnitud del 
vector desplazamiento (9 pies) ya que la direccion del movimiento cambia durante 
el intervalo de tiempo. 
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(a) 


Problema de ejemplo 12.2 

El perno P en el extremo de la varilla telescopica de la figura (a) se desliza sobre 
la trayectoria parabolica fija y 2 = 40x\ donde x y y se miden en milfmetros. La 
coordenada y de P varfa con el tiempo t (que se mide en segundos) de acuerdo con 
y = 4r + 6 1 mm. Cuando y = 30 mm, calcule: 1. el vector de velocidad de P y 2. el 
vector de aceleracion de P. 


Solution 

Parte 1 


A1 sustituir 

y = 4r + 6 1 mm 

en la ecuacion de la trayectoria y al despejar a x, se obtiene 
" 2 (4r 2 + 6 r) 2 


r 

40 


= 0.40r 4 + 1.20r J + 0.90r mm 


40 


3 


Las componentes rectangulares del vector de velocidad son 


(a) 

(b) 


v x = x = 1.60r 3 + 3.60r 2 + 1.80r mm/s (c) 

v y = y = 8f + 6 mm/s (d) 

Al efectuar y = 30 mm en la ecuacion (a) y despejar el tiempo t se obtiene 
t = 2.090 s. Cuando se sustituye este valor de 1 en las ecuaciones (c) y (d), se deduce 
que 

v x = 34.1 mm/s y v y = 22.7 mm/s 
En consecuencia, el vector de velocidad en y = 30 mm es 


v = 34. li + 22. 7 j mm/s 


Respuesta 


A continuacion, en la figura (b) se muestra la representacion pictorica de este resul- 
tado. 

v = 41.0 mm/s 
, 22.7 

6 = tan -1 -= 33.7° 

34.1 



34.1 


Al evaluar la pendiente de la trayectoria, dy/dx, en y = 30 mm, es facil compro- 
bar que el vector de velocidad que se ha determinado antes es tangente a la curva. 



(b) 





















Parte 2 

De las ecuaciones (c) y (d), es posible determinar por medio de derivacion las com- 
ponentes del vector aceleracion: 

a x = v x = 4.80 1 2 + 7.20? + 1.80 mm/s 2 
a y = v y = 8 mm/s 2 

A1 sustituir 1 = 2.090 s, se obtiene 

a x = 37.8 mm/s 2 y a y = 8 mm/s 2 

Por tanto, el vector aceleracion en y = 30 mm es 

a = 37.8i + 8j mm/s 2 Respuesta 

La representacion pictorica de a es 

a = 38.6 mm/s 2 

B = tan -1 — = 11.95° 

H 37.8 

A partir del dibujo del vector aceleracion en la figura (b) se observa que la direccion 
de a no es tangente a la trayectoria. 



37.8 


Problema de ejemplo 12.3 

El brazo rfgido OA de longitud R rota respecto a la union esferica en O. Las coorde- 
nadas xy y que describen el movimiento espacial del extremo A son 


donde a> es una constante. Encuentre la expresion para la coordenada z del extre¬ 
mo A. 

Solution 

Como el brazo OA es rfgido, las coordenadas de posicion del extremo A deben 
satisfacer la ecuacion 

x 2 + y 2 + z 2 = R 2 



A1 sustituir las expresiones para x y y se obtiene 

jg2 

R 2 cos 2 cot H-sen 2 2 cot + z 2 = R 1 

4 













Cuando se utilizan las identidades trigonometricas sen 2cot = 2sen cot cos cot y 
(1 — cos 2 cot) = sen 2 cot, se obtiene 

Z 2 = R 2 ( 1 — cos 2 cot — sen 2 cot cos 2 cot) 

= /? 2 (sen 2 cot — sen 2 cot cos 2 cot) 

= R 2 sen 2 cot (1 — cos 2 cot) 

= R 2 sen 4 cot 

Por tanto, la expresion para la coordenada z es 

z = R sen 2 cot Respuesta 



Problema de ejemplo 12.4 

Una rueda cuyo radio es R = 16 mm esta pivoteada en O, con lo que produce una 
excentricidad de RI2. Empleando la geometrfa, es posible demostrar que la relation 
entre x, la coordenada de position de A y el angulo 0 es 

x{0) = — ^cos0 + x/ cos 2 9 + 3^ 

Si la meda gira, respecto a O. en el sentido de las manecillas del reloj, con la 
rapidez angular constante 6 = 2000 rev/min, determine la rapidez de A cuando 
0 = 45° 


Solution 


dx dx d6 
dt dO dt 


R 

~2 


1 

— sen 6 + - 


—2 cos 0 sen 6 
V cos 2 0 + 3 


9 


R ( 

=-sen 0(1 + 

2 V 

Cuando se sustituye R = 0.016 m, 6 = 45 


cos 9 ^ ^ 

Vcos 2 9 + 3/ 

° y 0 = 2000(2^/60) rad/s, se obtiene 


0.016 / cos 45° \ 2000(2^-) 

v =-(sen 45 )( 1 + - -= -1.633 m/s Respuesta 

2 V V cos 2 45° + 3/ 60 

El signo menos indica que A se mueve hacia abajo. 
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Problemas 
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Problemas 


12.1 A1 tiempo t = 0 se lanza un cohete en sentido vertical; su elevacion esta dada 
por 


y = -0.13? 4 + 4.1 f 3 + 0.12 1 2 pies 

donde t esta en segundos. Determine la velocidad maxima del cohete y la elevacion 
a la que esta ocurre. 

12.2 Cuando un objeto se lanza verticalmente hacia arriba sobre la superficie de 
un planeta, el movimiento que sigue en ausencia de resistencia atmosferica puede 
describirse con 

1 2 

x = ~~gt + v 0 t 

donde g y vo son constantes. (a) Obtenga las expresiones para la velocidad y la ace¬ 
leracion del objeto. Utilice los resultados para demostrar que vo es la rapidez inicial 
del cuerpo y que g representa la aceleracion gravitacional. (b) Determine la altura 
maxima que alcanza el objeto y el tiempo total de vuelo. (c) Evalue los resultados del 
inciso (b) para vo = 60 mi/h y g = 32.2 pies/s 2 (superficie de la Tierra). 

12.3 La posicion de una partlcula que se mueve sobre el eje x se describe con 

x = t 3 - 108f pulg 

donde t es el tiempo en segundos. Para el intervalo de tiempo, t = 0 a t = 10 s, 
(a) trace la grafica de la posicion, la velocidad y la aceleracion como funciones del 
tiempo; (b) encuentre el desplazamiento de la partlcula, y (c) determine la distancia 
recorrida por la partlcula. 

12.4 La posicion de una partlcula que se mueve sobre el eje x esta dada por 

x = f 3 — 3 1 2 — 45 r pulg 

donde t es el tiempo en segundos. Determine la posicion, la velocidad, la aceleracion 
y la distancia recorrida en t = 8 s. 

12.5 La posicion de un automovil que se mueve en una autopista recta esta dada 
por 

2 f 3 • 
x = t“ -pies 

90 F 

donde t es el tiempo en segundos. Determine: (a) la distancia recorrida por el auto¬ 
movil antes de detenerse y (b) la velocidad maxima que alcanza. 

12.6 Un cuerpo se libera a partir del reposo en A y tiene una calda libre. Si se in- 
cluyen los efectos de la resistencia del aire, la posicion del cuerpo como una funcion 
del tiempo transcurrido es 


x = v 0 (t - t 0 + t 0 e t, '°) 

donde vo y to son constantes. (a) Deduzca la expresion para la rapidez v del cuerpo. 
Utilice el resultado para explicar por que vq se llama velocidad terminal, (b) Deduz- 



Fig. P12.2 



Fig. P12.6 
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ca las expresiones para la aceleracion a del cuerpo como una funcion de t y como 
una funcion de v. 




£> 



12.7 Una cuenta se mueve sobre un alambre recto de 60 pulg que esta sobre el 
eje x. La posicion de la cuenta esta dada por 

x = 2t 2 — lOf pulg 

donde x se mide desde el centra del alambre y t es el tiempo en segundos. Determi¬ 
ne: (a) el tiempo en el que la cuenta abandona el alambre y (b) la distancia que esta 
recorre desde t = 0 hasta que deja el alambre. 

12.8 Una partfcula se mueve sobre la curva x 2 = 12y, donde x y y se miden en 
milfmetros. La coordenada x varfa con el tiempo de acuerdo con 

x = 4t 2 — 2 mm 

donde el tiempo t esta en segundos. Obtenga las magnitudes de los vectores de velo- 
cidad y aceleracion cuando t = 2 s. 

12.9 La leva circular de radio R y excentricidad R/2 rota, en el sentido de las ma- 
necillas del reloj, con una rapidez angular constante to. Es posible demostrar que el 
movimiento vertical resultante de A es 


x = R ^1 + - cos&>? 

(a) Obtenga la velocidad y la aceleracion de A como una funcion de t. (b) Si u> se 
duplica, icomo cambiarfan la velocidad maxima y la aceleracion maxima de A? 

12.10 El elevador A se baja con un cable que se desliza por la polea B. Si el cable 
se desenrolla del carrete C con velocidad constante vq, el movimiento del elevador es 


X = yj Oof — b ) 2 — b 2 


Determine la velocidad y aceleracion del elevador en terminos del tiempo t. 

12.11 Un misil se lanza desde la superficie de un planeta con una rapidez vo en 
t = 0. De acuerdo con la teorfa de la gravitacion universal, la rapidez v del misil 
despues del lanzamiento esta dada por 


v 2 = 2gr 0 ^y - l^j + v 2 0 

donde g es la aceleracion gravitacional sobre la superficie del planeta y ro es el radio 
medio del planeta. (a) Determine la aceleracion del misil en terminos de r. (b) En- 
cuentre la velocidad de escape, es decir, el valor mfnimo de vo para el cual el misil 
ya no regresara al planeta. (c) Con el resultado del inciso (b), calcule la velocidad de 
escape para la Tierra, donde g = 32.2 pies/s 2 y ro = 3960 millas. 

































12.1-12.26 Problemas 25 


12.12 Las coordenadas de una partfcula que efectua movimiento en un piano son y 


x = 15 — 2f 2 m, y = 15 — 1 Or + t 2 m 

donde t es el tiempo en segundos. Encuentre los vectores de velocidad y aceleracion 
en (a) t = 0 s y (b) t = 5 s. 

12.13 Un proyectil que se dispara en O sigue una trayectoria parabolica, dada en 
forma parametrica por 



Fig. P12.13 


x = 66 1 y = 86 1 — 4.9 It 2 


donde x y y se miden en metros y t en segundos. Determine: (a) el vector de acele¬ 
racion durante el vuelo; (b) el vector de velocidad en 0\ (c) la altura maxima h, y 
(d) el alcance L. 

12.14 Un automovil desciende una montana que tiene la seccion transversal para¬ 
bolica que se muestra. Si se supone que la componente horizontal del vector veloci¬ 
dad tiene una magnitud constante vo, determine: (a) la expresion para la rapidez del 
automovil en terminos de x y (b) la magnitud y direccion de la aceleracion. 


y 



12.15 La posicion de una partfcula que se mueve en un piano esta dada por 


x — a cos cot y = b sen cot 

donde a > b y co es una constante. (a) Demuestre que la trayectoria de la partfcula 
es una elipse. (b) Pruebe que el vector de aceleracion siempre esta dirigido hacia el 
centra de la elipse. 

12.l6 Cuando una cuerda tensa se desenrolla de un cilindro estacionario, el ex- 
tremo B de la misma genera una curva conocida como la involuta de un cfrculo. 
Si la cuerda se desenrolla con una rapidez angular constante co, la ecuacion de la 
involuta es 


x — R cos cot + Root sen cot y = R sen cot — Rcot cos cot 


y 



donde R es el radio del cilindro. Obtenga la rapidez de B como una funcion del 
tiempo; demuestre que el vector de velocidad siempre es perpendicular a la cuerda. 


12.17 Cuando una rueda cuyo radio R gira con velocidad angular constante co, el 
punto B sobre la circunferencia de la rueda traza una curva llamada cicloide, cuya 
ecuacion es 


x = R(cot — sen&it) y = R(l — coscot) 


Cicloide 



(a) Demuestre que el vector de velocidad de B siempre es perpendicular a BC. 

(b) Pruebe que el vector de aceleracion de B esta dirigido a lo largo de B G. 


Fig. P12.17 
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z 



12.18 Cuando una partfcula se mueve sobre la helice que se muestra, las compo- 
nentes de su vector de posicion son 


h 

x = Rcoscot y = Rstncot z — ——cot 

2tt 

donde co es constante. Demuestre que la velocidad y la aceleracion tienen magnitu¬ 
des constantes y calcule sus valores si R = 1.2 m, h = 0.75 myw = 477 rad/s. 

12.19 La trayectoria OB de una partfcula esta sobre el paraboloide hiperbolico que 
se muestra. La descripcion del movimiento es 

4 3 1 

x=-v 0 t y=-v 0 t z =- — vlt 2 


z 



donde las coordenadas se miden en pulgadas y vo es una constante. Determine: 

(a) la velocidad y aceleracion cuando la partfcula esta en B y (b) el angulo entre la 
trayectoria y el piano xy en B. 

12.20 El movimiento espacial de una partfcula se describe por 

x = 3t 2 + 4t y — —4 1 2 + 3t z = -6t + 9 

donde las coordenadas se miden en pies y el tiempo t esta en segundos. (a) Determine 
los vectores de velocidad y aceleracion de la partfcula como funciones del tiempo. 

(b) Compruebe que la partfcula realiza movimiento en un piano (el movimiento no 
esta en un piano de coordenadas) al demostrar que el vector unitario perpendicular 
al piano formado por v y a es constante. 

12.21 El movimiento tridimensional de un punto esta descrito por 


x = R cos cot y = R sen cot 


R 

z = — sen 2 cot 
2 


donde R y co son constantes. Calcule la rapidez maxima y la aceleracion maxima del 
punto. 


12.22 Para el mecanismo que se muestra, determine: (a) la velocidad x del des- 
lizador C en terminos de 0 y 9, y (b) la aceleracion x de C en terminos At 0,0 y 0. 



B 



12.23 El perno unido al collar deslizante A engarza la ranura en la barra OB. 
Determine: (a) la rapidez y de A en terminos de 0 y 0, y (b) la aceleracion y de A en 
terminos At 0,0 y 0. 
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12.24 Es posible demostrar que la coordenada de position del piston A esta rela- 
cionada con el angulo 0 de la rueda por 

x = R (cos 0 + %/9 — sen 2 9j 

La rueda gira con una rapidez angular constante 6. Deduzca la expresion para la 
velocidad x del piston como una funcion de 6. 



12.25 El perfil de la leva es 


r = 55 + 10 cos 9 + 5 cos 26 mm 

Si la leva gira con una velocidad angular constante de 9 = 1200 rev/min determine 
la aceleracion maxima de A. 


*12.26 El avion C es rastreado por las estaciones de radar A y B. En el instante 
que se muestra, el triangulo ABC esta en el piano vertical y las lecturas del radar son 
9A = 30°, 9b = 22°, 9a = 0.026 rad/s y 9b = 0.032 rad/s. Determine: (a) la alturay; 
(b) la rapidez v, y (c) el angulo de elevation a del avion en este instante. 



Fig. P12.26 



Cinetica: metodo fuerza-masa-aceleracion 


a. Ecuaciones de movimiento 

Cuando varias fuerzas actuan sobre una partfcula de masa m, la segunda ley de 
Newton tiene la forma 2F = ma, donde SF es la suma vectorial de las fuerzas (la 
fuerza resultante) y a es la aceleracion de la partfcula. La representation escalar de 
esta ecuacion vectorial en coordenadas rectangulares es 


12.3 


= ma x T,F y — ma y Ef. = ma z ( 12 . 11 ) 

Las ecuaciones (12.11) se conocen como las ecuaciones de movimiento de la par¬ 
tfcula. 
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Si se conoce la aceleracion de la particula, es posible utilizar las ecuaciones 
del movimiento para determinar las fuerzas. Si se dan las fuerzas las ecuaciones del 
movimiento pueden resolverse para obtener las aceleraciones. Sin embargo, la ma- 
yoria de los problemas son de tipo mixto, donde solo se conocen algunas fuerzas y 
componentes de las aceleraciones. 

Se conoce como metodo de fuerza-masa-aceleracion ( FMA ) al proceso de rela- 
cionar las fuerzas con la aceleracion de la particula mediante las ecuaciones (12.11). 
Posteriormente se aprenderan otros procedimientos, como los metodos trabajo-ener- 
gia e impulso-cantidad de movimiento, que tambien se pueden utilizar para obtener 
relaciones entre las fuerzas y el movimiento. 

b. Diagramas de cuerpo libre y de masa-aceleracion 

Es comun iniciar el metodo FMA dibujando dos diagramas, cada uno de los cuales 
representa un lado de la segunda ley de Newton 2F = m a. El primero de ellos es 
el diagrama de cuerpo libre ( DCL ) que muestra todas las fuerzas que actuan sobre 
la particula. El segundo, que se conoce como diagrama masa-aceleracion {DMA), 
muestra el vector de inercia ma de la particula. Ahora, la segunda ley de Newton 
puede satisfacerse al requerir que los dos diagramas sean estaticamente equivalen- 
tes, es decir, que tengan la misma resultante. 

En la figura 12.4(a) se muestran el DCL y el DMA de una particula. El signo 
de igual entre los diagramas indica equivalencia estatica. Si se emplean coordena¬ 
das rectangulares, entonces el vector de inercia en general se representa por sus 
componentes rectangulares, como se muestra en la figura 12.4(b). Una vez que los 
diagramas se han trazado es hasta cierto punto facil escribir las condiciones para la 
equivalencia estatica, es decir, las ecuaciones de movimiento. 

El diagrama de cuerpo libre es tan importante en dinamica como en estatica. 
Este identifica, de manera clara y concisa, todas las fuerzas que actuan sobre la par¬ 
ticula, define la notacion que se utiliza para las cantidades incognitas y presenta las 
cantidades conocidas. El diagrama masa-aceleracion sirve para propositos similares: 
tambien define la notacion para las incognitas e indica las magnitudes y direcciones 
conocidas. Pero quizas el mas grande beneficio del DMA es que enfoca nuestra aten- 
cion en la cinematica requerida para describir el vector de inercia. Despues de todo, 
la cinematica es la que permite decidir cuales componentes del vector de aceleracion 
se conocen de antemano y cuales son incognitas. 



DCL 


ma 



DMA 


z 



DCL 



(a) 


(b) 


Fig. 12.4 
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En resumen, el metodo FMA consta de los siguientes pasos. 

Paso 1: Dibujar el diagrama de cuerpo libre (DCL) de la partfcula mostrando todas 
las fuerzas que actiian sobre ella. 

Paso 2: Utilizar la cinematica para analizar la aceleracion de la partfcula. 

Paso 3: Elaborar el diagrama masa-aceleracion (DMA) para la partfcula mostrando 
el vector de inercia ma, con los resultados del paso 2 . 

Paso 4: Consultando el DCL y el DMA, relacionar las fuerzas con la aceleracion 
aplicando la equivalencia estatica de los dos diagramas. 


12.4 


Dinamica del movimiento rectilmeo 


a. Ecuaciones de movimiento 


La figura 12.5 muestra el DCL y el DMA de una partfcula que esta en movimiento 
rectilmeo sobre el eje x. Las correspondientes ecuaciones del movimiento son 


E F x = ma 


(12.12) 


T,F y = SF Z = 0 


(12.13) 


z z 



En algunos problemas todas las fuerzas que actuan sobre las partfculas estan en la 
direccion del movimiento (la direccion x), en cuyo caso las ecuaciones (12.13) se 
cumplen de manera automatica. Es decir, las ecuaciones (12.13) pueden utilizarse en 
el calculo de fuerzas desconocidas, como las reacciones. 


b. Determinacion de la velocidad y posicion 

Suponga que se escriben las ecuaciones del movimiento para una posicion arbitra- 
ria de la partfcula y que se resuelven para la aceleracion a. Como la posicion de la 
partfcula es arbitraria, en general la aceleracion sera una funcion de la posicion y 
la velocidad de la partfcula y del tiempo: 


a = f(v,x, t) 


(12.14) 


Una forma equivalente de la ecuacion (12.14) es 


x — f(x, x, t ) 


que es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden. La solucion de esta 
ecuacion diferencial serfa x( t). la posicion como una funcion del tiempo. 
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Si las tres variables (x, vy t) aparecen de manera explicita en la ecuacion ( 12 . 14 ) 
para a, entonces las posibilidades de lograr una solucion analftica son escasas. La 
razon es que en general/es una funcion no lineal; es decir, contiene terminos no 
lineales de las variables, como sen x o v 2 . En la mayorfa de los casos, las ecuaciones 
diferenciales no lineales solo se pueden resolver numericamente. Sin embargo, si / 
solo contiene una de las variables, la ecuacion diferencial puede integrarse en forma 
rutinaria, como se ilustra a continuation. 

Caso l: a = f(t). De a = dv/dt, se tiene 


dv = a(t ) dt 


(12.15) 


Ahora es posible integrar ambos lados de la ecuacion, con lo que se da la velocidad 
como una funcion del tiempo: 


v(0 = 


J a(t) dt + C\ 


(12.16) 


Despues de la determinacion de la velocidad, la coordenada de posicion x puede 
obtenerse de v = dx/dt o dx = v(t) dt. A 1 integrar ambos lados se obtiene 

x(t) = I v(t)dt + C2 (12.17) 


Las constantes de integracion, C\ y C 2, pueden evaluarse de las condiciones iniciales 
(en general son los valores de x y v en t = 0). 

Caso 2: a = f(x). Aquf se utiliza la ecuacion ( 12 . 10 ): a = v dv/dx. Las variables 
pueden separarse de modo que x y v aparezcan en lados opuestos de la ecuacion: 


vdv — a(x) dx 


(12.18) 


Ahora puede integrarse la ecuacion, con el resultado 


V-!' 


-v = j a(x) dx + C 3 


donde C 3 es la constante de integracion. Por tanto, 


v(x) = 2 


/ 


a(x) dx + C 3 


(12.19) 
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En este momento, en la ecuacion (12.19) se podrfa reemplazar v por dxldt , separar 
las variables x y t e integral - otra vez para obtener x(t). Pero la integration seria diff- 
cil debido a la presencia de la rafz cuadrada. 


Caso 3 : a = /(v). Se puede empezar con la ecuacion (12.18), la que, despues de 
reemplazar a (x) por a (v), queda 


vdv — a(v ) dx 


A1 separar las variables x y v, se obtiene 


dx = 


vdv 

a(v) 


(12.20) 


Con la integracion, se obtiene x como una funcion de v: 


x(v) = 


-i 


vdv 

a(v) 


C 4 


(12.21) 


Es posible invertir la ecuacion (12.21) (despejar la velocidad) si se desea v como 
una funcion de x. 

Tambien seria posible empezar con la ecuacion (12.15): dv = a(v) dt. Un re- 
acomodo de terminos para separar variables conduce a 



(12.22) 


que se puede integral - , dando a t en terminos de v: 


f(v) = 


/ 


dv 

a(v) 


+ C 5 


(12.23) 


Ahora se podrfa invertir el resultado con lo que se obtendria a v como funcion de t. 



P = 200 N 



A 


300 N 


(a) 


Problema de ejemplo 12.5 

En la figura (a), el bloque A de 300 N esta en reposo sobre el piano horizontal 
cuando se aplica la fuerza P en t = 0. Encuentre la velocidad y la posicion del 
bloque cuando t = 5 s. Los coeficientes de friccion estatica y cinetica son 0.2. 

Solution 

En la figura (b) se muestra el DCL del bloque, donde Na y Fa son las fuerzas normal 
y de friccion ejercidas sobre el bloque por el piano. La figura (b) tambien muestra el 
DMA. Como el movimiento es rectilfneo, a y = 0. 



DMA 


(b) 


Respecto al DCL y al DMA, se obtiene 


EFy = 0 +| 
SF, = ma 


N A -W - P sen 30° = 0 
P cos 30° — F a = ma 


(a) 

(b) 


La ecuacion (a) implica 

Na = W + P sen 30° = 300 + 200 sen 30° = 400 N 
Por tanto, la fuerza de friccion es 

F a = n k N A = 0.2 (400) = 80 N 
De la ecuacion (b), se deduce 

a = -(P cos 30° - F a ) = —(200 cos 30° - 80) = 3.048 m/s 2 
m 300 

Ahora la velocidad v y la coordenada de posicion x del bloque se pueden encontrar 
integrando como sigue: 

v = J a dt = J 3.048 dt = 3.048t + C, M 

x = J vdt = J (3.048r + C x )dt = 1.524 1 2 + C x t + C 2 (d) 






























donde C\ y Ci son constantes de integracion para determinar a partir de las condi- 
ciones iniciales. La velocidad inicial dada es cero. Sin embargo, existe libertad para 
elegir el origen del eje x. La eleccion mas conveniente es x = 0 cuando t = 0. Por 
tanto, las condiciones iniciales son 

v = 0 y x = 0 cuando / = 0 

A1 sustituir estos valores en las ecuaciones (c) y (d) se obtiene que C\ = 0 y Ci = 0. 
Asf, la velocidad y la coordenada de posicion del bloque en t = 5 s son 

v = 3.048(5) = 15.24 m/s Respuesta 

x = 1.524(5) 2 = 38.1 m Respuesta 


Problem a de ejemplo 12.6 

La figura (a) muestra un cajon de masa m que descansa sobre la plataforma de una 
camioneta. El coeficiente de friccion estatica entre el cajon y la plataforma es 0.64. 
Con el objetivo de hacer deslizar el cajon cuando la plataforma se encuentre en la 
posicion que se muestra, la camioneta debe acelerar hacia la derecha. Determine 
la aceleracion a mas pequena para la cual el cajon empezara a deslizarse. Exprese la 
respuesta en terminos de la aceleracion gravitacional g. 



Solution 


En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) del cajon. Ademas del 
peso W = mg, sobre el cajon actuan la fuerza de contacto normal N y la de friccion 
F = 0.64 N (el cajon esta en una situacion que impide su deslizamiento, entonces F 
es igual a su valor estatico maximo UsN)- En la figura (b) tambien se observa el 
diagrama masa-aceleracion (DMA) del cajon. Como este y la camioneta tienen la 
misma aceleracion antes de que ocurra el deslizamiento, entonces el vector de iner- 
cia del cajon es ma, dirigido en sentido horizontal. 

Con referencia a la figura (b), las ecuaciones del movimiento del cajon son 


Y,F X = ma —> —N sen 30° + 0.64/V cos 30° = ma (a) 


y 




E F y = 0 +| N cos 30° + 0.64 N sen 30° — mg = 0 (b) 


(b) 
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DMA 


























De la ecuacion (b), se obtiene 


N = 


mg 


= 0.8432 mg 


cos 30° + 0.64 sen 30° 

Sustituyendo la ecuacion (c) en la ecuacion (a) se obtiene 

0.8432m#(— sen 30° + 0.64 cos 30°) = ma 

de donde 


(c) 


a = 0.0458# Respuesta 

Observe que el resultado es independiente de m (la masa del cajon). 

Nota 

Esta aceleracion esta dentro de la capacidad de casi cualquier camioneta. Por ejem- 
plo, si puede acelerar de 0 a 60 millas/h en 20 s, la aceleracion promedio es 44 
pies/s 2 o 0.1367#. 


X 



(a) 


Problema de ejemplo 12.J 

En la figura (a) el bloque de masa m se desliza sobre un piano horizontal con friccion 
despreciable. La coordenada de posicion x se mide desde la posicion no deformada 
del resorte ideal con k como constante de rigidez. Si el bloque se lanza en x = 0 con 
velocidad Vo hacia la derecha, determine: 1. la aceleracion del bloque como una fun- 
cion de x; 2. la velocidad del bloque como una funcion de x, y 3. el valor de x cuando 
el bloque regresa al reposo por primera vez. 


Solution 

Parte l 


w= 

mg 


s = kx 




ma 





l 



DCL 


DMA 



(b) 


En la figura (b) se muestra el DCL del bloque para un valor arbitrario de x, donde N 
es la fuerza normal ejercida por el piano sin friccion y P$ = kx es la fuerza causada 
por el resorte. La figura (b) tambien muestra el DMA. Como el movimiento solo 
ocurre en la direction x, se tiene a y = 0 y la magnitud del vector de inercia es ma x = 
ma. Refiriendose al DCL y al DMA, la ecuacion del movimiento es 


de donde 


T,F X = ma 


—kx = ma 



Respuesta (a) 


Parte 2 

Es posible determinar la velocidad como una funcion de la posicion si x se toma 
como la variable independiente. Al emplear a = vdvldx de la ecuacion (12.10), en- 
tonces la ecuacion (a) queda 
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k 

- X 

m 


























A1 separar las variables x y v por medio de un reacomodo de terminos se observa que 


v dv = - x dx 

m 

La integracion de la ecuacion (b) implica 

v 2 kx 2 


2m 


C 


(b) 


(c) 


La constante de integracion C se puede evaluar a partir de la condition inicial: 
v = vo cuando x = 0. de donde C = vq/2. Por tanto, la velocidad se puede expresar 
como 


v = ±J (— klm)x 2 + Vq 


Respuesta (d) 


Parte 3 


La position del bloque cuando por primera vez llega al reposo se encuentra al susti- 
tuir v = 0 en la ecuacion (d) y el resultado es 


= vq VmJk 


Respuesta 


Nota 


s 2 /pie 2 . 


a — —g = —32.2 pies/s 2 


(a) 




v o 


f 

\ 

-VoJm/k 


J VQsJm/k 



-^0 


Con C = Vq/2, la ecuacion (c) se puede escribir como v 2 + ( klm)x 2 = vo. Si se gra- 
fica v en funcion de x, que se llama grafica en el piano fase, el resultado es la elipse 
que se muestra en la figura (c). Como la grafica es una curva cerrada, el movimiento 
del bloque es oscilatorio (se repite), como era de esperarse. 


Problemo de ejemplo 12.8 

La pelota que se muestra en la figura (a) pesa 4.8 oz y se lanza hacia arriba con una 
velocidad inicial de 60 pies/s. Calcule la altura maxima que alcanza la pelota si: 
1 . la resistencia del aire es despreciable, y 2. el aire origina una fuerza resistiva /-’/j, 
conocida como arrastre aerodinamico, que se opone a la velocidad. Suponga que 
Fd = cv 2 , donde c = 4 x 10 -5 lb 


(c) 


■ 


-O 


Solution 

Parte 1 

Cuando se desprecia la resistencia del aire, la unica fuerza que actua sobre la pelota 
durante el vuelo es su peso W. que se muestra en el DCL de la figura (b). Como el 
movimiento es rectilfneo, la magnitud del vector de inercia es ma x = ma, como se 
muestra en el DMA de la figura (b). Aplicando la segunda ley de Newton, se tiene 

TiF x = ma +T — mg = ma 

de la cual se deduce que la aceleracion es 


60 pies/s 


(a) 


i. 


W = mg 
DCL DMA 

(b) 
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La aceleracion se puede integrar respecto al tiempo para obtener la posicion y la 
velocidad como sigue: 

v = J a dt = J (— 32.2) dt — —32.21 + C\ pies/s (b) 

x = J v dt = J (—32.2f + Ci) dt = —16.lr + C\t + C 2 pies (c) 

Las constantes de integracion. C 1 y Cj, se evaluan al aplicar las condiciones iniciales 
x = 0 y v = 60 pies/s cuando t = 0 , siendo los resultados C\ = 60 pies/s y C 2 = 0. 
Por tanto, la velocidad y la posicion estan dadas por 

v = —32.2 1 + 60 pies/s 

x — —16 At 2 + 60f pies 

La pelota alcanza su altura maxima cuando v = 0. Al establecer que v = 0 en la 
ecuacion (d), se obtiene: 


Fd 

O 


ma 

o 


W = mg 


DCL DMA 


(c) 


0 = — 32.2? + 60 o t — 1.863 s 


Sustituyendo este valor del tiempo en la ecuacion (e), resulta 

jc max = —16.1 (1.863) 2 + 60(1.863) = 55.9 pies Respuesta 


Observe que en este caso la aceleracion, y en consecuencia la velocidad y la posi¬ 
cion, son independientes del peso de la pelota. 

Parte 2 

Cuando se considera el arrastre aerodinamico, el DCL y DMA de la pelota durante 
el vuelo hacia arriba son como se muestra en la figura (c). Observe que la fuerza de 
arrastre Fd, que siempre es opuesta a la velocidad, actua hacia abajo porque la di- 
reccion positiva para v es hacia arriba (que tambien es la direccion positiva para x). 
De la segunda ley de Newton, se obtiene la siguiente ecuacion del movimiento: 


YjF x — mci x +[" —mg — cv 2 = ma (f) 

La solucion completa (xy v como funciones de 1 ) de la ecuacion (f) se calcula 
mejor numericamente. Sin embargo, es posible encontrar la velocidad como una 
funcion de la posicion con integracion directa si la variable independiente se cambia 
de t ax. Al sustituir a = v dvldx de la ecuacion (12.10), la ecuacion (f) se convierte en 


2 d v 

—mg — cv = m —v 
dx 

en la cual se pueden separar las variables xy v como sigue: 


mv dv 

dx = -r- 

mg + c\ L 


(g) 


Cuando se integran ambos lados de esta ecuacion (con el uso de una tabla de inte- 
grales si es necesario) se obtiene 


x 


m 

2c 


In (mg + cv 2 ) + C 3 


(h) 













donde C 3 es una constante de integracion. A1 sustituir los valores numericos 
mg = W= 4.8/16 = 0.3 lb, m = 0.3/32.2 = 932 ■ 10“ 5 slugs yc = 4x 10“ 5 lb ■ s 2 / 
pie 2 , la ecuacion (h) se convierte en 

x = -116.5 ln[0.3 + (4 x 10' 5 )v 2 ] + C 3 pies (i) 

Cuando se aplica la condicion inicial, v = 60 pies/s cuando x = 0, se encuentra que 
C 3 = —94.6 pies. Por tanto, la solucion parax es 

x = -116.5 ln[0.3 + (4 x 10” 5 )v 2 ] - 94.6 pies 0 ) 

Como la altura maxima de la pelota se alcanza cuando v = 0, se tiene 

x max = -116.5 In 0.3 - 94.6 = 45.7 pies Respuesta (k) 

Por supuesto, este valor es mas pequeno que la altura maxima obtenida en la parte 1, 
donde se desprecio la resistencia del aire. 

Para resumir, se utilizo el metodo FMA con el objetivo de determinar las ecua- 
ciones del movimiento para ambas partes de este problema de ejemplo. Cuando en 
la parte 1 se desprecio la resistencia del aire, la aceleracion fue simplemente —g, 
independiente del peso de la pelota. Con integracion directa fue posible obtener la 
velocidad y la position en terminos de t. En la parte 2, la inclusion del arrastre aero- 
dinamico introdujo el termino adicional — cv 2 en las ecuaciones del movimiento con 
el resultado de que la aceleracion dependio de c, v y W. Para este caso, no se determi¬ 
ne la solucion para x(t) y v(t) (hubiera sido muy tedioso hacerlo). Sin embargo, fue 
facil obtener x(v), lo que permitio calcular la altura maxima de la pelota. 


* * Problema de ejemplo I2.p 

Utilice la integracion numerica para determinar el tiempo de vuelo y la velocidad de 
impacto de la pelota descrita en el problema de ejemplo 12 . 8 , parte 2 . 

Solucion 

En la solucion del problema de ejemplo 12.8, parte 2, la aceleracion de la pelota 
durante su vuelo hacia arriba fue a = —g — ( c/m)v 2 . Como la resistencia del aire 
siempre se opone a la velocidad, la aceleracion durante el movimiento de descenso 
es a = — g 4- ( c/m)v 2 . Ambas expresiones se pueden combinar en 

c j 

a = -g -sgn(v) v 

m 

donde sgn(v) denota “el signo de v”. A1 introducir la notacion x = x\, v = X 2 , las 
ecuaciones diferenciales de primer orden equivalentes son 


X\ = X2 


c 

*2 = ~g -sgn(x 2 ) 

m 


x 


2 

2 


con las condiciones iniciales xi(0) = 0, X2(0) = 60 pies/s. Los parametros son 
g = 32.2 pies/s 2 y 


c 

m 


4 x 10~ 5 
(4.8/16)/32.2 


= 4.2933 x 10 -3 pies -1 









De acuerdo con la solucion del problema de ejemplo 12.8, el tiempo de vuelo sin 
resistencia del aire es 2(1.863) = 3.726 s. Como la resistencia del aire reducira este 
tiempo, se toma de t = 0 a 3.6 s como el periodo de integracion. El programa MAT- 
LAB lista aquf la solucion numerica en intervalos de 0.05 s. 

function examplel2_9 

[t,x] =ode45(@f, [0:0.05:3.6], [0 60]); 

printSol(t,x) 

function dxdt = f(t,x) 
dxdt = [x(2) 

-32.2 - 4.2933e-3*sign(x(2))*x(2)~2] ; 

end 

end 


Los argumentos de la funcion ode45 se explican en el apendice E, que tambien 
lista la funcion printSol utilizada para imprimir los resultados. Los ultimos seis 
renglones del impreso son 


t 

3.3500e+000 
3.4000e+000 
3.4500e+000 
3.5000e+000 
3.5500e+000 
3.6000e+000 


xl 

9.3577e-001 
-1.5366e+000 
-4.0627e+000 
-6.6413e+000 
-9.2713e+000 
-1.1952e+001 


x2 

-4.8904e+001 
-4.9989e+001 
-5.1051e+001 
-5.2090e+001 
-5.3106e+001 
-5.4099e+001 


En el impacto con el suelo se tiene x\ = 0. De los valores impresos se observa 
que esto ocurre en algun momento entre 3.35 s y 3.4 s. Con interpolacion lineal se 
obtiene un valor mas exacto, vease la ecuacion (E.7) del apendice E: 


-1.5366- 0.93577 0- 0.93577 

3.4-3.35 ~ t - 3.35 


lo que produce 


t = 3.3689 s Respuesta 

La velocidad de impacto es el valor de xj en t = 3.3689 s. Que tambien se puede 
determinar al emplear la interpolacion lineal: 

-49.989 - (-48.904) v - (-48.904) 

3.4-3.35 “ 3.3689 - 3.35 


lo que da 


v = —49.3 pies/s 


Respuesta 
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Problemas 


12.27 Calcule la fuerza T que elevara el cajon de 50 kg con una rapidez v = 4 1 
m/s, donde t es el tiempo en segundos. 

12.28 Un automovil viaja a 100 km/h sobre una recta, al nivel del camino, cuando 
sus frenos quedan inmovilizados. Determine la distancia que el automovil recone 
para detenerse, si sabe que el coeficiente de friccion cinetica entre las llantas y el 
camino es 0.65. 

12.29 Resuelva el problema 12.28 si el mismo automovil viaja hacia abajo con 
una inclination de 5°. 

12.30 Un bloque de 0.1 kg se mueve sobre el eje x. La resultante de todas las 
fuerzas que actuan sobre dicho bloque es F = — 1 ,2t\ N, donde t esta en segundos. 
Cuando t = 0,x = 0yv = 64i m/s. Determine la distancia recorrida por la partfcula 
durante el intervalo de tiempo def = 0af = 4s. 

12.31 Una cuenta de 10 g se desliza en un alambre sobre el eje x. La resultante de 
todas las fuerzas que actuan sobre la cuenta es F = 0.04 v /vi N, donde la rapidez v 
esta en m/s. Cuando t = 0, x = 0 y cuando t = 0.6 s, v = 0.16i m/s. Encuentre x 
cuando t = 0.8 s. 

12.32 Una pequena pelota de masa m experimenta un movimiento rectilineo so¬ 
bre el eje (x). La resultante de todas las fuerzas que actuan sobre la pelota es F = 
—kmv 2 i, donde k es una constante y v es la rapidez de la pelota. Cuando t = 0, 
x = 0 y v = voi. Encuentre la rapidez de la pelota como una funcion de (a) x y (b) t. 

12.33 Un bloque de 4 kg se mueve sobre el eje y. La resultante de todas las fuerzas 
que actuan sobre el bloque es F = (4 1 — 4)j N, donde t esta en segundos. Cuando 
t = 0 , y = 0 , v = —8j m/s. Obtenga la distancia recorrida por el bloque durante el 
intervalo de tiempo de f = 0 a f = 8s. 

12.34 El pendulo AB esta suspendido en el techo de una carreta que tiene una ace- 
leracion constante a hacia la derecha. Determine el angulo constante 6 del pendulo. 

12.35 Un cilindro uniforme esta colocado en una muesca en V. ^Cual es la ace- 
leracion horizontal maxima que puede tener la muesca sin hacer que el cilindro se 
saiga de su posicion? Desprecie la friccion. 





Fig. P12.27 


B 



Fig. P12.34 


12.36 Un bloque A de masa m se encuentra sobre la superficie inclinada de la 
cuna B. El coeficiente de friccion estatica entre A y B es 0.4. Determine la acelera- 
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Fig. P12.37 


cion a mas pequena de la cuna que hara deslizar hacia arriba de la superficie incli- 
nada al bloque A. 

12.37 La pelota se lanza verticalmente hacia arriba sobre el borde del acantilado 
con velocidad inicial vo. Determine la expresion para la velocidad con la que la 
pelota golpea el fondo del acantilado, que es la distancia h abajo del punto de lan- 
zamiento. 

12.38 La carreta que lleva el pequeno paquete A de 2 lb se mueve hacia arriba 
sobre la pendiente con aceleracion constante a. Si el paquete esta en reposo respecto 
a la carreta en la posicion 6 = 45° obtenga el valor de a. Desprecie la friccion. 




Fig. P12.38 

12.39 La carreta de 20 lb se libera a partir del reposo al tiempo t = 0 sobre la 
superficie inclinada. La fuerza P = 8r lb actua sobre la carreta, donde t es el tiempo 
medido en segundos. (a) Calcule la distancia que se movera la carreta hacia abajo de 
la superficie inclinada antes de invertir su direction. (b) Encuentre la velocidad de la 
carreta cuando retorna al punto inicial donde fue liberada. 

12.40 La fuerza horizontal P = 8 — 2t lb (r es el tiempo medido en segundos) se 
aplica al collar de 5 lb que se desliza sobre la varilla inclinada. Al tiempo t = 0, la 
coordenada de posicion del collar es x = 0 y su velocidad es vo = 10 pies/s dirigida 
hacia abajo sobre la varilla. Obtenga el tiempo y la rapidez del collar cuando regresa 
por primera vez a la posicion x = 0. Desprecie la friccion. 



montaje se suelta a partir del reposo sobre el piano inclinado, determine el valor mas 
Fig. P12.41 pequeno de gs que evitara el deslizamiento del bloque. 

12.42 El cajon de 40 kg se coloca sobre el peldano de una escaladora. Si el coefi- 
ciente estatico de friccion entre el cajon y el peldano es 0.4, obtenga la aceleracion a 
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mas grande de la banda escaladora para la cual el cajon no resbala. Suponga que la 
direction de la aceleracion es (a) hacia arriba y (b) hacia abajo. 

12.43 Un cohete de 2000 kg se lanza verticalmente desde la superficie terrestre. 
El motor se apaga despues de proporcionar, durante los primeros 20 segundos, una 
fuerza propulsora constante de 60 kN. Desprecie la reduction en la masa del cohete 
debida a la quema del combustible y la variation de la aceleracion gravitacional con 
la altitud. Calcule la altura del cohete al final de la parte propulsada del vuelo. 



12.44 Un cohete tipo trineo de 3000 lb es propulsado en una trayectoria de prueba 
rectilinea. El motor del cohete se enciende durante cuatro segundos, produciendo 
una fuerza propulsora de F = 1000e°' 2? lb y despues se apaga el motor. Suponien- 
do que el trineo arranca del reposo al tiempo t = 0 y que el coeficiente de friccion 
cinetica es 0.05, determine la rapidez maxima que alcanza el trineo. 

12.45 La fuerza vertical constante P se aplica en el extremo de la cuerda que pasa 
por una clavija insertada al bloque de 0.2 kg. Despreciando la friccion, obtenga el 
valor de P para producir al bloque una aceleracion de 1.5 m/s 2 (a) hacia arriba sobre 
el piano inclinado y (b) hacia abajo del piano. 





Fig. P12.45 Fig. P12.46 

12.46 Los coeficientes de friccion estatica y cinetica entre el collar deslizante de 
5 kg y la varilla gufa vertical son a s = 0.5 y Lit = 0.40, respectivamente. Si la fuerza 
P se incrementa gradualmente hasta que el collar empieza a moverse, encuentre la 
aceleracion inicial del collar. 

12.47 La fuerza de arrastre que actua sobre un paracaidista de 135 lb, en la posi¬ 
tion “extendida” que se muestra, se puede aproximar con I'd = 0.00436v 2 , donde 
Fd esta en libras y v en pies/s (de Scientific and Engineering Problem-Solving with 
the Computer , W. R. Bennett, Jr., Prentice Hall, Nueva York, 1976). Suponiendo que 
el paracaidista sigue una trayectoria vertical, determine la velocidad terminal. 

12.48 Cuando el bloque de 1.8 kg esta en la posicion que se muestra, el resorte 
unido no esta deformado. Si el bloque se suelta a partir del reposo en esta posicion 
obtenga su velocidad al golpear el piso. 

12.49 El resorte unido al bloque de 1.8 kg no esta deformado cuando el sistema 
esta en la posicion que se muestra. El bloque se jala hacia abajo hasta que toca el 




Fig. P12.48, P12.49 
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piso y entonces se suelta a partir del reposo. Calcule la altura maxima (medida desde 
el piso) que alcanza el bloque. 

12.50 Un resorte lineal de rigidez k esta disenado para detener un vagon de 
20 Mg que viaja a 8 km/h dejando que este solo avance 400 mm despues del impac- 
to. Encuentre el valor de k mas pequeno que producira el resultado deseado. 




20 Mg 


8km /h 








Fig. P12.50 

12.51 De acuerdo con la ley de la gravitation, la fuerza que actua sobre una par- 
ticula de masa m que se localiza a una distancia R del centro del planeta de masa M 
es F = mg(R( } /R) 2 . donde Rq es el radio del planeta y g es la aceleracion gravitacional 
en su superficie. Si la masa m se lanza verticalmente desde la superficie de la Tierra 
{Rq = 3960 mi y g = 32.2 pies/s 2 ) con la velocidad inicial vo = 5000 pies/s, /c|ue tan 
alto llegara sobre la superficie terrestre si se desprecia la resistencia del aire? 

12.52 El disco de radio R metros lleva una carga con un potencial electrostatico 
de V volts. Una particula de carga q coulombs esta sobre el eje del disco a una dis¬ 
tancia de y metros de este ultimo. Se puede demostrar que la fuerza repulsiva F (en 
newtons) que actua sobre la particula es 


F = 


V_q_ 

R 




Si una particula arranca desde el centro del disco con velocidad cero, determine su 
rapidez en v = R. Desprecie el efecto de la gravedad. 

*12.53 Un aeroplano ligero de 2500 lb de peso aterriza con una rapidez de 90 
mi/h y empieza a detenerse debido al arrastre aerodinamico y al efecto inverso de 
la helice. Determine la distancia de frenado si el efecto de la helice es T = 450 lb 
(constante) y la fuerza de arrastre es Fjj = cpv 2 , donde Cd = 0.006 lb • s 2 /pie 2 y v es 
la velocidad en pies/s. 

*12.54 El bloque de 5 lb resbala sobre el piano inclinado bajo la action de la 
fuerza constante P = 8 lb. Si se libera a partir del reposo en x = 0, determine su 
velocidad maxima y el valor de x donde esta ocurre. Desprecie la friccion. 

*12.55 Un objeto de masa m se suelta a partir del reposo para que realice una 
caida vertical. La fuerza de arrastre aerodinamico sobre el objeto es I'd = c/jv, 
donde v es la velocidad y co es una constante. Deduzca la expresion para el tiempo 
requerido a fin de que el objeto alcance 90% de su velocidad terminal despues de 
que se suelta. 































12.27-12.63 Problemas 4 3 


12.56 Un tren que viaja a 20 m/s se detiene debido a una emergencia. Durante 
el frenado, la aceleracion es a = —(7/4) + (v/16) m/s 2 , donde v es la velocidad en 
m/s. Utilice la integracion numerica para obtener la distancia de frenado del tren y 
compare el resultado con la solucion analftica x = 241 m. 


*12.57 Un modelo de barco se remolca en un tanque de prueba con una rapidez de 
20 pulg/s cuando se elimina la cuerda de remolque al tiempo t = 0. Debido a la re- 
sistencia hidrodinamica, la aceleracion resultante del barco es a = — (v 2 /10) pulg/s 2 , 
donde v es la rapidez en pulg/s. Aplique la integracion numerica para determinar el 
tiempo en que la rapidez del barco se reduce a 10 pulg/s. Compare la respuesta con 
la solucion analftica t = 0.5 s. 


12.58 La aceleracion del paracaidista descrito en el problema 12.47 es a = 
32.2(1 — 32.3 x 10 _6 v 2 ) pies/s 2 , donde v es la rapidez en pies/s. Utilice la inte¬ 
gracion numerica para encontrar el tiempo requerido para que el paracaidista logre 
100 mi/h despues del salto. Compare la respuesta con la solucion analftica t = 6.55 s. 

*12.59 La longitud libre del resorte unido al deslizador A de 0.4 lb es de 5 pulg. 
Cuando el deslizador se libera a partir del reposo en x = 8 pulg, la aceleracion re¬ 
sultante es 


a = -5796 



Vx 2 ^ 


x pulg/s 2 



Fig. P12.59 


donde x se mide en pulgadas. Utilice la integracion numerica para calcular la rapidez 
del deslizador cuando alcanza el punto B. Compare su respuesta con v = 223 pulg/s, 
el valor obtenido analfticamente. 

12.60 Un objeto de 250 lb se suelta a partir del reposo a 30 000 pies sobre la su- 
perficie terrestre. Durante la cafda, la aceleracion del objeto es 


a = -32.2 1 


6.24 x 10~ 4 v 2 e _3 ' 211xl ° 


pies/s 2 


i/WWW 


m = 1.6 kg 


Fig. P12.61 


donde v es la rapidez en pies/s y x es la elevacion en pies. (El termino exponencial 
considera la variation de la densidad del aire con la elevacion.) (a) Utilice la inte¬ 
gracion numerica para obtener la rapidez maxima del objeto y la elevacion donde 
ocurre. (b) Trace la grafica de la rapidez en funcion de la elevacion desde el tiempo 
en que se suelta hasta que se alcanza la rapidez maxima. 

12.61 El coeficiente de friction estatica y dinamica entre el bloque de 1.6 kg y la 
superficie horizontal es u = 0.2. El resorte unido al bloque tiene una rigidez de 30 
N/m y no esta deformado cuando x = 0. Al tiempo t = 0. el bloque esta en x = 0 y 
se mueve hacia la derecha con velocidad v = 6 m/s. (a) Deduzca una expresion para 
la aceleracion del bloque que sea valida para los valores positivos y negativos de v. 
(b) Aplique la integracion numerica para determinar cuando queda el bloque en re¬ 
poso durante el periodo de t = 0 a 1.2 s. (c) Grafique la velocidad en funcion de la 
position para el intervalo de tiempo que se especifica en el inciso (b). 

12.62 El bloque de 2 kg esta en reposo con el resorte sin estirar cuando la fuerza 
P(t ) se aplica al tiempo t = 0. (a) Deduzca la expresion para la aceleracion del blo¬ 
que. (b) Empleando la integracion numerica, determine el maximo desplazamiento 



k = 25 N/m 

-► X 

m = 2 kg 

0 cr 

Pin 



P(t) 



Fig. P12.62 
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y la maxima velocidad del bloque. (c) Trace la grafica de la velocidad en funcion del 
desplazamiento durante el intervalo de tiempo 0 < t < 3 s. 

( , 12.63 En el fondo del tanque de agua se origina una burbuja. La aceleracion de 
esta, que se determina por su flotabilidad y el arrastre viscoso del agua, es a = 
80 — 16v*' 5 pies/s 2 , donde v es la velocidad en pies/s. Por medio de la integracion 
numerica obtenga la velocidad de la burbuja cuando llega a la superficie del agua. 



X 




T 


3 pulg 


Fig. P12.63 


Movimiento curvilmeo 


a. Superposition de movimientos rectilmeos 

Aquf se considera un caso especial de movimiento curvilmeo que puede representar- 
se como una superposicion de movimientos rectilmeos independientes. Esta situa- 
cion ocurre cuando las componentes de la aceleracion tienen la forma 


12.5 


a x = fx(v x ,x, t) a y = fy(vy , y, t ) a z = f z (v z , z, t) ( 12 . 24 ) 


Se dice que las ecuaciones (12.24) estan desacopladas porque la aceleracion en 
cualquier direccion coordenada es independiente del movimiento en las otras dos 
direcciones. Por tanto, los movimientos en las direcciones x, y, z se pueden ver como 
rectilmeos independientes que es posible analizar con las herramientas que se han 
explicado en el apartado anterior. 

Si la partfcula se mueve en un piano, por ejemplo xy, su movimiento puede tra- 
tarse como una superposicion de dos movimientos rectilmeos, uno en la direccion x 
y el otro en la direccion y. El vuelo de proyectiles en un campo gravitacional cons- 
tante entra en esta categorfa. 

b. Movimiento curvilmeo general 

Si las ecuaciones (12.24) estan acopladas, sera dificil o imposible obtener una solu- 
cion analftica. Las ecuaciones de este tipo deben resolverse con metodos numericos: 
vease el apendice E.3. 










Problema de ejemplo 12.10 

Como el automovil de 1200 kg de la figura (a) viaja sobre la cima de una montana, 
su posicion esta dada por 


x = v 0 t 



(a) 


donde vo = 30 m/s, h = 10 m, b = 50 m y t es el tiempo en segundos. En A determi¬ 
ne la fuerza de contacto R entre el automovil y el camino. 

y 



(a) 


Solution 

Las componentes de la aceleracion del automovil pueden obtenerse al derivar las 
ecuaciones (a): 

X = Vo 
x = 0 

y 

y 



En el punto A se tiene x = 0 y de acuerdo con la ecuacion (a), t = 0. Por tanto, las 
componentes de la aceleracion en A son 


a x = x = 0 

a y = y = -2h (^) 2 = -2(10) =-7.2 m/s 


El signo menos implica que la aceleracion va hacia abajo (en la direccion y nega- 
tiva). 

En la figura (b) se muestran el diagrama de cuerpo libre (DCL) y el de masa- 
aceleracion (DMA) del automovil en A, donde R x y R y representan las componentes 


















de la fuerza de contacto que actuan sobre el automovil. Los diagramas conducen a 
las siguientes ecuaciones del movimiento: 


EL = 0 R x = 0 

"EFy = ma y +T R y — mg — ma y 


Por tanto, 


R = R y = m(g + a y ) = 1200(9.81 - 7.2) = 3130 N Respuesta 



DCL DMA 


(b) 


Problema de ejemplo 12.11 

Como se muestra en la figura (a), un proyectil de peso W se lanza desde el origen O. 
La velocidad inicial vo forma un angulo 9 con la horizontal. El proyectil aterriza en 
A, a una distancia R de O, cuando se mide sobre el piano inclinado. 1. Suponiendo 
que vo y 9 son conocidas, encuentre las componentes rectangulares de la velocidad 
y la posicion del proyectil como funciones del tiempo. 2. Dado que vo = 90 pies/s y 
9 = 30°, determine la altura maxima h y la distancia R. 


Solution 

Parte 1 

De los diagramas de cuerpo libre (DCL) y de masa-aceleracion (DMA) de la figu¬ 
ra (b), se obtienen las ecuaciones del movimiento. 


EF V = ma x — 

L F y = ma y +j' 

Por lo que las componentes de la aceleracion son a x = 0 y a y = —g. Como a x y a y 
son constantes, la velocidad y la posicion se obtienen rapidamente por integracion. 
como se muestra en la siguiente tabla. 


W 

0 = — a x 
8 

W 

- W = —a y 
8 ' 











Direction x 


Direction y 


a x = 0 Qy = -g (a) 

v x = j a x dt = C\ v y = J a y dt = -gt + C 3 (b) 

x = J v x dt = C\t + C 2 y = J Vydt = ~^gt 2 + C 3 t + C 4 (c) 

Las ecuaciones (c) son parametricas (t es el parametro) de una parabola sobre el 
piano xy. Por tanto, si no hay resistencia del aire, un proyectil sigue una trayectoria 
parabolica. 

Para evaluar las constantes de integration (Ci a C 4 ), deben identificarse cuatro 
condiciones impuestas sobre el movimiento. Un examen del enunciado del proble- 
ma y de la figura (a) revela que existen cuatro condiciones iniciales. Si se elige t = 0 
al momento del lanzamiento, esas condiciones son 

1 . x = 0 cuando t = 0 . 

I.y = 0 cuando t = 0 . 

Al sustituir las condiciones 1 y 2 en las ecuaciones (c), se obtiene que C 2 = C 4 = 0. 

3. v x = vo cos 6 cuando t = 0 . 

4. v y = vo sen 0 cuando t = 0 . 

De acuerdo con las ecuaciones (c), las condiciones 3 y 4 se satisfacen si C\ = vo cos 6 
y C 3 = vo sen 9. Al sustituir de C 1 a C 4 en las ecuaciones (b) y (c), las componentes 
rectangulares de la velocidad y la position son 


v x = vo cos 9 v y = —gt + vo sen0 Respuesta (d) 

x = (vo cos 0)t y = ~ 2 & t2 + ( v osen0)r Respuesta (e) 

Precaucion Con frecuencia es conveniente emplear las ecuaciones (d) y (e) para 
resolver problemas de proyectiles cuando la resistencia del aire es despreciable. Sin 
embargo, no se aplican esas ecuaciones si las condiciones iniciales no coinciden con 
las que se han dado en las ecuaciones 1 a 4. 

Parte 2 

Al sustituir vo = 90 pies/s y 8 = 30° en las ecuaciones (d) y (e), se obtiene la siguien- 
te description del movimiento: 

v x = 77.94 pies/s v y = —32.2 1 + 45.0 pies/s (0 

x = 77.94f pies y =— 16.lt 2 + 45.Or pies (g) 

Ahora todas las caracterfsticas del movimiento se pueden calcular con las ecuacio¬ 
nes (f) y (g). 

La altura maxima h es igual al valor de y cuando v v = 0. Sea t\ el tiempo cuando 
esto ocurre. Entonces la segunda de las ecuaciones (f) se obtiene 


0 = -32.2q + 45.0 o ?i = 1.3975 s 



A1 sustituir este valor para t\ en la segunda de las ecuaciones (g) se obtiene la altura 
maxima del proyectil 

h = -16.1(1.3975) 2 +45.0(1.3975) = 31.4 pies Respuesta 

Ahora sea t 2 el tiempo cuando el proyectil aterriza en A sobre el piano inclinado. 
A1 sustituir las coordenadas de A, x = (4/5 )R y y = —(3/5)/?, en las ecuaciones (g), 
se obtiene 

4 3 , 

-R = 11 . 94 t 2 y --/? =-16.1*2+45.0/2 

La solucion es t 2 = 6.426 s y 

R = 626 pies Respuesta 


Problema de ejemplo 12.12 

Un proyectil de masa m se lanza desde el punto O al tiempo t = 0 con velocidad vo 
como se muestra en la figura (a). El arrastre aerodinamico h'o es proporcional a la 
rapidez del proyectil: Fq = cv, donde c es una constante: 1. Obtenga las ecuaciones 
del movimiento. 2. Compruebe que la solucion de las ecuaciones del movimiento es 

x = Cie~ ct,m + C 2 y y = C 3 e~ c,/m - — + C 4 

c 

donde de C\ a C 4 son constantes. 3. Encuentre la altura maxima h dado que W = 2 lb, 
c = 0.04 lb • s/pie, vo = 80 pies/s y 9 = 30°. 

Solucion 

Parte 1 

La figura (b) muestra el DCL y el DMA del proyectil. La direccion del arrastre 
Fd en el DCL es opuesta a la del vector velocidad (tangente a la trayectoria) y sus 
componentes rectangulares son cv x y cv y . En el DMA se muestran las componentes 
rectangulares del vector de inercia, ma x y ma y . Las correspondientes ecuaciones del 
movimiento son 

= ma x -+* -cv x = ma x Respuesta (a) 

E F y = ma y +]' — mg — cv y = ma y Respuesta (b) 

Parte 2 

Para comprobar que las expresiones para x(t) y y(t) dadas en el enunciado del pro¬ 
blema satisfacen las ecuaciones del movimiento, primero deben evaluarse sus deri- 
vadas. 


x = C\e~ c,lm + c 2 

y = C 3 e~ c,,m - — + C 4 
c 

(c) 

v x =x = —Ci —e~ ct,m 

v y = y = —C 3 —e~ c,lm — — 

(d) 

m 

m c 


a x =x = Ci^y e~ ct,m 

a y — y = C 3 ( —) 2 e~ c,lm 
\m / 

(e) 
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ma x 


DCL DMA 

(b) 



















la sustitucion de los resultados anteriores en las ecuaciones (a) y (b) muestra que 
las ecuaciones (c) representan la solucion, puesto que satisfacen las ecuaciones del 
movimiento. 

Parte 3 

A1 utilizar los valores numericos dados para c y W, se tiene dm = 0.04(32. 2)12 = 
0.6440 s -1 y mglc = 2/0.04 = 50 pies/s. Si se emplean esos valores en las ecuacio¬ 
nes (c) y (d) y se supone que el tiempo t se mide en segundos, se obtiene 

x — Cie~ 0 ' 6440 ' + C 2 pies y — — 50r + C 4 pies (f) 

v x = -0.6440Cie“ a6440 'pies/s v y = -0.6440C 3 e“ 0 ' 6440 ' - 50 pies/s (g) 

Del enunciado del problema se deduce que el movimiento debe satisfacer las 
siguientes condiciones en t = 0 : 

1 . x = 0 

2 . y = 0 

3 . v x = 80 cos30° = 69.28 pies/s 

4 . v y = 80 sen30° = 40.00 pies/s 

A1 sustituir estas cuatro condiciones en las ecuaciones (f) y (g) se obtienen 
igualdades que es posible resolver para determinar las constantes de integracion. A1 
omitir los detalles algebraicos, se obtiene C\ = —107.58 pies, C 2 = 107.58 pies, 
C 3 = —139.75 pies y C4 = 139.75 pies. Cuando sustituimos estos valores en las 
ecuaciones (f) y (g) encontramos que 

x = 107.58 (1 - e -°- 6440 ') pies (h) 

y = 139.75 (1 - e -°- 6440 ') - 50 1 pies 0) 

v x = 69.28e _0 ' 6440r pies/s 0) 

= 90e-°- 6440 ' - 50 pies/s (k) 

El valor maximo de y ocurre cuando v v = 0. Si este tiempo es t\, la ecuacion 
(k) implica 


0 = 90e - 0 - 6440 'i - 50 


de la que encontramos 


h 


ln(50/90) 

0.6440 


= 0.9127 s 


Si se sustituye t = t\ = 0.9127 s en la ecuacion (i), se obtiene para el valor maximo 
de y 


y max = h= 139.75 [1 - e -°-6 440 (°-9 127 >] _ 50(0.9127) 

= 16.48 pies Respuesta 









* ^Problema de ejemplo 12.13 

Integre numericamente las ecuaciones del movimiento para el proyectil descrito en 
el problema de ejemplo 12.12 empleando c = 0,0.02 y 0.04 lb ■ s/pie. Trace la gra- 
fica de las tres trayectorias. 


Solution 

Las ecuaciones del movimiento se dedujeron en el problema de ejemplo 12.12 como: 





C 

a y = -g -v y 

m ' 


A1 dejar 


X 


x\ 

y 


X 2 

Vx 


X3 

3. 


X 4 


entonces las ecuaciones diferenciales de primer orden equivalentes y las condiciones 
iniciales son 


X\ 


X 3 

x 2 


X4 

X3 


—(clm)x 3 

X 4 


—g — (c/m)x 4 


0 

0 

80 cos 30° = 69.282 pies/s 
80 sen 30° = 40 pies/s 


Con el programa MATLAB que se muestra a continuation se integran las ecuaciones 
diferenciales. La instruction hold on permite agregar nuevas curvas a la grafica 
usual. En el apendice E se explican las otras instrucciones. El tiempo de vuelo se 
estimo en 2.5 s o menos. Si se toma 0.05 s como el incremento de tiempo para los 
resultados, aproximadamente 50 puntos estan disponibles para cada grafica. 





















function examplel2_13 
g = 32.2; m = 2/g; 
time = [0:0.05:2.5]; 
xO = [00 69.282 40]; 

c = 0.04; 

[t,x] = ode45(@f,time,xO); 
axes('fontsize',14) 

plot(x(:,1),x(:,2),'linewidth',1.5) 
grid on 

xlabel('x (ft)'); ylabel('y (ft)') 
hold on 

c = 0.02 

[t,x] = ode45(@f,time,xO) ; 
plot(x(:,1),x(:,2),'linewidth',1.5) 

c = 0 ; 

[t,x] = ode45(@f,time,xO); 
plot(x(:,1),x(:,2),'linewidth',1.5) 

function dxdt = f(t,x) 

dxdt = [x(3); x(4); -c/m*x(3); -g - c/m*x(4)]; 
end 
end 


Ahora se muestran las graficas de y en funcion de x. La parte de la grafica de- 
bajo del eje x se recorto empleando la funcion “edit” de MATLAB de su ventana de 
graficado. 
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Problemas 


12.6 Una masa de 0.5 kg se mueve sobre la trayectoria x = -L(y — 12) 2 , donde 
x y y se miden en metros. Conociendo que la componente v de la velocidad es cons- 
tante con valor de 10 m/s, determine la fuerza que actua sobre la masa. 

12.65 Un objeto de 4 lb viaja sobre la trayectoria que se muestra. Las coordenadas 
de posicion del objeto varfan con el tiempo t (que se mide en segundos): 

x = 20 cos ^ pies y = 64.4(4 — t 2 ) pies 

Calcule las componentes de la fuerza que actua sobre el objeto en t = 0. 1 y 2 s. 

12.66 El balancfn A de 2 oz esta unido al rin de la llanta de un automovil. Cuando 
este viaja con rapidez constante vo, la trayectoria de A es la cicloide acortada 

vo t „ v Q t 

x = Vht — r sen— y = R — r cos — 

R 2 R 

(a) Demuestre que la aceleracion del peso A tiene una magnitud constante. (b) Calcule 
la magnitud de la fuerza que actua entre el peso y la llanta si vo = 60 mi/h, R = 1.25 
pies y r = 0.8 pies (desprecie la aceleracion gravitacional). 



Fig. P12.65 




Fig. P12.66 

12.67 El deslizador de masa m = 0.5 kg se mueve sobre la varilla gufa parabolica 
ABC, impulsado por la fuerza horizontal F(t). El coeficiente de friccion cinetica en¬ 
tre el deslizador y la varilla gufa es p = 0.2. La posicion del deslizador esta dada por 



2irt b ( 4;rA 

x — b sen- y = - 1 + cos- 1 

to 4 V t 0 J 

donde to = 0.8 s y b = 1.2 m. Suponiendo que ABC esta en el piano vertical, deter¬ 
mine la fuerza F cuando el deslizador esta en B. 

12.6c Un automovil de masa m viaja por la autopista de intercambio. Su posicion 
esta dada por 


x = 


b 

2 


nt 
1 — 

4r 0 


sen- 


3rct 
4 1 0 



TXt 3 7tt\ 

-cos- I 

4f 0 4t 0 J 

























12.64-12.86 Problemas 53 


donde b = 240 m y to = 12 s es el tiempo de viaje entre O y A. Determine el coefi- 
ciente de friccion mas pequeno entre las llantas y el camino que evitarfa que el auto- 
movil patine en A (observe que t = to cuando el automovil esta en A). 

12.69 El aspersor de agua A se encuentra sobre una pendiente y oscila en el piano 
xy. El agua deja el aspersor a 20 pies/s y golpea el suelo en B, que esta a una dis- 
tancia R del aspersor. Deduzca la expresion para R como una funcion del angulo 9. 
Desprecie la resistencia del aire. 



12.70 Se lanza un proyectil en A, con una velocidad inicial vo = 70 pies/s con un 
angulo 6 = 65°, que impacta la pared vertical en B. Calcule la altura h despreciando 
la resistencia del aire. 

*12.71 Se lanza un proyectil en A, con una velocidad inicial de 80 pies/s con un 
angulo 9, que impacta la pared vertical en B. Calcule el angulo 0 que maximizara la 
altura h del punto de impacto. ^Cual es esta altura maxima? 

12.72 Un avion se mueve a 30° a partir de la vertical con una rapidez de 200 
m/s. La trayectoria de vuelo se dirige hacia el objetivo en A. Si el avion suelta un 
paquete a una altura de 1200 m, encuentre la distancia d entre el punto de impacto 
y el objetivo. 




12.73 Se lanza un proyectil en A con rapidez vo para golpear un objetivo en B. 
(a) Deduzca la expresion que determine el angulo de elevacion 9 requerido. (b) En¬ 
cuentre las dos soluciones 9\ y O 2 de la expresion deducida en el inciso (a) si vo = 
250 m/s y R = 3 km. Desprecie la resistencia del aire. 

12.74 Un jugador de voleibol sirve el balon desde el punto A con velocidad 
vo = 42 pies/s a un angulo 9 = 28°. (a) Deduzca la ecuacion de la trayectoria 
(y como funcion de x) de la pelota. (b) Determine si la pelota pasa por encima de la 
red C y cae dentro de la base B. 



) 



\ t 30 

y 8 pies 

1 
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A 

3 pies 




--22 pies-- 

--20 pies-- 



Fig. P12.74, P12.75 
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Fig. P12.76 



2 m 


-30m- 

Fig. P12.79 



Plano horizontal 

Fig. P12.80, P12.81 


12.75 El balon de voleibol se sirve desde el punto A con velocidad inicial vo a un 
angulo 6 = 70°. Calcule el valor mas alto de vo para el que la pelota no golpeara en 
el techo. 

12.76 Un proyectil se dispara desde un piano inclinado con la velocidad inicial 
que se muestra. Calcule la altura maxima h, medida de manera perpendicular al pia¬ 
no, que alcanza el proyectil. Desprecie la resistencia del aire. 

12.77 Una partfcula de masa m (kg) que lleva una carga q (coulombs) entra al 
espacio entre dos placas cargadas con la velocidad horizontal vo (m/s) que se mues¬ 
tra. Despreciando la aceleracion gravitacional, la fuerza que actua sobre la partfcula 
mientras se encuentra entre las placas es F = qAVI2d, donde AV = Vj~ V\ es la 
diferencia de potencial electrostatico (en volts) entre las placas. Deduzca la expre- 
sion para el valor mas grande de AV que se pueda aplicar si la partfcula debe librar 
la esquina A de la placa. 



* 12.76 Un proyectil de masa m se lanza desde O con rapidez inicial vo a un angu¬ 
lo a respecto a la horizontal. La fuerza de arrastre aerodinamico sobre el proyectil 
durante su vuelo es Fo = — cv, donde c es una constante. Si el punto A es el pico de 
la trayectoria, deduzca las expresiones para (a) el tiempo requerido para alcanzar A 
y (b) la rapidez del proyectil en A. 

i 12.79 Una roca de 0.1 kg se lanza contra una pared desde una distancia de 30 m 
* a una elevacion de 2 m con la velocidad inicial que se muestra. El arrastre aerodi¬ 
namico que actua sobre la roca es f’/j = 0.0005 v i 2 , donde I'd esta en newtons y la 
velocidad v en m/s. (a) Demuestre que las componentes de la aceleracion son 

a x = -0.005 v Xy jv 2 x + v 2 v m/s 2 
a y = —0.005 Vy^jvl + v 2 — 9.81 m/s 2 

(b) Utilice integration numerica para encontrar la altura h donde la roca golpea la 
pared y la velocidad del impacto. Nota: la solution analftica es h = 24.0 m, v = 16.3 
m/s. 

12.80 La partfcula de 0.01 kg viaja libremente en una superficie horizontal lisa 
sobre el piano xy. La fuerza F que actua sobre la partfcula siempre se dirige lejos del 
origen O, con magnitud F = 0.005/d 2 N, donde d es la distancia en metros de la par¬ 
tfcula a partir de O. Al tiempo t = 0, la posicion de la partfcula esx = 0.3m,y = 0.4m 
y su velocidad es v = — 2j m/s. (a) Obtenga las componentes de la aceleracion de la 
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partfcula y establezca las condiciones iniciales. (b) Utilice la integracion numerica 
para determinar la coordenada x y la rapidez de la partfcula cuando cruza el eje x. 


» « 12 ' 81 


Resuelva el problema 12.80 si la fuerza F esta dirigida hacia el origen O. 


t 2.82 Una pelota de 9 oz se lanza horizontalmente con velocidad de 120 pies/s 
desde una altura de 6 pies. La fuerza de arrastre aerodinamico que actua sobre la 
pelota es Fq = cqv 1 ' 5 lb, donde v es la rapidez en pies/s y Co = 0.0012 lb • (s/pie) 1 ' 5 , 
(a) Empleando el sistema de coordenadas que se muestra, deduzca a x y a y como 
funciones de v x y v y , y establezca las condiciones iniciales. (b) Determine el tiempo 
de vuelo y el alcance R mediante la integracion numerica. (La solucion analftica es 
t = 0.655 s y R = 63.1 pies). 

.12.83 Alguien patea una pelota de 1.0 kg con una velocidad inicial de 30 m/s, con 
un viento en contra de 20 m/s. La fuerza de arrastre aerodinamico que actua sobre la 
pelota es Fo = —0.5v N. La aceleracion resultante de la pelota es 



- R - 

Fig. P12.82 


a = — (10 + 0.5v_ v )i — (9.81 + 0.5v v )j m/s 2 

donde las componentes de la velocidad estan en m/s. (a) Determine la distancia 
horizontal de viaje b y el tiempo de vuelo. (b) Grafique la trayectoria de la pelota (y 
en funcion de x). 

g *12.84 La masa m = 0.25 kg, unida a un resorte lineal (con rigidez k = 10 N/m y 
longitud libre Lq = 0.5 m), se mueve en el piano vertical. El resorte puede resistir 
tension y compresion. Se suelta la masa a partir del reposo enx = 0.5 m,y = —0.5 m. 
(a) Deduzca la expresion para las componentes de la aceleracion de la masa y esta¬ 
blezca las condiciones iniciales. (b) Integre numericamente las componentes de la 
aceleracion para 0 < t < 2 s y trace la grafica de la trayectoria de la masa. 




Fig. P12.84, P12.85 

t * 12.85 Resuelva el problema 12.84 si se suelta la masa a partir del reposo en 
x = y = 0.5 m y el resorte no resiste compresion. 

^ 12.8 El movimiento en un piano de una pelota de tenis de mesa de la figura (a) 
esta regido por las tres componentes de la aceleracion que se han dado en la figu¬ 
ra (b). Ademas de la aceleracion gravitacional g, existen los efectos del arrastre ae¬ 
rodinamico aD y la elevacion aerodinamica «/ (la elevacion es causada por el efecto 
Bernoulli, es decir, la diferencia en la presion del aire originada por la rotacion de la 
pelota). Aproximaciones realistas para esas aceleraciones son a/j = 0.05v 2 y a/ = 
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0.16<wv, donde v esta en pies/s y el espln u> esta en rev/s. La pelota sale de la raqueta 
a la altura de la mesa con la velocidad inicial vo = 60 pies/s, una inclinacion de 6q = 
60° con la horizontal y un espln co = +10 rev/s (que puede considerarse constante). 
(a) Obtenga las componentes de la aceleracion en las direcciones x y y. (b) Suponga 
que la pelota aterriza sobre la mesa, entonces integre las componentes de la acele¬ 
racion para la duracion del tiempo de vuelo. Determine el tiempo de vuelo y la dis- 
tancia horizontal que se ha viajado. (c) Trace la grafica de la trayectoria de la pelota. 



Fig. P12.86 


* 12.6 


Andlisis del movimiento por el metodo 
de areas 


Este apartado describe las relaciones geometricas entre los diagramas de acele¬ 
racion. velocidad y posicion de una partlcula que se encuentra en movimiento 
rectillneo. Estas relaciones se utilizan para desarrollar un metodo numerico simple 
destinado al analisis del movimiento rectilineo, a saber, el metodo de areas , que 
permite construir diagramas de velocidad y posicion a partir de un diagrama de ace¬ 
leracion dado. El metodo de areas es muy util en los casos en que el diagrama de 
aceleracion esta formado por lineas rectas. 

En la figura 12.6 se muestran graficas tlpicas de aceleracion, velocidad y po¬ 
sicion de una partlcula en movimiento rectillneo. Al recordar que a = dvldt y v = 
dx/dt, se deducen las siguientes relaciones entre los diagramas: 

1 . La pendiente en el diagrama de velocidad al tiempo f, es igual a la aceleracion 
en ese tiempo; es decir. ( dv/dt)i = a,, como se muestra en la figura 12 . 6 (b). 

2 . La pendiente en el diagrama de posicion al tiempo r, es igual a la velocidad en 
ese tiempo; es decir (dx/dt), = v/, como se muestra en la figura 12 . 6 (c). 

Ahora considere el intervalo de tiempo que inicia en to y finaliza en t n , como se 
muestra en la figura 12.6. Los valores iniciales y finales de la aceleracion, velocidad 
y posicion se denotan por ao, vo, xq y a n , v„ y x n , respectivamente. Al reescribir a = 
dvldt como dv = a dt e integrar entre to y t„ se obtiene 

Mi 

v„ - v 0 = / a(t)dt 

JtQ 
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Si se reconoce el lado derecho de esta ecuacion como el area del diagrama de acele- 
racion entre to y t n , se tiene 


v„ — vq — area del diagrama a-t 


tn 

'0 


(12.25) 


De modo similar, si se plantea v = dxldt como dx = v dt y se integra entre to y t n , 
se obtiene 


r<n 

X„ -x 0 = v(t)dt 

Jt 0 

Como el lado derecho de esta ecuacion es el area del diagrama de velocidad entre to 
y t n , se llega a 


x n — xq = area del diagrama v-t 


tn 

<0 


( 12 . 26 ) 


Las ecuaciones (12.25) y (12.26) pueden establecerse de la siguiente manera. 


3 . El incremento en la velocidad durante un intervalo de tiempo dado es igual al 
area del diagrama a-t para ese intervalo [area sombreada en la figura 12 . 6 (a)]. 

4 . El incremento en la coordenada de position durante un intervalo de tiempo 
dado es igual al area del diagrama v-t para ese intervalo [area sombreada en la 
figura 12 . 6 (b)], 


Las relaciones de la 1 a la 4 se establecieron para el movimiento rectilmeo. Sin 
embargo, tambien se aplican al caso especial de uno curvilmeo que pueda describir- 
se como una superposition de movimientos rectilineos, uno para cada eje de coor- 
denados (apartado 12.5). Por ejemplo, en el caso bidimensional los movimientos 
pueden representarse con dos conjuntos de diagramas: a x — t,v x — t,x— t, para el que 
va en la direccion x y a y — t, v y — t, y-t para la direccion y. 




X 



Fig. 12.6 
















Problema de ejemplo 12.14 

En la figura (a) el bloque de 5 kg esta en reposo en x = 0 y t = 0 cuando se aplica 
la fuerza P(t). En la figura (b) se muestra la variation en el tiempo de P(t). Puede 
despreciarse la friction entre el bloque y el piano horizontal. 1. Utilice el metodo 
de areas para construir los diagramas a-t, v-t y x-t. 2. Determine la velocidad y 
position del bloque en t = 5 s. 


w= 

5# N 



1 


Pit) 


ma 




1 

N a 




DCL DMA 


(c) 


P (N) 



Solution 

Parte 1 

Diagrama a-t Del DCL y DMA del bloque que se menciono en la figura (c), se 
obtiene la siguiente ecuacion del movimiento: 


£ F x = ma 


P — 5a 


Por tanto, la aceleracion es 


a 


p 

y 




El diagrama a-t resultante se muestra en la figura (d). 

En lo que resta de la solution se utilizaran los subfndices sobre a, v y x para 
indicar los valores de esas variables en diversos tiempos. Por ejemplo, vo, vj, V 2 ,.. . 
se referiran a las velocidades en t = 0,1 s, 2 s, . .., respectivamente. 

Diagrama v-t Antes de construir el diagrama v-t, se calculan las areas bajo el dia¬ 
grama a-t de la figura (d): A\= 2(4) = 8 m/s y Aj = (l/2)(2)(4) = 4 m/s. Las veloci¬ 
dades V 2 , v ’4 y V 5 se encuentran al aplicar la ecuacion (12.25). (Recuerde que vo = 0): 


V 2 = vo + area del diagrama a-t 
= vq+ Ai = 0 + 8 = 8 m/s 


t—2 s 


?=0 


V 4 = V 2 + area del diagrama a-t 
= V 2 + A 2 = 8 + 4 = 12 m/s 


t=4 s 


t—2 s 


V 5 = V 4 + area del diagrama a-t 
= V 4 + 0 = 12 m/s 


t—5 s 


t=4 s 


Los valores vo, V 2 , V 4 y V 5 se han graficado en la figura (e). La forma del diagrama 
v-t que conecta esos puntos se deduce de a = dvklt, es decir, la aceleracion es igual 
a la pendiente del diagrama v-t. 





































Diagrama x-t Primero deben calcularse las areas bajo el diagrama v-t de la figu¬ 
re (e): A 3 = (l/2)(2)(8) = 8 m; A 4 = (2)(8) = 16 m; A 5 = (2/3)(2)(4) = 5.333 m; 
A 6 = (1)(12) = 12 m. Entonces las posiciones xj, *4 y *5 se obtienen con la ecuacion 
(12.26), iniciando con el valor conocido xo = 0 : 


X 2 = xo + area del diagrama v-t 
= 0 + A 3 = 0 + 8 = 8 m 


1=2 s 


Jf=0 


lt=4 5 


J 1=2 s 


X 4 = X 2 + area del diagrama v-t 

= 8 + (A 4 + A 5 ) = 8 + 16 + 5.333 = 29.33 m 

-j t —5 s 

X 5 = x 4 + area del diagrama v-t 

- t= 4 S 

= 29.33 + A 6 = 29.33 + 12 = 41.33 m 


Despues de graficar los puntos xo, X 2 , x 4 y X 5 en la figure (f), es posible determinar la 
forma de la curva cuando se conectan por medio de v = dx/dt\ es decir, la pendiente 
del diagrama x-t es igual a la velocidad. 

Parte 2 

Despues de que se han construido los diagramas en las figures (d), (e) y (f), es sen- 
cillo determinar a,v o x en un tiempo dado. En particular, de las figures (e) y (f) es 
claro que 


V 5 = 12 m/s y X 5 = 41.3 m 


Respuesta 


Problema de ejemplo 12,15 

Una pelota de golf se lanza desde una colina a 30 pies de la calle. En la figure (a) 
se muestra el vector velocidad inicial vo de la pelota. 1. Construya los diagramas 
de aceleracion, velocidad y posicion con el metodo de areas. 2. Determine la altura 
maxima h de la pelota respecto a la colina, al alcance R y a I vector velocidad de la 
pelota cuando golpea en el piso. Desprecie la resistencia del aire. 


Solution 

Comentarios introductorios 

Ya que se desprecia la resistencia del aire, entonces la unica fuerza que actua sobre 
la pelota es su peso. Por tanto, a y = —g = —32.2 pies/s 2 y a x = 0. Como los mo- 
vimientos en las direcciones xyy estan desacoplados, es conveniente considerar el 
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movimiento curvilmeo de la pelota como una superposition vectorial de los movi- 
mientos en las direccionesxy y (vease el apartado 12.5). Por tanto, existiran dos con- 
juntos de diagramas, un conjunto para la direction vertical y otro para la horizontal. 

Para una referenda futura se presentan los siguientes tiempos: to = 0, cuando 
se golpea la pelota; t\ cuando esta alcanza su altura maxima, y tn cuando cae en la 
calle. Ademas, los subfndices 0, 1 y 2 se emplean para indicar los valores de x, y, v x 
y v y en dichos tiempos. 

De la figura (a) se tienen las siguientes cinco condiciones impuestas sobre el 
movimiento: 

1 . xq = 0 

2 . yo = 0 

3 . yi_ = -30 pies 

4. (Vy)o = 120 sen40° = 77.13 pies/s 

5 . (y Y )o = 120 cos40° = 91.93 pies/s 


a y (pies/s 2 ) 



Parte 1 

Movimiento en la direccion y En la figura (b) se muestra el diagrama a y -t, donde 
a y es igual al valor constante —32.2 pies/s 2 . 

De a y = dv y ldt, se concluye que el diagrama v y -t es una linea recta con una 
pendiente igual a —32.2 pies/s 2 , como se muestra en la figura (c). El valor initial de 
este diagrama es (vj,)o = 77.13 pies/s. Observe que (v v )i = 0 porque t\ representa el 
tiempo en que la pelota alcanza su altura maxima. 

Como v y = dy/dt, se deduce que el diagrama y-t es una parabola como la que se 
muestra en la figura (d). De las condiciones dadas se sabe que yo = 0 y y 2 = —30 
pies. Note que esta curva es suave, porque no hay discontinuidades en el diagra¬ 
ma v y -t. 

Al aplicar el metodo de areas a los diagramas de las figuras (b), (c) y (d), se 
encuentran las siguientes ecuaciones. 
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( v y)l — (Vy)o + -At 

0 = 77.13 - 32.2/! 

(Vyh = (Vy)l + A 2 

(vyh = 0 - 32.2 (/ 2 - ti) 

yi — yo + Ai 

yi=0+i(77.13)f, 

yi = y\ + A 4 

-30 = yi-i(32.2 ){t 2 - h) 2 


(a) 

(b) 

(c) 

(d) 


Cuando se resuelven las ecuaciones de la (a) a la (d) para las cuatro incognitas, se 
encuentra t\ = 2.395 s, / 2 = 5.152 s, (v-y ) 2 = —88.78 pies/s y y\ = 92.37 pies. 

Movimiento en la direccion x En la figura (e) se muestra el diagrama a x -t, con 
a x = 0. De a x = dv jdt, se concluye que el diagrama v x -t de la figura (f) es una lfnea 
recta horizontal con el valor inicial ( v t )o = 91.93 pies/s. A1 utilizar v x = dxldt, se 
encuentra que el diagrama x-t que se muestra en la figura (g) es una lfnea recta incli- 
nada con pendiente 91.93 pies/s. 

Las siguientes ecuaciones se obtienen al aplicar el metodo de areas a los diagra- 


mas de las figuras (e) y (f). 


(y x )i — (v^)o + A 5 

(v x ) 2 = 91.93 + 0 

X 2 — X 0 + a 6 

x 2 = 0 + 91.93f 2 


La ecuacion (e) da (v ’ t )2 = 91.93 pies/s. Al sustituir tj = 5.152 s en la ecuacion (f) 
se obtiene X 2 = 474 pies. 


a x (pies/s 2 ) 


































En la figura (h) se muestran los diagramas finales. 


a v (pies/s 2 ) 



a x (pies/s 2 ) 

(J- 


5.152 


t (s) 


v x (pies/s) 


91.93 

0 


91.93 
t (s) 



(h) 


Parte 2 

De los diagramas de posicion de la figura (h) se encuentra que 


h — 92.37 pies y R — 474 pies Respuesta 


De acuerdo con el diagrama de velocidad de la figura (h), el vector velocidad de 
la pelota al impactar el piso es 


91.93 



Respuesta 
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Problemas 


Resuelva los siguientes problemas utilizando el metodo de areas. Dibuje los diagra- 
mas de aceleracion, velocidad y posicion para cada problema. 

12.87 La figura muestra el diagrama de aceleracion para un tren que viaja en linea 
recta, entre dos estaciones. Dibuje los diagramas de aceleracion, velocidad y posi¬ 
cion para el tren. / Cu;il es la distancia entre ambas estaciones? 


a (pies/s 2 ) 

3- 


0 

-1 

-2 


0 20 


150 170 190 , 

-1 --— t (s) 


Fig. P12.87 


12.8f: Un cohete de 2000 kg se lanza verticalmente desde la superficie terrestre. 
El motor genera una fuerza propulsora constante de 60 kN durante 20 segundos y 
despues se apaga. Determine la altura del cohete al final de la etapa de potencia del 
vuelo. Desprecie el cambio en g con la altura y considere que el cohete tiene masa 
constante. 

12.89 LI jugador de voleibol sirve la pelota en el punto A con rapidez vo a un an- 
gulo 9 = 70°. ^Cual es la mayor vo en que la pelota no golpeara el techo? 



12.90 Un proyectil se lanza en A con velocidad vo = 70 pies/s a un angulo 
6 = 65°. Encuentre la altura h del punto B de impacto sobre la pared vertical. Des¬ 
precie la resistencia del aire. 

12.91 Un misil se lanza horizontalmente en A con rapidez vo = 200 m/s. Si se 
sabe que el alcance del misil es R = 1400 m, calcule la altura h de lanzamiento y el 
tiempo de vuelo. 



■60 pies 


Fig. P12.90 


y 

AI v o 



Fig. P12.91, P12.92 
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y 



12.92 Un proyectil se lanza horizontalmente en A con rapidez vo. El tiempo de 
vuelo es 10 s y su trayectoria en B esta inclinada 20° con la horizontal. Determine vo, 
el alcance R y la altura h de lanzamiento. Utilice unidades del sistema ingles. 

12.93 Un proyectil se lanza horizontalmente a 260 pies/s hacia abajo del piano 
inclinado. Dibuje los diagramas de aceleracion, velocidad y posicion. Utilfcelos para 
obtener la maxima altura h perpendicular al piano, el alcance R sobre el piano y el 
tiempo de vuelo. Desprecie la resistencia del aire. 


12.94 Un proyectil se lanza hacia un objetivo elevado con rapidez inicial vo = 
220 m/s en la direccion que se muestra. Determine el tiempo de vuelo y el alcance R. 


a (pie/s 2 ) 



Fig. P12.95 


a (m/s 2 ) 



a 



y 



12.95 Un automovil que inicialmente esta en reposo acelera sobre una recta, de 
acuerdo con el diagrama que se muestra. Determine: (a) la maxima rapidez y (b) la 
distancia que ha viajado el automovil cuando alcanza la maxima rapidez. 

12.96 Un tren suburbano se detiene en dos estaciones que se encuentran a 2 millas 
de separation. La aceleracion maxima y la desaceleracion maxima del tren son 6.6 
pies/s 2 y 5.5 pies/s 2 , respectivamente, y la rapidez maxima permitida es 45 mi/h. 
Encuentre el tiempo de viaje mas breve posible entre ambas estaciones. 

12.97 Un tren frena de emergencia y se detiene en 16 segundos, la desaceleracion 
se muestra en el diagrama. Calcule la rapidez del tren antes de frenar y la distancia 
de frenado. 

12.98 Un avion aterriza con una rapidez de 40 m/s. Durante los primeros tres 
segundos de contacto con la pista, el efecto inversor de las helices causa una desace¬ 
leracion de 3.2 m/s 2 . Durante los siguientes cinco segundos, se aplican los frenos en 
las ruedas, con lo que se produce una desaceleracion adicional de 1.8 m/s 2 . Entonces 
se apagan los inversores de las helices y el avion se detiene solo con los frenos en las 
llantas. Dibuje los diagramas de aceleracion, velocidad y posicion. /.Que tanto viaja 
el avion sobre la pista antes de detenerse? 

12.99 Una partfcula, en reposo cuando t = 0, sufre la aceleracion periodica que 
se muestra. Determine la velocidad y la distancia recorrida cuando (a) t = 3to y 
(b) t = 3.5fo- 

12.100 El bloque de 8 lb esta en reposo sobre una superficie rugosa cuando t = 0. 
Para t > 0, se aplica al bloque la fuerza horizontal periodica P(t) con amplitud Pq. 
Observe que el periodo de P(t) es 0.5 s. (a) Calcule el valor de Pq para el cual la 
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aceleracion promedio durante cada periodo es cero. (b) /dual es la rapidez promedio 
durante cada periodo del inciso (a)? 


P(t) 


81b 

P(t) P o 


— 


— 



Pk =0-2 

0.2 

0.3 | 

0.2 

0.3 

0.2 



Fig. P12.100, P12.101 


12.101 La amplitud de la fuerza periodica que se aplica al bloque de 8 Ibes Pq = 6 lb. 
El coeficiente de friccion cinetica entre el bloque y la superficie horizontal es 0.2. Si 
la velocidad del bloque en t = 0 fue de 2 pies/s hacia la derecha, determine: (a) la 
velocidad del bloque en t = 0.7 s y (b) el desplazamiento del bloque de t = 0 a 0.7 s. 

12.102 Un automovil en movimiento golpea un pequeno tope. La figura muestra 
la aceleracion vertical resultante del automovil para el primer segundo despues del 
golpe. Dibuje los diagramas de velocidad y posicion para el movimiento vertical. 
Determine la velocidad vertical maxima y el desplazamiento vertical maximo del 
automovil durante el periodo de 1.0 s. 

12.103 Un cohete se dispara verticalmente desde la superficie terrestre. El motor 
se enciende durante 14 s, con lo que resulta la aceleracion que se muestra en el dia- 
grama. Calcule la rapidez maxima, la altura maxima y el tiempo en que esta ultima 
ocurre. 


a (m/s 2 ) 


0.40 

0 


-0.42 



/(s) 


Fig. P12.102 


a (pies/s 2 ) 


60 

0 

-32.2 


_14- 

0 1 


Fig. P12.103 


t( S) 


Repaso de ecuaciones 


Cinematica en coordenadas rectangulares 


v x = x Vy = y v z = z 

a x = = x a y = v y = y a z = v z = z 


Movimiento rectilmeo 


v = x a = v — x = v- 


dv 
:— 
dx 


La integracion directa de las ecuaciones del movimiento es posible en los siguientes 
casos: 

Si a — f(t) : dv = a(t)dt 

Si a — f(x) : v dv = a(x)dx 

v dv dv 

Si a = f(v) : dx = - dt = - 

a(v) a(v) 


Metodo fuerza-masa-aceleracion 


Y, l-' x = ma x YFy = ma y Y F z = ma z 
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Problem as de repaso 


12.104 Una partfcula se mueve sobre el eje x con la velocidad v = 2 x 3 — 8x 2 + 
12 x mm/s, donde x se mide en milfmetros. Encuentre la aceleracion de la partfcula 
cuando x = 2 mm. 

12.105 Un objeto efectua movimiento rectilfneo. Durante un periodo de seis se- 
gundos, la velocidad del objeto cambia de vo a 16 pies/s, mientras que su aceleracion 
se incrementa de manera uniforme de 0 a 8 pies/s 2 . Determine vo. 

12.106 Dos automoviles Ay B viajan en la misma direccion sobre una autopista 
recta. En cierto instante, el automovil A esta 400 pies detras del B, donde sus res- 
pectivas velocidades son 30 pies/s para A y 60 pies/s para B. En el mismo instante, 
el automovil A acelera a razon constante de 4 pies/s 2 , mientras que el B desacelera a 
una razon de 2 pies/s 2 . ^Que distancia le tomara al A rebasar al B1 

12.107 La coordenada de posicion de un objeto que se mueve sobre el eje x esta 
dada por x = 3f 3 — 9t + 4 pulg, donde el tiempo t se mide en segundos. Para el 
intervalo de tiempo de f = 0 a f = 2 s, determine: (a) el desplazamiento del objeto y 
(b) la distancia total recorrida. 

12.108 Un nino deja caer una piedra en un pozo y cuatro segundos despues escu- 
cha el golpe en el agua. Desprecie la resistencia del aire y calcule la profundidad del 
pozo. La rapidez del sonido es 1120 pies/s. 

12.109 Una partfcula que se mueve sobre el eje x arranca del reposo en t = 0 con 
la aceleracion a = 12 1 — 6f 2 pies/s 2 , donde t se mide en segundos. Para el intervalo 
de tiempo de/ = 0a/ = 5s, determine: (a) el desplazamiento de la partfcula y (b) la 
distancia total recorrida. 


B 



12.110 Durante el frenado, la rapidez de un automovil que viaja en una autopista 
recta varfa como v = 16 — (x/4) m/s, donde x (en metros) es la distancia recorrida 
despues de la aplicacion de los frenos. Obtenga la aceleracion del automovil como 
una funcion de x. 

12.111 Para el automovil descrito en el problema 12.110, determine x como una 
funcion del tiempo t (segundos). Suponga que el frenado inicia en t = 0. 

12.112 El proyectil se lanza en O con velocidad vo inclinado 60° respecto a la 
horizontal. Determine el valor mas pequeno de vo para el cual el proyectil evitara 
la pared AB. Desprecie la resistencia del aire. 


2 pies/s 

-- P 



Fig. P12.113 


12.113 En el instante que se muestra, la caja de 15 lb se desliza sobre un piano 
horizontal con una velocidad de 2 pies/s hacia la izquierda. Encuentre la fuerza P 
que dara al bloque una aceleracion de 30 pies/s 2 hacia la derecha, en ese instante. El 
coeficiente de friccion cinetica entre el bloque y el piano es 0.2. 

12.114 Un cohete de 1400 kg se lanza verticalmente desde la superficie de la 
Tierra. Durante el encendido de 20 segundos, la fuerza propulsora F del motor varfa 
con el tiempo, como se muestra en la grafica. Suponga que la aceleracion gravitacio- 
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nal y la masa del cohete son constantes y determine la elevacion del cohete al final 
del encendido. 


F (kN) 
50 \ 

30 -- 


0 


0 


20 


t (s) 


Fig. P12.114 


12.115 Una masa de 0.2 kg se mueve sobre el eje x. La resultante de todas las 
fuerzas actua sobre la masa F = — 1 . 6 e 4x i N, donde x esta en metros. Si se sabe que 
v = 6 i m/s cuando x = 0, determine x cuando v = 0. 

12.116 Un paquete de 10 kg se deja caer desde una altura sin velocidad inicial. 
Durante la cafda, la fuerza de arrastre aerodinamico que actua sobre el paquete es 
Fd = kv, donde k es una constante y v es la velocidad. Si la velocidad terminal del 
paquete es 60 m/s, determine: (a) el valor de k y (b) el tiempo en que la velocidad 
del paquete alcanza 59 m/s. 

12.117 Se lanza una pelota hacia abajo a una pendiente de 20°, como se muestra. 
Obtenga la velocidad inicial vo dado que 60 = 25° y R = 220 pies. Desprecie la 
resistencia del aire. 


y 



12.118 La longitud libre del resorte que esta unido al deslizador A de 0.4 lb es de 
4 pulg. Si el deslizador se suelta a partir del reposo cuando x = 8 pulg, calcule su 
aceleracion inicial. Desprecie la friccion. 



Fig. P12.118 
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12.119 Una partfcula sigue la trayectoria que se muestra en la figura. La descrip- 
cion del movimiento es x = b sen(wf) y = b exp( — u>tl2), donde b y cj son cons- 
tantes. Determine la magnitud de la aceleracion en: (a) el punto A y (b) el punto B. 


y 



Fig. P12.119 


12.120 La cuerda ABC esta unida al bloque de 80 lb. Una fuerza vertical constante 
de 20 lb se aplica en el extremo de la cuerda. El coeficiente de friccion cinetica entre 
el bloque y el piano es 0.2. Si el bloque tiene una velocidad de 5 pies/s hacia la iz- 
quierda cuando x = 6 pies, determine su aceleracion en esa posicion. 


IV = 80 lb 



12.121 Una pelota de golf es golpeada desde una elevacion de 8 m sobre el nivel 
de la calle. La velocidad inicial de la pelota es de 45 m/s a un angulo de 40° respecto 
a la horizontal. Determine: (a) la distancia horizontal recorrida por la pelota y (b) la 
rapidez de la pelota cuando cae al cesped. Desprecie la resistencia del aire. 

12.122 La masa m se suelta a partir del reposo sobre un resorte no deformado de 
rigidez k. Obtenga las expresiones para: (a) la fuerza maxima en el resorte y (b) la 
maxima velocidad de la masa. 



Fig. P12.122 



























13 

Dinamica de una partfcula: 
coordenadas curvilmeas 




13.1 


Introduction 


En la introduccion del capftulo 12 se menciono que con frecuencia las coordenadas 
curvilmeas facilitan (respecto a las rectangulares) la descripcion del movimiento de 
una partfcula. En este capftulo se estudian dos de esos sistemas de coordenadas: 
de trayectoria y polares. Tambien se consideran las cilfndricas, que son coordena¬ 
das polares mas la coordenada axial z. 

Las coordenadas de trayectoria, que tambien se conocen como coordenadas 
normal-tangencial ( n-t ), describen el movimiento de una partfcula en terminos de 
componentes que son normales y tangentes a su trayectoria. Esta es una forma muy 
natural y conveniente de describir el movimiento curvilfneo si la trayectoria se cono- 
ce de antemano (un ejemplo es el movimiento de un automovil sobre cierto camino 
curvo). 


La aceleracion de un automovil que 
se mueve por un camino recto esta 
determinada por la razon de cambio 
de la rapidez . Sobre un camino cur¬ 
vo, la aceleracion tambien depende 
de la razon de cambio de la direc- 
cion de la velocidad. Esto esta ilus- 
trado en el problema 13.1. (David 
De Lossy/Photodisc/Getty Images) 
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Las coordenadas polares ( R -6 ) son utiles si el movimiento o las fuerzas que lo 
controlan se especifican en terminos de la distancia radial desde un punto fijo y el 
angulo polar 6 . Por ejemplo, el movimiento orbital de un satelite se describe mejor 
con coordenadas polares porque la fuerza gravitacional que actua sobre el satelite 
depende de la distancia R desde el centro de la Tierra. 

Este capftulo esta dividido en dos partes. La primera, que constituye la mayor 
parte del mismo, esta dedicada a la cinematica. Como esta ultima es mucho mas 
complicada en lo referente a las coordenadas curvilmeas que en cuanto a las rectan- 
gulares, es el tema mas importante. La otra parte, cinetica de una partfcula, no difiere 
significativamente de lo que se presento en el capftulo anterior. 


13.2 


Cinematica: coordenadas de trayectoria 
(normal-tangencial) 


a. Movimiento en un piano 



Fig. 13.1 


1 . Preliminares geometricos La figura 13.1 muestra la trayectoria de una par¬ 
tfcula que se mueve en el piano xy. La posicion de la partfcula esta especificada por la 
coordenada de trayectoria s, que es la distancia que se mide sobre la curva desde un 
punto de referencia fijo. Conforme la partfcula se mueve de A a B durante un interva- 
lo de tiempo infinitesimal dt, traza un arco de radio p y longitud infinitesimal ds. El 
desplazamiento correspondiente de la partfcula es dr, en donde Iz/rl = ds. De la figura 
13.1 se obtiene la util relacion ds = p dO o al dividir entre dt, 


s = p 6 (i3-i) 

en donde el angulo 0 se mide en radianes. 

El radio p es el radio de curvatura de la trayectoria en A. Si se conoce la ecua- 
cion de la curva, su radio de curvatura puede calcularse con la expresion 



Fig. 13.2 



1 + 

(dy N 

ydx , 

)] 

3/2 

1 + 

( dx^ 

\dy, 

)] 

3/2 

h — 

d 2 y 

dx 2 


d 2 x 

dy 2 



Observe que ni x ni y pueden tomarse como la variable independiente. El inverso de 
p, es decir, 1 /p, se conoce como la curvatura de la trayectoria. 

En la figura 13.2 se muestran los vectores base e„ y e, asociados con el punto A 
sobre la trayectoria. Al igual que los vectores i y j del sistema de coordenadas rectan¬ 
gular, e„ y e, son mutuamente perpendiculares, de magnitud unitaria, y sirven como 
base para los vectores de velocidad y aceleracion. Sin embargo, las direcciones de 
e„ y e, no son fijas, porque dependen de la ubicacion A de la partfcula: e, es tangente 
a la curva en A y apunta en la direccion de crecimiento de s, mientras que e„ es nor¬ 
mal para la trayectoria y se dirige hacia el centro de la curvatura C. La figura 13.2 
tambien muestra como los vectores base cambian de direccion conforme la partfcula 
se mueve del punto A al B. Es una costumbre utilizar los nombres normal unitaria y 
tangente unitaria para e„ y e f , respectivamente. 
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A partir de las figuras 13.1 y 13.2 es posible deducir otra ecuacion util. Observe 
que dr es tangente a la curva en A y tiene magnitud ds, asf dr = e, ds. Entonces, 


e, = 


dr 

ds 


(13.2) 


2. Derivadas de los vectores base Como las direcciones de e„ y e, varfan con 
la posicion de la partfcula, sus derivadas temporales no son cero. Para obtener las 
derivadas, primero se expresan los vectores base en terminos de las componentes 
rectangulares. De la figure 13.3 se tiene que 


e, = — sendi +cos0j e„ = — cos0i— senSj (13.3) 

A1 derivar respecto al tiempo y recordar que di/dt = dj/dt = 0, se obtienen 


e, = (— cos0i — sen0j )9 e„ = (sen0i — cos0j)0 


Si se compare con la ecuacion (13.3) se tiene 

e, = 0e„ e„ = -0e, (13.4) 


y 


i 


o 


X 



En la figure 13.4 se muestran los vectores base y sus derivadas. Observe que Fig. 13.3 

cada vector base y su derivada son mutuamente perpendiculares, lo que refleja el 
hecho de que solo cambian las direcciones de los vectores (un cambio en la magni¬ 
tud de un vector serfa paralelo al mismo). 


3. Velocidad y aceleracion Se inicia con la definition de velocidad: v = drldt, 
donde r es el vector de posicion de la partfcula. Utilizando la regia de la cadena del 
calculo y la ecuacion (13.2), se puede escribir v = (dr/ds)(ds/dt) = e,(ds/dt) o bien 


v = ve, 


(13-5) 


donde a la magnitud de la velocidad 


v = .j (13.6) 

se le llama rapidez . La ecuacion (13.5) muestra que la velocidad siempre es tangente 
a la trayectoria (en la direccion de la tangente unitaria e,). 

La aceleracion de la partfcula se obtiene derivando la velocidad con la ayuda de 
las ecuaciones (13.4): 


d\ d - 

a = — = — (ve f ) = ve, + ve, = ve, + v6>e„ 
dt dt 


En el ultimo termino se puede eliminar 6 , por medio de la sustitucion 0 = s/p = v/p, 
que se obtiene de la ecuacion (13.1). El resultado es 




(i3-7) 


a = a, a, + a n e, 


(b) 

Fig. 13.4 


sen 6 \ cos 9 
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donde las componentes normal y tangencial de la aceleracion son 


Clfi 


p 



(13.8) 



(a) 



(b) 

Fig- 13-5 


Algunas veces es una ventaja eliminar el tiempo de la expresion para a t . Em- 
pleando la regia de la cadena del calculo, se escribe a t = dvldt = ( dv/ds ) X ( ds/dt ) 
o bien 


a, = v— (13.9) 

ds 

La ecuacion (13.9) es similar a a = v dv/ds, que surge en el movimiento rectilmeo. 
Pero observe que, en este, a es la magnitud de la aceleracion, mientras que en la 
ecuacion (13.9) a, se refiere a la magnitud de la componente tangencial de la acele¬ 
racion. 

En la figura 13.5 se muestran los vectores velocidad y aceleracion. Es evidente 
que a, es causada por un cambio en la rapidez de la partrcula. Si la rapidez se incre- 
menta, entonces a, tiene la misma direccion que la velocidad; si la rapidez disminu- 
ye, a, y la velocidad tienen direcciones opuestas. Si la rapidez es constante, entonces 
a t = 0. 

La componente normal a n , que algunas veces se llama aceleracion centripeta, 
se debe a un cambio en la direccion de la velocidad. Observe que a„ siempre esta 
dirigida hacia el centra de la curvatura de la trayectoria. Si la trayectoria es una linea 
recta ( 1 /p = 0 ), entonces a„ = 0 . 

Precaucion No confunda las siguientes tres ecuaciones: 

• a = d\/dt: la definicion de aceleracion 

• a = dvldt: la magnitud de la aceleracion en el movimiento rectilmeo 

• a t = dvldt: la componente tangencial de la aceleracion en el movimiento curvi- 
lrneo piano. 


La confusion puede evitarse con el empleo meticuloso de la notacion: siempre 
incluya submdices y utilice una notacion diferente para escalares y vectores. 



4. Movimiento sobre una trayectoria circular El caso especial de una trayec¬ 
toria circular desempena un importante papel en dinamica, particularmente en la 
cinematica de cuerpos rigidos. Si el radio de la trayectoria es R, como se muestra 
en la figura 13.6, entonces la ecuacion (13.1) se convierte en s = R6 (observe que 
p = R, una constante) o bien 



(13.10) 


A1 sustituir en las ecuaciones (13.8), se obtiene 


2 

a n = — = R6 2 a t — v = R6 

R 


(13.11) 


donde 9 y 6 son conocidas como la velocidad angular y aceleracion angular de la 
recta AC, respectivamente. 


Fig. 136 
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La figura 13.7 muestra como cambia la direction del vector aceleracion confor- 
me una partlcula se mueve alrededor del cfrculo, en sentido contrario a las maneci- 
llas del reloj. Como ya se indico, la velocidad siempre es tangente a la trayectoria, 
como se muestra en la figura 13.7(a). En la figura 13.7(b), se supone que la rapidez 
se esta incrementando, asf que v es positiva. Por tanto, a, tambien es positiva, lo que 
significa que a, apunta en la misma direction que v. Como siempre, a„ esta dirigida 
hacia el centra del cfrculo. 

Si la rapidez disminuye, como en la figura 13.7(c), v es negativa. Como ahora a, 
tambien es negativa, a, y v tienen direcciones opuestas. Pero a„ continua apuntando 
hacia el centra del cfrculo. 

En la figura 13.7(d), la rapidez es constante, es decir, v = 0. En consecuencia, 
a t = 0 y el vector aceleracion esta dirigido hacia el centra del cfrculo. 

b. Movimiento espacial 

La description del movimiento tridimensional de una partfcula mediante coordena¬ 
das de trayectoria requiere el conocimiento de la geometrfa de curvas en el espacio, 
lo que esta mas alia del alcance de este libro. Es posible demostrar que las ecuacio- 
nes de la (13.5) a la (13.9) para la velocidad y la aceleracion tambien son validas para 
el movimiento tridimensional* Sin embargo, en el movimiento espacial el “piano” 
del movimiento cambia continuamente con la position de la partfcula. 

La figura 13.8 muestra una partfcula que esta en un punto A en el tiempo t. El 
vector unitario tangente es e, = dr Ids y la normal unitaria (llamada normal princi¬ 
pal) es e„ = p d 2 r/ds 2 , en donde p = \ I\d 2 rI ds 2 \ es el radio de curvatura del arco ds. 
El tercer vector unitario e&, llamado binormal, usualmente se selecciona de modo 
que los tres vectores unitarios forman una trfada de mano derecha: t h = e, X e„. El 
piano formado por e, y e„ es el piano osculador (del latfn osculari, “besar”). Para 
el movimiento bidimensional, el piano osculador esta fijo en el espacio y es el piano 
del movimiento. En el movimiento tridimensional, la orientation del piano oscu¬ 
lador cambia de manera continua conforme la partfcula se mueve sobre la curva. 
Debido a las obvias complejidades geometricas, las coordenadas de trayectoria tie¬ 
nen un uso limitado en el movimiento tridimensional. 



V 



(a) Velocidad 

a t 



(b) Aceleracion cuando la rapidez se incrementa 
a t 



(c) Aceleracion cuando la rapidez disminuye 



(d) Aceleracion para rapidez constante 

Fig. 137 


*Vease Donald T. Greenwood, Principles of Dynamics, Prentice Hall, 1988. 











(a) 


Problema de ejemplo 13.1 

El angulo entre la barra de 2 m que se muestra en la figura (a) y el eje x varia de 
acuerdo con 9(t) = 0.3f 3 — 1.6f + 3 rad, en donde t es el tiempo en segundos. 
Cuando t = 2 s: 1. determine las magnitudes de los vectores velocidad y aceleracion 
del extremo A, y 2. muestre los vectores velocidad y aceleracion de A mediante un 
esquema de barra. 

Solution 

Parte 1 

Es conveniente emplear componentes normal y tangencial porque la trayectoria de 
A es un cfrculo (centrado en O , de radio R = 2 m). 

La velocidad y la aceleracion angulares de la barra son 9 = 0.9 1 2 — 1.6 rad/s y 
6 = 1.8f rad/s 2 . En t = 2 s se encuentra que 


A 



(b) 


0\,=2s = 0.9(2) 2 - 1.6 = 2.00 rad/s 
e\ t=2s = 1.8(2) = 3.60 rad/s 2 

Como 0 y 6 son positivas, sus direcciones coinciden con la direccion positiva para 0, 
es decir, contrario a las manecillas del reloj. 

De la ecuacion (13.10), la magnitud de la velocidad de A es 


v= R6 = 2(2.00) = 4.00 m/s Respuesta 

Las componentes normal y tangencial de la aceleracion de A son. empleando las 
ecuaciones (13.11), 


a n = RQ 1 = 2(2.00) 2 = 8.00 m/s 2 
a, = R9 = 2(3.60) = 7.20 m/s 2 



(c) 


Por tanto, la magnitud de la aceleracion de A es 


a = 



y/ (8.00) 2 + (7.20) 2 = 10.76 m/s 2 


Respuesta 


Parte 2 

A1 sustituir f = 2 s en la expresion para 6 (t), se encuentra que la posicion angular de 
la barra en t = 2 s es 


0\ t =2s = 0.3(2) 3 - 1.6(2) + 3 = 2.20 rad = 126° 

En la figura (b) se muestra el vector velocidad del extremo A. La magnitud de v 
es 4.00 m/s, como se ha calculado en la parte 1, y el vector es tangente a la trayecto¬ 
ria circular, su direccion es consistente con la direccion de 9 . 

La figura (c) muestra las direcciones de las componentes normal y tangencial 
del vector aceleracion como las que se han determinado en la parte 1. Observe que 






















a„ es normal para la trayectoria y dirigida hacia el punto O. el centra de la curva. La 
direccion de a, es tangente a la trayectoria, consistente con la direccion para 9. En 
la figura (c) tambien se muestra el vector aceleracion de magnitud 10.76 m/s 2 , en 
donde se encontro que el angulo entre a y a, es 

a„ 8.00 

a = tan 1 — = tan -= 48.0 

a, 7.20 


Problema de ejemplo 13.2 

En la figura (a) el automovil de carreras viaja a 90 mi/h cuando entra a la curva 
semicircular en A. El conductor aumenta la rapidez a una razon uniforme, al salir 
de la curva en C a 120 mi/h. Determine la magnitud de la aceleracion cuando el 
automovil esta en B. 

Solution 

Ya que el automovil sigue una ruta circular, es conveniente describir su movimiento 
empleando coordenadas de trayectoria. Como se muestra en la figura (b), sea s la 
distancia medida sobre la curva desde A hasta C. 

La magnitud de la componente tangencial de la aceleracion es constante en¬ 
tre A y C porque la rapidez aumenta a una razon uniforme. Por tanto, al integrar 
a,ds = v dv se obtiene 



C 


(a) 


(a) 


en donde C es la constante de integracion. Las dos constantes a, y C pueden evaluar- 
se al utilizar las siguientes dos condiciones sobre el movimiento: 


1. En A: s = 0, v = 132.0 pies/s (90 mi/h) 

2 . En C: s = tcR = 1 OOOtt pies, v = 176.0 pies/s (120 mi/h) 


Al sustituir la condicion 1 en la ecuacion (a), se encuentra 


(132.0) 2 
2 


= 0 + C 


de lo cual la constante de integracion es 

C = 8712 (pies/s) 2 

Al sustituir la condicion 2 y el valor de C en la ecuacion (a) resulta 


(176.0) 2 
2 


= a,(10007r) + 8712 



a t = 2.157pies/s 2 


(c) 


Si se despeja a t se obtiene: 




















Como se muestra en la figura (b), la direccion de a, es hacia abajo en B, es decir, en 
la direccion en la que aumenta la rapidez. 

A1 sustituir los valores de C y a, en la ecuacion (a), se encuentra que la relation 
entre la rapidez v y la distancia 5 es: 

v 2 

— =2.157i + 8712 (d) 

Para calcular la rapidez del automovil en B , se sustituye s = icR/2 = 500tt pies en la 
ecuacion (d), resultando 


— = 2.157(500tt) + 8712 
v = 155.56 pies/s 

De la ecuacion (13.11), la componente normal de la aceleracion en B es 

v 2 (155.56) 2 


a„ = — 


R 1000 


= 24.20 pies/s 


dirigida hacia el centra de curvatura de la trayectoria (punto O), como se indico en 
la figura (b). 

La magnitud del vector aceleracion en B es 


a = 7(24.20)2 + (2.157) 2 = 24.3 pies/s 2 
con la direccion indicada en la figura (b). 


Respuesta 



Problema de ejemplo 13.3 

Una banda flexible corre alrededor de dos poleas de diferente radio. En el instante 
que se muestra, el punto C sobre la banda tiene una velocidad de 5 m/s y una acele¬ 
racion de 50 m/s 2 en la direccion indicada en la figura. Calcule las magnitudes de las 
aceleraciones de los puntos Ay B sobre la banda en este instante. 

Solution 

Suponiendo que la banda no se estira, se concluye lo siguiente: 


1 . Cada punto sobre la banda tiene la misma rapidez, es decir, v A = vg = vc = 5 m/s. 

2 . La razon de cambio de la rapidez ( dv/dt ) de cada punto sobre la banda es la mis¬ 
ma. Por tanto, (<+t), = (ag)t = ac = 50 m/s 2 . 

Para el punto A 


(a , n ( 5) 2 

A)n R t 0.150 


= 166.67 m/s 2 




a A = + (a A )j = 7 (166.67) 2 + (50) 2 = 174.0 m/s 2 Respuesta 

















Para el punto B 


(= — = 


( 5) 2 


R 2 0.100 


= 250.0 m/s” 


a B = J(a B ) 2 n + (a B ) 2 = V(250.0) 2 + (50) 2 = 255 m/s 2 


Respuesta 


Problema de ejemplo 13.4 

El trolebus de la figura (a) viaja con rapidez constante de 40 mi/h sobre una ruta 
parabolica descrita por y = x 2 /500. en donde x y y se miden en pies. Calcule la ace¬ 
leracion del trolebus cuando esta en: 1. el punto O. y 2. el punto A. 


y 



Solution 

Analisis preliminar 

Debido a que la rapidez del trolebus es constante, la componente tangencial de su 
aceleracion es cero en todos los puntos sobre su trayectoria. Por tanto, la aceleracion 
solo tiene la componente normal, dada por la ecuacion (13.8): 


y 2 

|a| =a n = - 
P 


(a) 


donde p es el radio de curvatura de la trayectoria en el punto de interes. Recuerde 
que a n esta dirigida hacia el centra de curvatura de la ruta. 

El radio de curvatura en cualquier punto con coordenadas x y y puede calcularse 
mediante 


P = 



(b) 


Las derivadas sucesivas de la parabola (y = x 2 /500) respecto a x resultan en 


dy x d 2 y 1 

dx~ 250 dx 2 ~ 250 


(c) 




















A1 sustituir las ecuaciones (c) en la ecuacion (b), se encuentra que el radio de curva- 
tura de la trayectoria es 


p = 250 [l + (x/250) 2 ] 372 pies 

Tambien se debe convertir la rapidez del trolebus de mi/h en pies/s: 

40mi 5280pies l.Oh 
v = x x = 58.67 pies/s 

h 1.0 mi 3600 s F 

Parte i 

Empleando la ecuacion (d), el radio de curvatura en el punto O (x 0 = 0) es 
p 0 = 250 [1 + (0/250) 2 ] 372 = 250 pies 
Por tanto, la componente normal de la aceleracion en la ecuacion (a) es 


(d) 


(e) 


vi (58.67) 2 . 2 

C a n )o = = = 13.77 pies/s 

p 0 250 


Respuesta 


Observe que la tangente a la ruta en el punto O esta sobre el eje x. Entonces, (a„)o se 
encuentra sobre el eje y dirigida hacia el centra de curvatura de la trayectoria, como 
se ilustra en la figura (b). 



Parte 2 

A1 usar la ecuacion (d), el radio de curvatura en el punto A (x A = 100 pies) es 

p A = 250 [1 + (100/250) 2 ] 3 2 = 312.3 pies 
Por tanto, la componente normal de la aceleracion es 


v 2 (58.67) 2 , 

(a n ) A = — = — - = 11.02 pies/s 2 
p A 312.3 


Respuesta 


Si se utiliza la primera de las ecuaciones (c), la pendiente de la curva en A es 


/ dy \ _ x A 
Vt/xJ 250 


-= 0.4 rad = 21.8° 

250 


Por tanto, ( a n ) A esta dirigida como se muestra en la figura (b); es decir. normal 
a la trayectoria y dirigida hacia su centra de curvatura. 
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Problem os 


13.1 Un automovil recorre la parte AB de la curva S a rapidez constante, desace- 
lera en BC y acelera en CD. Muestre la direccion aproximada del vector aceleracion 
en cada uno de los cinco puntos indicados. 

13.2 Un automovil recorre una curva de radio 200 m, mientras aumenta su rapidez 
a razon de 0.8 m/s 2 . En cierto instante, la magnitud de la aceleracion total es 1.5 
m/s 2 . ^Cual es la rapidez, en km/h, del automovil medida en ese instante? 



13.3 El cohete esta en vuelo propulsado, cerca de la superficie terrestre. Determi¬ 
ne el radio de curvatura de la trayectoria en el instante que se muestra si la rapidez 
del cohete es 800 pies/s. Observe que su aceleracion tiene dos componentes, la debi- 
da al empuje del combustible quemado y la que se debe a la gravedad. 

13.4 El automovil viaja con rapidez constante en el desnivel del camino. El radio 
de curvatura de la ruta en el punto A, el fondo del desnivel, es 500 m. ^Que rapidez 
del automovil, medida en km/h, dara una aceleracion de magnitud 0.2 g cuando el 
automovil este en A? 

13.5 Una pelota se lanza con un canon en A con velocidad inicial con un angulo 0 
respecto a la horizontal. Deduzca la expresion para el radio de curvatura en B. el 
punto mas alto sobre la trayectoria de la pelota. 



800 pies/s 




Fig. P13.4 


Fig. P13.5 


13.6 Una partfcula recorre un cfrculo de radio 4 m, cambiando su rapidez a razon 
constante. En cierto punto A, la rapidez es 3 m/s. Despues de viajar otro cuarto de 
revolucion hasta el punto B. la rapidez ha aumentado a 6 m/s. Determine la magnitud 
de la aceleracion de la partfcula en B. 

13.7 Una partfcula viaja sobre una curva plana del punto A al punto B. La longitud 
de la trayectoria entre A y B es 40 pulg. La rapidez de la partfcula es 60 pulg/s en A y 
20 pulg/s en B. La razon de cambio de la rapidez es constante. (a) Encuentre la com- 
ponente tangencial de la aceleracion cuando la partfcula esta en B. (b) Si la magnitud 
de la aceleracion en B es 50 pulg/s 2 , obtenga el radio de curvatura de la ruta en B. 

13.8 Una partfcula recorre una curva plana desde el punto O hasta el punto B. La 
longitud de la trayectoria entre O y B es 80 pulg. La componente tangencial de la 
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aceleracion es a, = 0.05s pulg/s 2 , donde s es la coordenada trayectoria, medida en 
pulgadas desde el punto O. La rapidez de la partfcula en O es 20 pulg/s y el radio de 
curvatura de la ruta en B es 120 pulg. Determine la magnitud de la aceleracion de la 
partfcula en B. 

13.9 La partfcula pasa por el punto O con una rapidez de 8 pies/s. Entre O y B, la 
rapidez aumenta a razon de 4 y/v pies/s 2 , donde v es la rapidez en pies/s. Calcule 
la magnitud de la aceleracion cuando la partfcula esta: (a) justo a la izquierda del 
punto A y (b) exactamente a la derecha de A. 




Fig. P13.9 



2.5 pies 


1.0 pies 


13.10 Una manguera se desenrolla con rapidez constante de 2 pies/s. Determine 
la componente normal de la aceleracion del punto A sobre el rin del carrete (a) en 
el instante que se muestra en la figura, y (b) cuando casi toda la manguera ha salido 
del carrete. 

13.11 La polea A esta unida al cigiienal del motor de un automovil. Si el cigtienal 
gira con rapidez angular constante de 2000 rev/min, determine la maxima acelera¬ 
cion de cualquier punto de la banda en V conforme funciona sobre las tres poleas. 


y 



13.12 En el instante que se muestra, la rapidez y aceleracion angulares de la varilla 
OB son 0 = 8 rad/s y 0 = 24 rad/s 2 , respectivamente, ambas en sentido contrario a 
las manecillas del reloj. Calcule: (a) los vectores velocidad en los puntos A y B sobre 
la varilla, y (b) los vectores aceleracion de A y B. 

13.13 La velocidad angular de la varilla OB varfa conforme 0 = 8 — 121 rad/s, 
donde t esta en segundos. Calcule la magnitud de la aceleracion del punto B en 
(a)f = 0, y(b)f = 1.0 s. 



13.14 La rapidez de la banda cambio, a razon uniforme, de 0 a 2 m/s durante un 
intervalo de tiempo de 0.2 segundos. Calcule: (a) la distancia recorrida por la banda 
durante el intervalo de 0.2 segundos y (b) la maxima aceleracion de cualquier punto 
sobre la banda durante este intervalo. 

13.15 La razon de cambio de la rapidez de la banda esta dada por 0.06(10 — t ) m/s 2 , 
donde t esta en segundos. La rapidez de la banda es 0.8 m/s en t = 0. Cuando 
la aceleracion normal de un punto en contacto con la polea es 40 m/s 2 , determine: 
(a) la rapidez de la banda; (b) el tiempo requerido para lograr esa rapidez, y (c) la 
distancia recorrida por la banda. 
















13.1-13-25 


Problemas 


8l 


13.16 Un conductor entra a la rampa de salida en una autopista a 40 km/h y de 
inmediato aplica el freno de manera que la magnitud de la aceleracion del automovil 
en A es 1.5 m/s 2 . Si la aceleracion tangencial se mantiene, ^cuanto avanzara hasta 
detenerse? 


y 



Fig. P13.16, P13.17 

13.17 La aceleracion tangencial de un automovil que arranca a partir del reposo 
en A es (90 + ,y)/450 m/s 2 , donde s es la distancia en metros medida sobre la curva 
desde A. Calcule el vector aceleracion del automovil cuando este en B. 

13.18 Un patinador se desliza sobre el perfil parabolico y = x 2 /80 m, donde x esta 
en metros. Determine la magnitud de la aceleracion del deslizamiento en el punto A 
dado que va = 12 m/s y va = 4 m/s 2 . 


y 



13.19 El avion vuela sobre una trayectoria circular (en un piano vertical) cuyo ra¬ 
dio es de 5 km. Para simular ingravidez, el vector aceleracion del avion esta dirigido 
verticalmente hacia abajo y tiene la magnitud g. Determine la rapidez v del avion y 
su razon de cambio v en el punto A. A la altura del avion se tiene que g = 9.78 m/s 2 . 

*13.20 Un automovil recorre el autodromo. La traccion entre las llantas y la pista 
limita la maxima aceleracion total a 5 m/s 2 . ^Cual es el menor tiempo posible para 
que el automovil complete una vuelta en el circuito? 



13.21 La ranura en el deslizador A aloja el perno B unido al brazo OB. En la posi- 
cion que se muestra, el deslizador se mueve hacia arriba con una rapidez constante 



Fig. P13.19 


A 
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y 



de 6 pulg/s. Determine las magnitudes de los vectores velocidad y aceleracion de B 
en esta posicion. 

*13.22 Un esquiador desciende la pendiente descrita por y = —x 3 /l 2 800 pies, 
donde x esta en pies. La rapidez del esquiador en el punto A es = 20 pies/s y la 
rapidez aumenta a razon va = 4 pies/s 2 . Obtenga la magnitud del vector aceleracion 
del esquiador en A. 

13.23 La pluma P del graficador piano traza la curva y = x 3 /l 28, en donde x y 
y estan en pulgadas. Cuando x = 8 pulg, la rapidez del deslizador A es 2.4 pulg/s. 
Para esta posicion, calcule: (a) la rapidez de P y (b) la componente normal de la 
aceleracion de P. 

13.24 Una partfcula se mueve con rapidez constante vo sobre la parabola y = Ax 2 
+ Bx + C. Encuentre la maxima aceleracion y la coordenada x correspondiente. 

13.25 Una partfcula se mueve con rapidez constante vo sobre la elipse (xla) 2 + 
(y/b) 2 = 1, donde a > b. Obtenga la maxima aceleracion de la partfcula. 


133 


Cinemdtica: coordenadas polares 
y cilmdricas 


a. Movimiento en un piano (coordenadas polares) 


y y Trayectoria 



1. Preliminares geometricos La figura 13.9 muestra las coordenadas polares 
R y 6 que especifican la posicion de la partfcula A que se mueve en el piano xy. La 
coordenada radial R es la longitud de la linen radial OA y 6 es el angulo entre el 
eje x y la lfnea radial. (En el movimiento piano la coordenada polar R es igual a la 
magnitud del vector de posicion r de la partfcula.) 

En la figura 13.9 tambien se muestran los vectores base e R y e@ del sistema de 
coordenadas polares. El vector e R esta dirigido sobre la recta radial, alejandose de O, 
mientras que e# es perpendicular a e R . en la direccion en que 0 crece. 

2. Derivadas de los vectores base Observe que e R y e@ rotaran conforme la par¬ 
tfcula se mueve. Por tanto, t R y eg son los vectores base de un marco de referenda en 
rotacion, similar al sistema de coordenadas de trayectoria (n-t). (La diferencia fun¬ 
damental entre ambos sistemas es que las coordenadas de trayectoria dependen de 
la curva y la direccion del movimiento de la partfcula, mientras que las coordenadas 
polares solo dependen de la posicion de la partfcula.) En consecuencia, esos vecto¬ 
res base tienen derivadas distintas de cero, aunque sus magnitudes son constantes 
(iguales a uno). 

Como en el apartado anterior, las derivadas temporales de los vectores base uni- 
tarios pueden determinarse relacionando los vectores con el sistema de coordenadas 
xy. De la figura 13.9 se tiene que 


e« = cos 0 i + senf/j 
eg = — sen 0 i + cos 0 j 


(13.12) 






















13-3 Cinemdtica: coordenadas polares y cilfndricas 83 


A1 derivar respecto al tiempo y observar que di/dt = dj/dt = 0 (el marco xy es fijo) 
resulta 


de r • d Ci 9 

-= (— sen 0i + cos 0j )9 -= (— cos 61 — sen 0j )9 

dt dt 

Si se comparan estos resultados con la ecuacion (13.12), se encuentra que 

e* = 9e e e e = -9e R (13-13) 

La variable 6 es la velocidad angular de la linea radial. En la figura 13.10 se mues- 
tran los vectores base y sus derivadas. Observe que e R y eg son perpendiculares a e R 
y eg, respectivamente. 

y v y \ 




Fig. 13.10 


3 . Vectores de velocidad y aceleracion El vector de posicion r de la partfcula se 
puede escribir en coordenadas polares: 

r = Re R (13-14) 

Como el vector de velocidad es, por definicion, v = drldt, se tiene 

dr d ■ 

v = — = —(Re R ) = Re R + Re R 
at dt 

Al sustituir de las ecuaciones (13.13) se obtiene 

V = v R e R + v g e g ( 13 - 15 ) 


donde 


v R = R Vg = R9 


( 13 . 16 ) 


Las componentes v R y vg se llaman componentes radial y transversal de la veloci¬ 
dad, respectivamente. 
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El vector de aceleracion se calcula como sigue: 

d\ d ■ 

a = — = — (Re R + R9e g ) 
at at 

= (Rz r + Re R ) + (R9e e + R9e 0 + R9e g ) 

La variable 9 se llama aceleracion angular de la recta radial. A1 sustituir e R y e@ de 
las ecuaciones (13.13) y arreglar terminos, se obtiene 


a = a R t R + a g e g (i3-!7) 

donde las componentes radial y transversal de la aceleracion estan dadas por 

a R = R- RO 2 a g = R9 + 2 R 6 (13.18) 

En la figura 13.11 se muestran las componentes polares de los vectores de velocidad 
y aceleracion. 




Fig. 13.11 


Para el caso especial de una trayectoria circular, la coordenada polar R es igual 
al radio del cfrculo (una constante). Por tanto, de la ecuacion (13.15) a la (13.18), los 
vectores velocidad y aceleracion son 


v = R9e g 

a = -R 6 2 e R + R9e g (13.19) 


Estas expresiones concuerdan con las ecuaciones (13.10) y (13.11), donde se 
usaron las coordenadas de trayectoria. (Observe que e R = — e„ y e@ = e, para el 
movimiento sobre una curva circular.) 
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b. Movimiento espacial (coordenadas cilmdricas) 

Las tres coordenadas cilmdricas que se muestran en la figura 13.12 pueden utilizarse 
para especificar la ubicacion de una partlcula A que se mueve en el espacio. Estas 
constan de las coordenadas polares R y 0, y la coordenada axial z (que coincide con 
la coordenada rectangular z). Los vectores base unitarios son e«, e« y e z , en donde 

e, = k. 



Fig. 13.12 


En las coordenadas cilmdricas, el vector de posicion r de la partlcula, en la 
figura 13.12, es 


r = Re R + ze z 


(13.20) 


A1 comparar esto con r = Re R para las coordenadas polares, se concluye que las 
expresiones para v y a en las coordenadas cilmdricas seran las mismas que para 
las polares, excepto por los terminos adicionales debido a ze ; . Cuando se observa 
que ez = k= 0, las ecuaciones de la (13.15) a la (13.18) pueden simplificarse para 
obtener 


v = Re R + R6e s + ze z 
a = (R — R6 ~)&r + ( R0 + 2 R6 )&q + zc~ 


(13.21) 













(a) 


Problema de ejemplo 13.5 

El collar A de la figura (a) se desliza sobre la varilla OB en rotation. La position 
angular de la varilla esta dada por 6 = \nt 2 rad y la distancia del collar a partir de O 
varfa conforme R = 18f 4 + 4 pulg, donde el tiempo se mide en segundos. Determine 
los vectores de velocidad y aceleracion del collar en t = 0.5 s. 

Solution 

Primero se determinan los valores de las coordenadas polares del collar A y sus pri- 
meras dos derivadas en t = 0.5 s: 


R = 18t 4 + 4= 18(0.5) 4 + 4 = 5.125 pulg 
R = 12t 3 = 72(0.5) 3 = 9.0 pulg/s 
R = 2161 2 = 216(0.5) 2 = 54.0 pulg/s 2 
2 2 

9 = -JTt 2 = -jr(0.5) 2 = 0.5236 rad = 30° 
3 3 

. 4 4 

9 = -irt = -jr(0.5) = 2.094 rad/s 

3 3 

.. 4 , 

9 = -it = 4.189 rad/s 2 

3 


Ahora, de la ecuacion (13.16) pueden calcularse las componentes polares del 
vector de velocidad: 


Vr = R = 9.0 pulg/s V 9 = R9 = (5.125)(2.094) = 10.732 pulg/s 
Por tanto, el vector velocidad del collar en t = 0.5 s es 


V = v R e R + Vgeg = 9.0e s + 10.732e fl pulg/s 


Respuesta 



En la figura (b) se muestra este resultado, donde la magnitud de v y el angulo a entre 
v y la varilla se calcularon mediante: 


v = Jv 2 R + v 1 g = \! (9.0 ) 2 + (10.732) 2 = 14.01 pulg/s 


t -i vg 

a = tan — = tan 


, 10.732 

1 -= 50.0° 

9.0 


Las componentes de la aceleracion que pueden obtenerse de las ecuaciones 
(13.18), son 

a R = R - R9 2 = 54.0 - (5.125)(2.094) 2 = 31.53 pulg/s 2 

ag = R9 + 2R9 = (5.125)(4.189) + 2(9.0)(2.094) = 59.16 pulg/s 2 

El vector de aceleracion correspondiente del collar en t = 0.5 s es 




a = a R e R + ageg = 31.53e« + 59.16ee pulg/s 2 


Respuesta 
















que se muestra en la figura (c). La magnitud de a y el angulo /3 se calcularon de 


■ a 2 = V(31.53) 2 + (59.16) 2 = 67.0 pulg/s 2 


-i a e _i 59.16 
= tan — = tan 1 -= 61.9 


a R 


31.53 



Problem a de ejemplo 13.6 


Como se muestra en la figura, la partfcula P viaja con rapidez constante vo sobre 
la trayectoria descrita por R = b cos (39). Determine el vector aceleracion de la 
partfcula en el punto A. 

Solution 

A1 derivar dos veces la expresion para R se obtiene 



R = b cos 39 
R = —3b9 sen 36 
R = —9b9 2 cos 39 — 3b9 sen 39 
A1 sustituir 0 = 0, se obtiene en el punto A 


R = b cos 0 — b 

R — —3b9 sen 0 = 0 (a) 

R = —9b9 2 cos 0 — 3 bQ sen 0 = —9 bO 2 

La componente transversal de la velocidad esta dada por la ecuacion (13.16): 
Vfi = R 6 . Si se observa que = 0 en A (porque la tangente a la trayectoria en A es 
perpendicular a la Ifnea radial OA), se tiene v# = vq. Por tanto. 


x vo _ vo 

~ R ~ b 


(b) 


La aceleracion angular 0 de la recta radial en A se obtiene de la condicion que: 


= R 2 + ( R9 ) = constante 


Cuando se deriva esta expresion resulta 

2 RR + 2 RR9 2 + 2 R 2 99 = 0 

L 
























Como R = 0 en A, esta ecuacion se reduce a 0 = 2R 2 99, que se puede satisfacer 
solo si 

6 = 0 (c) 

Las componentes de la aceleracion, en las ecuaciones (13.18), ahora pueden evaluar- 
se en el punto A mediante las ecuaciones de la (a) hasta (c): 

a R = R - R9 2 = -9b9 2 - bd 2 = -10b ( — V = 

Vo/ b 

a e = R9+ 2R9 = 0 + 0 = 0 
Por tanto, el vector de aceleracion de la particula en A es 

IOvq 1 Ovl . 

a =-— 1 -e* =- —Respuesta 

b b 



Problema de ejemplo 13.7 

El cable conectando del torno A al punto B sobre el carro de ferrocarril de la figu- 
ra (a) se enrolla con una razon constante de 5 pies/s. Cuando 9 = 60°, determine: 
1. la velocidad de B y 6 , y 2. la aceleracion de B y 6 . Desprecie el radio del torno. 

Solution 

De la figura (a) se observa que la longitud R del cable y el angulo 9 son las coorde- 
nadas polares del punto B. En 9 = 60°, se tiene 

12 12 

R = -= - = 13.856 pies 

sen 9 sen 60° 



/ 

/ 



(b) 


De acuerdo con el enunciado del problema, R se reduce a razon constante de 5 pies/s. 
Por tanto, 

R = — 5 pies/s R = 0 

Observe que el punto B sigue una trayectoria recta, horizontal. En consecuencia, 
sus vectores velocidad y aceleracion tambien seran horizontales. 

Parte 1 

La figura (b) muestra la descomposicion del vector velocidad v de B, en sus com¬ 
ponentes radial y transversal, en 9 = 60°. Como v R = R = —5 pies/s, es negativa 
y \r es directamente opuesta a e«; es decir, hacia A. Conociendo \+ y la direccion 
de v (horizontal) permite completar el diagrama de velocidad. De la geometria del 
diagrama, la rapidez de B en 9 = 60° es 

v =-= 10.0 pies/s (hacia la izquierda) Respuesta 

cos 60° e y 

El diagrama de velocidad tambien da vg = 5 tan 60°. Si se compara este resulta- 
do con v R = R9 en las ecuaciones (13.16), se encuentra que 

Vq 5 tan 60° 

9 = = ——— = 0.6250 rad/s (S.C.R.) Respuesta 

R 13.856 






























(C) 


Parte 2 

En la figura (c) se muestra el diagrama de aceleracion de un punto B cn 6 = 60°. La 
componente radial es, de acuerdo con las ecuaciones (13.18), 


a R = R - RO 2 = 0 - (13.856)(0.6250) 2 = -5.413 pies/s 2 


Otra vez, el signo negativo indica que a R tiene direction opuesta a e R . Se sabe que 
el vector de aceleracion a es horizontal, entonces es posible completar el diagrama 
de la aceleracion. A partir del diagrama, la magnitud de la aceleracion en 6 = 60° es 


5.413 
cos 60° 


10.83 pies/s 2 (hacia la izquierda) 


Respuesta 


A1 consultar de nuevo el diagrama de aceleracion, se encuentra que ag = 
5.413 tan 60°. Si se comparacon a s = RO + 2 RO en las ecuaciones (13.18) se obtiene 


a B - 2R6 5.413 tan60° - 2(—5)(0.6250) 

_ R ~ 13.856 

= 1.127 rad/s 2 (S.C.R.) 


Respuesta 


Problema de ejemplo 13.8 

El vehiculo de pasajeros de un parque de diversiones esta conectado por medio del 
brazo AB al mastil vertical OC. Durante cierto intervalo de tiempo, el mastil rota a 
razon constante 0=1.2 ra< ^ mientras que el brazo se eleva a razon constante d> = 
0.3 . Determine las componentes cilindricas de la velocidad y aceleracion del 

vehiculo en el instante en que cf> = 40°. 













z 



Solution 

A1 consultar la figura se observa que las coordenadas R y z del vehfculo son R = 
12 sen (f> pies y z = 16 — 12 cos cp pies. 

A1 observar que </> = 0 (</) es constante), se tiene en <p = 40° 

R = 12 setup = 12 sen 40° = 7.714 pies 

R = 12cos cp 4> — (12cos40°)(0.3) = 2.758 pies/s 

R = —12 sen0 <p 2 = -(12 sen40°)(0.3) 2 = -0.6942 pies/s 2 

y 

Z = 16 — 12 cos (p = 16 — 12 cos 40° = 6.808 pies 
z= 12 sen0 0 = (12 sen40°)(0.3) = 2.315 pies/s 
z = 12 cos cp <p 2 = (12cos40°)(0.3) 2 = 0.8273 pies/s 2 

Si se utilizan las ecuaciones (13.21), las componentes cilindricas de la velocidad son 

v R — R = 2.758 pies/s 

vg = R0 = 7.714(1.2) = 9.257 pies/s Respuesta 

v z = z = 2.315 pies/s 

Si se recuerda que 6 es constante, las componentes de la aceleracion en las ecuacio¬ 
nes (13.21) seran 

a R = R — R0 1 — -0.6942-7.714(1.2) 2 = -11.802 pies/s 2 

a e = R6 + 2R6 = 0 + 2(2.758)(1.2) = 6.619 pies/s 2 Respuesta 

a z = 'i = 0.8273 pies/s 2 

90 
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Problem as 

13.26 El cohete en vuelo vertical es rastreado por medio del radar. Calcule la ve- 
locidad y aceleracion del cohete en el instante en que las lecturas del radar son 0 = 
40°, R = 5 km, R = 350 m/s, y R = 100 m/s 2 . 

13.27 El movimiento en un piano de una partfcula se describe en coordenadas 
polares como R = 0.75 + 0.5r 2 m y 0 = ret 1 12 rad, donde el tiempo t se mide en 
segundos. Encuentre las magnitudes de la velocidad y aceleracion cuando t = 2 s. 

13.28 La partfcula P recorre la trayectoria R = 4 4- 2 sen 0 pies. Conociendo que 
0 = 1.5 rad/s (constante), determine las componentes polares de la velocidad y ace¬ 
leracion de P cuando esta: (a) en el punto A y (b) en el punto B. 

*13.29 La partfcula P se mueve sobre la curva R = 4 + 2 sen 0 pies. En el instante 
en que P esta en el punto A, su rapidez es de 4 pies/s y su vector de aceleracion es 
perpendicular a la curva. Obtenga la magnitud de la aceleracion de P en ese instante. 



Fig. P13.26 



circular. La ecuacion que describe el perfil de la leva es R 2 + 4 R cos 0 — 12 = 0, en 
donde R esta en pulgadas. Si la rueda gira con rapidez angular constante 0 = 3 rad/s, 
calcule la velocidad y aceleracion del empujador en la posicion 0 = 0. 

13.32 El collarfn B se desliza sobre una varilla con forma de una espiral descrita 
por R = 0.3 — OA(0/fc) m. El perno que se ha fijado al collar engarza una ranura en el 
brazo OA, que rota con rapidez angular constante 0 = 2 rad/s. Encuentre las compo¬ 
nentes polares de la velocidad y aceleracion del collar B en (a) 0 = 90° y (b) 0 = 60°. 


13.33 La varilla OB rota en sentido contrario a las manecillas del reloj respecto 
de O con rapidez angular constante de 30 rev/min mientras el collarfn A se desliza 
hacia B con rapidez constante de 3 pies/s, medida respecto a la varilla. Cuando el Fig. P13.32 
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collarfn A esta en la position R = 0.6 pies, 0 = 0, calcule: (a) su vector de velocidad 
y (b) su vector de aceleracion. 

13-34 El movimiento de la varilla OB es descrito por 0 = at, donde a = 1.2 rad/s 2 
es la aceleracion angular constante de la misma. La position del collarfn A en la 
varilla es R = v () t, en donde v’o = 0.8 m/s es la rapidez constante hacia afuera del 
collarfn respecto a la varilla. Calcule los vectores de velocidad y aceleracion del co¬ 
llarfn como funciones del tiempo. 


Fig. P13.33. P13-34 



Fig. P13.36, P13.37 


13-35 El movimiento en un piano de una partfcula descrito en coordenadas pola- 
res es 9 = cot, R = b \ ojt, donde w y b son constantes. Cuando 6 = tc, determine: 
(a) el vector de velocidad de la partfcula y (b) el vector de aceleracion de la partfcula. 

13.36 El collarfn B se desliza sobre una varilla gufa que tiene la forma de la es- 
piral R = bO. Un perno sobre el collar resbala en el brazo ranurado OC. Si OC rota 
con rapidez angular constante 6 = a>, determine la magnitud de la aceleracion del 
collarfn cuando esta en A. 

13-37 El collarfn B se desliza sobre una varilla gufa que tiene la forma de la espiral 
R = bO. Un perno sobre el collarfn resbala en el brazo ranurado OC. Si la rapidez del 
collarfn es la constante vo, determine la rapidez angular 0 del brazo OC en terminos 
de vq , by 0. 


13.38 El brazo ranurado OB rota respecto al perno en O. La bola A en la ranura 
es presionada por el resorte contra la leva estacionaria C. Si la rapidez angular de 
OB es 0 = a>, donde a> es una constante, calcule las maximas magnitudes de: (a) la 
velocidad de ,4; (b) la aceleracion de A; (c) R (la velocidad de A respecto a OB), y 
(d) R (la aceleracion de A respecto a OB). 


y 



Fig. P13 38, P 13-39 

13.39 El brazo ranurado OB rota respecto al perno en O. La bola A en la ranura es 
presionada por el resorte contra la leva estacionaria C. La position angular del brazo 
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OB depende del tiempo t como 9 = n sen a>t, donde w es una constante. Determine 
los vectores de velocidad y aceleracion de la bola A cuando 9 = nil. 

*13.40 La seccion curva de la autopista de intercambio esta definida por R 2 = 
b 2 sen 20, 0 < 9 < 90°. Si un automovil recorre la curva con rapidez constante vo, 
determine su aceleracion en A. 



Fig. P13.40 



13.41 El perno unido al collar A deslizante engarza la ranura de la barra OB. Uti- 
lizando coordenadas polares obtenga la rapidez de A en terminos de 0 y 0. ( Nota: 
se le pidio la solucion empleando coordenadas rectangulares en el problema 12.23.) 

13.42 El helicoptero es seguido por el radar, que registra R. 0 y 0 a intervalos de 
tiempo regulares. En cierto instante las lecturas son R = 8500 pies, 9 = 40° y 9 = 
0.04 rad/s. Si el helicoptero esta en el nivel de vuelo, calcule la elevacion h y su 
rapidez en este instante. 

13.43 El brazo telescopico del robot se desliza en la montura A, que rota respecto 
al eje horizontal en O. El extremo B del brazo traza la recta vertical que se muestra 
con rapidez constante v«. En terminos de vg, b y 6, determine las expresiones para: 
(a) 9, R y (b) 9 y R. 

13.44 El torno D desenrolla el cable BCD a razon constante de 0.8 m/s. Obtenga 
la rapidez del extremo B de la barra AB cuando S = 4m. 




Fig. P13.42 



V B 

B 


Fig. P13.44 
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13-45 Una partfcula se mueve sobre una espiral descrita en coordenadas cilfndri- 
cas por R = 0.4 myz = —0.20 m, donde 6 esta en radianes. Se conoce que en cierto 
instante, 6 = 6 rad/s y 6 = —10 rad/s 2 . Determine las magnitudes de los vectores de 
velocidad y aceleracion en este instante. 

13.46 Una partfcula se mueve sobre la curva descrita por R = 4 pulg y z = 
0.5 sen 4 6 pulg. Si 6 = 0.8 rad/s (constante), determine las magnitudes de la velo¬ 
cidad y la aceleracion maximas de la partfcula y los correspondientes valores de 0. 

13-47 Un niflo se desliza hacia abajo en el tobogan helicoidal AB. La description 
del movimiento en coordenadas cilfndricas es R = 4 m, 6 = art 2 y z = h[l — 
{art 2 !: r)], donde h =3 my a> = 0.75 rad/s. Calcule las magnitudes de los vectores 
de velocidad y aceleracion cuando el nino esta en B. 


z 



Fig. P13.47 

13.48 La varilla OB rota respecto al eje z con rapidez angular constante 6 = 
4 rad/s mientras que el deslizador A se mueve hacia arriba de la varilla con rapidez 
constante s = 6 pies/s. Determine las magnitudes de los vectores de velocidad y 
aceleracion de A cuando s = 2 pies. 



Fig. P13.48 
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*13.49 El aspersor de agua rota con una rapidez angular constante de 0 = 6 rad/s 
respecto al eje z. La rapidez del agua respecto al tubo curvo OA es 7.5 pies/s. 
Calcule las magnitudes de los vectores de velocidad y aceleracion del agua justo 
abajo del inyector en A. 




Fig. P13.50 


13.50 La trayectoria de la partfcula que se mueve sobre la superficie de un cono 
esta definida por 


h h 

R = —0tan/l z = —9 

2n 2 tt 

donde R, 6 y z son las coordenadas cillndricas. Si el movimiento de la partfcula es tal 
que 0 = a) (constante), determine lo siguiente como funciones de 6: (a) la rapidez de 
la partfcula y (b) las componentes cillndricas del vector aceleracion. 


Cinetica: metodo de fuerza-masa-aceleracion 


El metodo de fuerza-masa-aceleracion (LMA) se presento en el apartado 12.3 en ter- 
minos del sistema de coordenadas rectangulares. Cuando se trabaja con coordenadas 
curvilfneas, los cuatro pasos basicos del metodo permanecen sin cambio: 1. dibujar 
el DCLde la partfcula; 2. efectuar un analisis cinematico de la aceleracion; 3. dibujar el 
DMA de la partfcula, y 4. deducir las ecuaciones del movimiento por medio de la 
equivalencia estatica del DCL y el DMA. El unico cambio significativo esta en los 
detalles del segundo paso, es decir, la cinematica. 

a. Coordenadas (n-t) de trayectoria 

En la figura 13.13(a) se muestran los diagramas de cuerpo libre y de masa-acele- 
racion de una partfcula. Observe que el DMA exhibe las componentes normal y 
tangencial del vector masa-aceleracion. Las condiciones para que los dos diagramas 
sean estaticamente equivalentes son 


13.4 


YjF„ = ma, 


EF, = ma, 


(13.22) 
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donde XF„ y X/-’, son las componentes n-t de la fuerza resultante que actua sobre la 
particula. Como ya se menciono, solo se emplearan coordenadas de trayectoria para 
el movimiento piano. 

b. Coordenadas cilmdricas 

Las ecuaciones del movimiento de una particula en terminos de componentes cilin- 
dricas son 


T,Fr — man T>Fg = mag T,F Z = ma z ( 13 . 23 ) 

en donde XFr, y X/-’- representan las componentes de la fuerza resultante que 
actua sobre la particula. En la figura 13.13(b) observe el DCL y el DMA. Si la 
trayectoria de la particula esta en el piano xy, entonces la tercera de las ecuaciones 
(13.23) se convierte en XF, = 0 y el movimiento solo es dependiente de las coorde¬ 
nadas polares R y 6. 



DCL DMA 

(a) Coordenadas (n -1) de trayectoria 


t i r = R-R6 2 



DCL DMA 


(b) Coordenadas cilmdricas 

Fig. 13.13 
















Problema de ejemplo 13.9 


Las cuerdas AB y AC conectan la pelota A de 6 lb con el poste vertical, como se 
muestra en la figura (a). Cuando el poste rota con rapidez angular constante 0. la 
pelota viaja en un cfrculo horizontal con las cuerdas inclinadas en a = 30° al poste. 
Encuentre el valor de 6 para el cual la tension en la cuerda AC es 12 lb. 


Solution 


En la figura (b) se muestran el DCL y el DMA de la pelota. El DCL muestra el peso 
de la pelota y las tensiones de las dos cuerdas. Como la rapidez de la pelota es cons¬ 
tante, el DMA solo contiene la componente normal R8 2 de la aceleracion, donde R 
es el radio de la trayectoria de A. La ecuacion del movimiento en la direccion y es 


Efv = 0 4 Tab cos 30° — Tac cos 30° — 6 = 0 


Al sustituir T A c = 12 lb, se obtiene 

T ab = —^— + 12 = 18.928 1b 
cos 30° 

La segunda ecuacion de movimiento es 

E F n = ma n , \j" Tab sen 30° + Tac sen 30° = mRO 2 
Con R = 16 sen 30° = 8 pulg = 0.75 pies, esta ecuacion sera 


6 

(18.928+ 12) sen 30° =- 

32.2 


(0.75)<9 2 


entonces 


6 = 11.16 rad/s 


Respuesta 


B 


I 30° \ 



/ 


C ' 


DCL 


DMA 













(a) 


Problema de ejemplo 13.IO 

En la figura (a) se muestra un bloque de 0.5 lb que resbala sobre la barra OA en 
rotacion. El coeficiente de friccion cinetica entre B y OA es w/ c = 0.2. En la posicion 
indicada, R = 2 pies/s, 9 = 5 rad/s y 9 = 3 rad/s 2 . Para esta posicion. determine R, 
la aceleracion de B respecto a la barra OA. 

Solution 

A1 consultar el diagrama de cuerpo libre (DCL) de la figura (b), se observa que hay 
tres fuerzas que actuan sobre B: su peso de 0.5 lb, la fuerza normal N ejercida por 
la barra OA y la fuerza de friccion cinetica F = Ui : N. La direccion de F es opuesta 
a R, la velocidad de B respecto a OA. El diagrama de masa-aceleracion (DMA) de 
B tambien se muestra en la figura (b), donde el vector de inercia ma se describe en 
terminos de sus componentes polares. 




DCL DMA 


(b) 


Cuando se examina la figura (b) se observa que solo hay dos incognitas en los 
diagramas DCL-DMA: N y R\ las otras variables se han dado. Por tanto, las dos in¬ 
cognitas pueden calcularse con las dos ecuaciones del movimiento. Para la direccion 
perpendicular a la barra, se tiene 


EE 0 = m(R9 + 2R9) 

+\ N - 0.5 cos 40° = ^[(1.2)(3) + 2(2)(5)] 

lo que da 

N = 0.7495 lb 

Para la direccion radial se tiene que: 

= m(R- R9 2 ) 

V -0.5 sen 40° - 0.2 N = - (1.2)(5) 2 ] 

A1 sustituir N = 0.7495 lb y despejar a R, resulta 

R = —0.351 pies/s 2 Respuesta 

El signo “menos” significa que la aceleracion de B respecto a la barra OA esta diri- 
gida hacia el punto O. 
















Problema de ejemplo 13.11 



En la figura (a), la masa A de 12 kg se desliza con friccion despreciable en un canal 
semicircular de radio R = 2 m. La masa se lanza en 0 = 30° con velocidad vq = 


4 m/s hacia el fondo del canal. Deduzca lo siguiente como funciones de 9: 1. la rapi- 


dez de la masa y 2. la fuerza de contacto entre la masa y el canal. 

Solution 

Parte 1 

Como la trayectoria es circular, los sistemas de coordenadas normal-tangencial (n-t) 
y polar podrfan emplearse con la misma facilidad. Se han elegido las coordena¬ 
das n-t. 

En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo libre de la masa en una posi- 
cion arbitraria, que contiene su peso mg y la fuerza de contacto Na, que es normal 
para la superficie del canal debido a la ausencia de friccion. El diagrama de masa- 
aceleracion (DMA) exhibe las componentes n-t del vector de inercia. La ecuacion 
del movimiento en la direccion t es 



EF t = ma, E+ mg cos 0 = ma t 


DCL 


DMA 


la que da 


(b) 


(a) 


a t — g cos 9 


A1 sustituir a t = v(dv/ds ) de la ecuacion (13.9), donde ds = R dO, la ecuacion (a) sera 
( v/R)(dv/d6 ) = g cos 6. Despues de las simplificaciones, se obtiene 


vdv — gR cos 0 dO 


cuya integracion conduce a 



(b) 


en donde C es la constante de integracion. Cuando se sustituye la condicion inicial 
v = v 0 = 4 m/s cuando 0 = 30° en la ecuacion (b) da C = ^-vo — gR sen 30° = 
t(4) 2 ~ (9.81)(2) sen 30° = —1.810 (m/s) 2 . Por tanto, la rapidez de la masa como 
una funcion de 6 es 


v = ±j2(gRsend + C) = =b N /2[(9.81)(2) sen<9 - 1.810] 


= ±739.24 sen 9 - 3.62 m/s 


Respuesta 


Parte 2 

A1 consultar la figura (b), la ecuacion del movimiento en la direccion n es 


EF„ = ma n Na — mg send = ma n 

Cuando se sustituye a„ = v 2 /R y se despeja a Na, se obtiene 



= 353.2sen0 -21.7N 


Respuesta 















Nota 

La masa se detiene (y despues invierte su direccion) cuando v = 0o 39.24 sen 0 — 
3.62 = 0, lo que da 0 = 174.7°. Por tanto, la masa no abandona el canal. 


z 



Problema de ejemplo 13.12 

El poste vertical AB de la figura (a) rota en un cojinete en A. El deslizador P de 0.6 kg 
puede moverse libremente sobre la barra sin friccion OD que esta unida de manera 
rlgida a AB en un angulo de 30°. En cierto instante cuando r = 1.2 m, se conoce que 
9 = 4 rad/s, 6 = 0 y la velocidad de P respecto a OD es r = 4 m/s. En este instante, 
determine la magnitud de la fuerza de contacto ejercida sobre P por OD y r, la ace- 
leracion de P respecto a OD. 

Solution 

En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo fibre (DCL) del deslizador P en el 
instante de interes, en donde su peso es mg = 0.6(9.81) = 5.886 N. Es conveniente 
descomponer la fuerza de contacto ejercida por OD (que es normal a OD) en dos 
componentes: N\, que es perpendicular a OD y pasa por el eje z, y N 2 , que es per¬ 
pendicular a OD y A'|. En la figura (c) se muestra el diagrama de masa-aceleracion 
(DMA) del deslizador P, en donde el vector de inercia ma esta expresado en termi- 
nos de sus componentes cillndricas. 

De la figura (a) se tiene que R = r sen 30° =1.2 sen 30° = 0.60 m y z = 
r cos 30°. A1 derivar respecto al tiempo y sustituir r = 4 m/s, resulta 


R = r sen 30 = 4 sen 30° = 2.00 m/s 
R = r sen 30 

z = r cos 30 = 4 cos 30° = 3.464 m/s 
z = r cos 30 




O O 


DCL DMA 

(b) (c) 
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Como ya se han dado los valores de 6, 0 y r, se observa que r es la unica variable 
cinematica desconocida. En la figura (b), el DCL contiene dos incognitas (N\ y N 2 ), 
asi que se tiene un problema que implica tres incognitas que pueden determinarse a 
partir de las tres ecuaciones del movimiento disponibles para el deslizador. 

De acuerdo con las figuras (b) y (c), las ecuaciones del movimiento son 


zf r = 

: ma R = m(R 

- ro 2 ) 


\+ 

—Ni cos 30° 

= 0.6[r sen 30° — 0.60(4) 2 ] 

(a) 

^Fg = 

mag = m(R6 

' + 2R6) 


V 

N 2 = 0.6[0 4 

-2(2.00)(4)] = 9.600 N 

(b) 


ma z = m'z 



+T 

N\ sen 30° - 

- 5.886 = 0.6(r cos 30°) 

(c) 


Cuando se resuelven de manera simultanea las ecuaciones (a) y (c) se obtiene 


r = —3.70 m/s 2 


Respuesta 


y N\ = 7.931 N. Por tanto, la magnitud de la fuerza de contacto ejercida por OD es 


N = y N 2 + N} = \1 (7.931) 2 + (9.600) 2 = 12.45 N Respuesta 


* • Problema de ejemplo 13.13 

La partfcula de masa m = 0.3 kg esta unida a un resorte ideal de rigidez k = 28.1 
N/m. El resorte no esta deformado cuando la partfcula se lanza sobre la superficie 
horizontal con rapidez vo = 2 m/s en la direccion que se muestra en la figura (a). Es 
posible despreciar la friccion entre la partfcula y la superficie. 1. Obtenga las ecua¬ 
ciones diferenciales describiendo el movimiento de la partfcula en terminos de las 
coordenadas polares R y f> y establezca los valores iniciales. 2. Resuelva las ecuacio¬ 
nes diferenciales numericamente desde r = 0 (el tiempo de lanzamiento) en t = 1.5 s 
y trace la grafica de la trayectoria de la partfcula. 

Solution 

Parte i 

En la figura (b) se muestran los diagramas de cuerpo libre (DCL) y de masa-ace- 
leracion (DMA) de la partfcula en una posicion arbitraria. La unica fuerza que se 
encuentra en el DCL es la fuerza del resorte F = k(R — Lq), donde Lq es la longitud 
no deformada del resorte. Las otras fuerzas (peso de la partfcula y la reaccion con 
la superficie horizontal) son perpendiculares al piano del movimiento; por eso no 
entran en las ecuaciones del movimiento. El DMA muestra las componentes polares 
del vector de inercia, donde se obtuvieron las aceleraciones a partir de las ecuaciones 
(13.18). 
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DCL 

(las fuerzas perpendiculares al piano 
de movimiento no se muestran) 

(b) 


DMA 



En relacion con la figura (b), las ecuaciones del movimiento son 

T,F R = ma R +/* - k(R - L 0 ) = m(R - R9 2 ) 

E F e = ma g £\ 0 = m {RO + 2 R6) 


Al sustituir los datos dados, m = 0.3 kg, fe = 28.1 N/m y L 0 = 0-2 m, y despejar R y 
6, resultan las ecuaciones diferenciales 


R — R9 2 - 93.661 R + 18.733 m/s 2 9 = — rad/s 2 Respuesta 


Los valores iniciales son 


Ro 

Ro 

Oo 

do 


Lq = 0.2 m 

(v R )o = 2 sen 60° = 1.73205 m/s 

7t 

2 


(i ; e)o 

Lo 


2 cos 60° 
0.2 


—5.000 rad/s 


Respuesta 


Parte 2 

Cuando se usa la notacion 

x = [R 9 R 9] t 

las ecuaciones equivalentes de primer orden son 


x 3 

X 4 

x x x\ - 93.667.ri + 18.733 

—2X3X4/X1 
















90° 


/ 




c 


0.0 0 . 


0.2 0.3 0.4 0.5 


V 


oOZ.C 

(C) 


El programa MATLAB que resuelve las ecuaciones y grafica la trayectoria es 


function examplel3_13 
time = [0:0.025:1.5]; 
xO = [0.2 pi/2 1.73205 -5] ; 

[t,x] = ode45(@f,time,x0); 
axes('fontsize',14) 
polar(x(:,2),x(:,1)) 
grid on 

function dxdt = f(t,x) 
dxdt = [x(3) 
x (4) 

x(l)*x(4)"2-93,667*x(l) +18.7333 
-2*x(3)*x(4)/x (1)] ; 

end 

end 


En la figura (c) se muestra la grafica polar de la trayectoria. Observe que R nunca 
excede 0.4 m. 
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Problemas 


R = 55 m 


V*-H 




13.51 Una motocicleta recorre una curva, sin peralte, cuyo radio es de 600 pies. 
Si el coeficiente estatico de friccion entre el camino y las llantas es 0.4, determine la 
mayor rapidez constante con la que la moto no patinara. 


13.52 El vagon-plataforma viaja con una rapidez constante de 60 km/h alrededor 
de una curva cuyo radio es de 55 m con un peralte de 15°. Obtenga el menor coefi¬ 
ciente estatico de friccion entre la pista y el vagon para prevenir que el automovil 
de masa M patine. 


13.53 Un nino cuyo peso es de 60 lb sostiene una cuerda conforme la plataforma 
rota alrededor del eje vertical con rapidez angular constante 0 = 2 rad/s. Encuentre 
la tension en la cuerda y la fuerza normal entre el nino y la plataforma. Desprecie la 
friccion. 


13-54 Un motociclista realiza un cfrculo horizontal sobre la superficie interna de 
una pared cilindrica. Si el coeficiente de friccion estatica entre las llantas y la pared 
es 0.6, ^cual es la menor rapidez posible de la motocicleta? 



13-55 Un automovil viaja sobre la cresta A de una colina en donde el radio de 
curvatura es de 200 pies. Obtenga la maxima rapidez para la que las ruedas estaran 
en contacto con el camino en A. 


V 




Fig. P13.55 


Fig. P13.56 


13.56 Una caja de 7.5 kg se desliza hacia abajo por una salida circular y alcanza el 
punto A con una rapidez de 2.5 m/s. El coeficiente cinetico de friccion entre la caja y 
el vertedero es 0.3. Cuando la caja esta en A, calcule: (a) la fuerza normal que actua 
entre ella y el vertedero y (b) su razon de cambio de rapidez. 

13-57 La tension en la cuerda del pendulo simple es 8.5 N cuando 9 = 25°. Calcu¬ 
le la velocidad y aceleracion angulares de la cuerda en este instante. 
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13.58 El pendulo se suelta a partir del reposo con 9 = 30°. (a) Deduzca la ecua- 
cion del movimiento utilizando 9 como la variable independiente. (b) Determine la 
rapidez de la bola como una funcion de 9. 

13-59 El deslizador de masa m se mueve con friccion despreciable sobre un alam- 
bre circular de radio R que esta en un piano vertical. La fuerza horizontal constante F 
actua sobre el deslizador. Si este arranca a partir del reposo en A, obtenga la expre- 
sion para la F mas pequena que permitirfa llegar a B. 


\B 



Fig. P13.59 

13.60 La moneda A se ha colocado sobre un tocadiscos estacionario, en la po- 
sicion R = 15 pulg, 9 = 0. El coeficiente estatico de friccion entre la moneda y 
el tocadiscos es 0.2. Si el tocadiscos arranca con una aceleracion angular constan¬ 
te 0 = 1.5 rad/s 2 , determine la velocidad angular 9 cuando la moneda empieza a 
deslizarse. 


13.61 El collar de 1.2 lb se desliza con libertad sobre la varilla lisa <9,4. La varilla 
rota en el piano vertical respecto al perno en O con una velocidad angular constan¬ 
te 9. Encuentre el valor mmimo de 9 para el que el collar se mantendra en contacto 
con el tapon en A. Si hubiese friccion entre el collar y la varilla, ( : esto afectarfa su 
resultado? 



Fig. P13.61 



13.62 El collar A de 0.5 lb se desliza sobre la varilla gufa semicircular. Un perno 
unido al collar engarza la ranura vertical en la gufa B. que se mueve hacia la derecha 
con rapidez constante de 6 pies/s. Determine la fuerza entre el perno y la gufa B 
cuando 9 = 45°. Desprecie la friccion. 

13.63 Un resorte esta conectado entre el deslizador A de 2 lb y el marco. El resorte 
tiene una rigidez de 2 lb/pie y no tiene deformacion cuando x = 0.5 pies. Si se sabe 


O 



Fig. P13.57. Pi3 58 


I 



I 


Fig. P13.60 



Fig. P13.63 
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que el marco rota en el piano horizontal respecto de O con rapidez angular constante 
6=5 rad/s, determine la distancia x. Desprecie la friccion. 

13.64 El resorte ejerce una fuerza de 2 lb que presiona al deslizador A de 1.5 lb 
contra el tapon B. Suponiendo que la velocidad angular 9 se incrementa con lentitud, 
encuentre el valor de 6 para el cual el deslizador pierde contacto con el tapon B. 
Suponga que la rotacion del montaje ocurre en: (a) el piano horizontal y (b) el piano 
vertical. 

13.65 El deslizador A de 0.4 kg resbala sobre la varilla gma circular BC. El re¬ 
sorte unido al deslizador tiene una longitud libre de 0.4 m y una rigidez de 18 N/m. 
El deslizador se lanza hacia arriba desde C con velocidad de 2.4 m/s. Determine la 
magnitud de la aceleracion del deslizador y la fuerza de contacto entre el deslizador 
y la varilla gufa justo despues del lanzamiento. Desprecie la friccion. 



Fig. P13.65 



13.66 La varilla OA, que lleva un collar deslizante de masa m = 2.5 kg, rota 
respecto al eje vertical OB con rapidez angular constante 6= 20 rad/s. Una cuerda 
mantiene al collar en la posicion Rq = 1.4 m. (a) Determine la fuerza en la cuerda. 
(b) Encuentre R (la aceleracion del collar respecto a la varilla) inmediatamente des¬ 
pues de la ruptura de la cuerda. Desprecie la friccion. 



360 lb 

Fig. P13.69 


13.67 La varilla OA lleva un collar deslizante de masa m = 2 kg y rota respecto al 
eje vertical OB. La rapidez angular de la varilla se mantiene constante en 0 = 6 rad/s, 
mientras la cuerda jala el collar hacia O a razon constante de 0.8 m/s. Determine la 
tension en la cuerda y la fuerza de contacto entre la varilla y el collar cuando este 
llega a la posicion Ro = 1.2 m. 

*13.6 La varilla OA lleva un collar de masa m y rota respecto al eje vertical OB. 
La rapidez angular del montaje se mantiene constante en 9 = at. Si la cuerda que 
sostiene el collar en su lugar se corta en el tiempo t = 0 obtenga: (a) la ecuacion del 
movimiento del collar, con R (la distancia del collar a O) como la variable indepen- 
diente y (b) la velocidad del collar cuando llega al extremo A. Desprecie la friccion. 

13.69 La bola de 360 lb para derribar escombros esta inicialmente en reposo sos- 
tenida por los cables AB y BC. Calcule la fuerza en el cable AB: (a) antes de que se 
libere el cable BC y (b) justo despues de eliminar el cable BC. 















13 . 51 - 13 - 9 ° 


Problemas 


107 


13.70 Una canica de 1.0 pulg de diametro rueda por el surco AOB que tiene forma 
parabolica en el piano horizontal xy. La seccion transversal del surco es un rectangu- 
lo de 0.8 pulg de ancho. Despreciando la friccion, encuentre la mayor rapidez en la 
cual la canica permanecera en el surco. 


y 



Seccion transversal del surco 


Fig. P13.70 


13.71 La friccion entre la zapata A y la carcasa B permite al embrague centrlfugo 
transmitir la torca del eje 1 al eje 2. La fuerza centrffuga mantiene la zapata contra 
la carcasa, en donde el coeficiente de friccion estatica entre la zapata y la carcasa 
es 0.8. Cada zapata pesa 1.0 lb y es posible despreciar los pesos de las otras partes 
del ensamblaje de la zapata. (a) Calcule la tension inicial en cada resorte C del 
embrague de manera que el contacto entre la zapata y la carcasa solo ocurra cuando 
0 > 500 rev/min. (b) Determine la maxima torca que puede transmitirse cuando 6 = 
2000 rev/min. 



Fig. P13.71 
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0 



13.72 Un paquete de masa m se coloca dentro de un tambor que rota en el piano 
vertical con rapidez angular constante 9 = 1.36 rad/s. Si el paquete llega a la posi- 
cion 9 = 45° antes de deslizarse, determine el coeficiente estatico de friccion entre 
el paquete y el tambor. 

13.73 La trayectoria de la partfcula P de 3.6 kg es una elipse dada por R = 
Ro/(l + e cos 9), en donde Rq = 0.5 my e = 2/3. Suponiendo que la rapidez angular 
de la recta OP es constante a 20 rad/s, calcule las componentes polares de la fuerza 
que actua sobre la partfcula cuando esta en A. 



13-74 La partfcula P de 3.6 kg se mueve sobre la elipse descrita en el problema 
13.73. Si el movimiento de la partfcula es tal que V# = R0 = 10 m/s (constante), 
determine las componentes polares de la fuerza que actua sobre la partfcula en A. 

* 13.75 El empujador de 2.4 lb esta unido al extremo de una varilla telescopica con 
pivote en O. El empujador se presiona contra una superficie en espiral sin friccion 
mediante un resorte con rigidez k = 8 lb/pie y longitud libre L (l = 3 pies. La ecua- 
cion de la espiral, sobre el piano horizontal, es R = b9l2n. donde b = 1.2 pies y 9 
esta en radianes. Inmediatamente despues de que la varilla es liberada a partir del 
reposo en la posicion OA, determine: (a) la aceleracion angular 9 de la varilla y (b) 
la fuerza de contacto entre el empujador y la superficie en espiral. 


y 



Fig. P13.75 



Fig. P13.76 
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13.76 El cilindro A de 0.6 kg se mueve con friccion despreciable en el tubo hori¬ 
zontal, impulsado por la fuerza F. Si el cilindro se mueve de manera que R9 = 4 m/s 
(constante), determine F como una funcion del angulo 0. 

13-77 La partfcula P se mueve sobre una trayectoria curva, su rapidez varfa para 
mantener R 2 6 constante. Demuestre que la fuerza que actua sobre la partfcula siem- 
pre esta dirigida sobre la recta radial OP. 

*13.78 Un balm de 0.2 kg se desliza en el tubo OB. El tubo rota en el piano ho¬ 
rizontal respecto a un perno en O con velocidad angular constante 9 = 8 rad/s. El 
balfn esta en R = 0.5 m cuando se dispara hacia B con velocidad de 2 m/s respecto 
al tubo. (a) Obtenga el vector velocidad del balfn cuando llega al extremo del tubo 
en B. (b) ^Cual es la fuerza de contacto entre el bloque y el tubo en B1 Desprecie 
la friccion. 

13-79 Una bola A de 0.10 kg, que se desliza en una ranura del brazo OB en rota- 
cion, se mantiene en contacto con la leva estacionaria C por medio de la compresion 
de un resorte con rigidez k. El resorte ejerce una fuerza de 2 N sobre la bola cuando 
el brazo es estacionario en la posicion OP. Si el brazo rota con rapidez angular cons¬ 
tante 6= 20 rad/s, calcule la rigidez del resorte minima k que mantendra el contacto 
entre la bola y la leva cuando el brazo esta en la posicion OQ. Desprecie la friccion 
y suponga que el montaje esta sobre el piano horizontal. 





*13.80 El brazo OB del sistema descrito en el problema 13.79 rota con rapidez 
constante 6 = 20 rad/s. Cuando 9 = 60°, la fuerza ejercida por el resorte sobre la 
bola A es 12.5 N. Para esta posicion obtenga la fuerza de contacto entre: (a) la bola 
y la rueda, y (b) la bola y la ranura. 


13.81 El collarfn A de masa m resbala sobre la varilla OB sin peso, que rota con 
una velocidad angular constante 9 = co. Un perno unido al collarfn esta en la ranura 
vertical fija. Despreciando la friccion, determine: (a) la fuerza ejercida sobre el per- 



Fig. P13.81 
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no por la ranura y (b) la fuerza ejercida sobre el collarm por la varilla. Exprese sus 
respuestas en terminos de 6, 01 , m, b y g. 



13-82 La masa C esta conectada por dos alambres al poste vertical AB. La rota- 
cion del poste hace que la masa viaje en el crrculo horizontal que se muestra. Calcule 
la rapidez vq de la masa para igualar las tensiones en los alambres. 


13.83 El brazo telescopico del manipulador mecanico rota respecto al eje vertical 
con rapidez angular constante 6 = 8 rad/s. El angulo <!> se mantiene constante a 45°, 
pero la longitud del brazo varfa como L = 6 + 2 sen(20 1) pies, donde t esta en se- 
gundos. Calcule las componentes cilindricas de la fuerza ejercida por el brazo sobre 
el cabezal del manipulador de 120 lb como funciones del tiempo. 


13.84 El brazo telescopico del manipulador mecanico rota respecto al eje vertical 
con rapidez angular constante 6 = 8 rad/s. Al mismo tiempo, el brazo se extiende y 
desciende a razones constantes de L = 4 pies/s y <f> = 2 rad/s, respectivamente. De¬ 
termine las componentes cilindricas de la fuerza que el brazo ejerce sobre el cabezal 
del manipulador de 120 lb cuando L = 6 pies y 4> = 45°. 


gl3-85 Se puede demostrar que la ecuacion diferencial del movimiento para el 
pendulo simple es 0 = — ( g/L ) sen 9. Dado que L = 9.81 my que el pendulo es 
liberado a partir del reposo en 0 = 60°, determine el tiempo requerido para que el 
pendulo alcance la posicion 0=0. Compare su respuesta con la solucion analitica 
de 1.686 s. 



Fig. P13.83, P13.84 


Fig. P13.85 
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13.86 El bloque de masa m se libera a partir del reposo en 0 = 0 para que res- 
bale sobre la superficie circular. El coeficiente cinetico de friccion entre el bloque 
y la superficie es pi. (a) Demuestre que la ecuacion diferencial del movimiento del 
bloque es 


0 = (g/R)(cosO — (i sen0) — piO 2 (9 > 0) 



(b) Empleando R = 2 m y ju = 0.3, determine por integration numerica el valor de 
0 en donde el bloque llega al reposo por primera vez. 

*- 413-87 Una pinza unida al disco que rota hace que el angulo de inclination de la 
tabla OB varfe como 9 = 9q cos cot, en donde 9o = 15° y m = n rad/s. En t = 0, 
la partfcula A se coloca sobre la tabla en R = 2 pies sin velocidad respecto a la tabla. 
(a) Deduzca la ecuacion diferencial del movimiento para la partfcula y establezca 
las condiciones iniciales. (b) Integre las ecuaciones numericamente desde el tiempo 
de liberation hasta que la partfcula abandona la tabla; trace la grafica de R en com- 
paracion con t. (c) Determine el tiempo en que A se desliza fuera de la tabla y su 
velocidad respecto a esta ultima en ese instante. Desprecie la friccion. 

* 13.88 La partfcula de masa m resbala sin friccion dentro del recipiente conico. 

La partfcula es lanzada en t = 0 con velocidad vi = 10 pies/s, tangente al borde del 
recipiente. (a) Demuestre que las ecuaciones diferenciales del movimiento son 



z 


zd 2 tan 2 ft — g 
1 + tan 2 p 


y establezca las condiciones iniciales. (b) Utilizando fi = 20°, resuelva numerica¬ 
mente las ecuaciones del movimiento de f = 0 a f = 2 s; trace la grafica z en com- 
paracion con 9. (c) De la solution numerica, encuentre la distancia vertical h bajo la 
cual la partfcula no viajara. 




Fig. P13.88 


*1389 La masa de 0.25 kg, la cual esta unida a una cuerda elastica de rigidez 
10 N/m y longitud libre de 0.5 m, puede moverse libremente en el piano verti¬ 
cal. La masa se libera a partir del reposo en 9 = 0 con la cuerda sin deformacion. 
(a) Deduzca las ecuaciones diferenciales del movimiento y establezca las condicio¬ 
nes iniciales. (b) Resuelva las ecuaciones numericamente desde el tiempo de libera¬ 
cion hasta que la cuerda queda vertical por primera vez; trace la grafica R contra 9. 
(c) Encuentre la maxima elongacion de la cuerda. 

g i3-90 La masa de 0.25 kg del problema 13.89 se suelta a partir del reposo en 
9=0 con la cuerda estirada a 0.25 m. (a) Deduzca las ecuaciones diferenciales del 
movimiento para la masa y establezca las condiciones iniciales. (b) Resuelva nume¬ 
ricamente las ecuaciones desde el tiempo en que se libero hasta que la cuerda queda 
floja; trace la grafica R en comparacion con 9. (c) Determine el maximo valor de R y 
el valor de 9 cuando la cuerda queda floja. 



Fig. P13.89, P13.90 
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Repaso de ecuaciones 


Cinematica en coordenadas normal-tangencial 

v n = 0 v, — v = s (la velocidad es tangente a la trayectoria) 

2 , ■ d v 

a„ = v~/p a t — v — v — 
ds 

s = distancia medida sobre la trayectoria de la partlcula 
p = radio de curvatura de la trayectoria 
e„ apunta hacia el centra de curvatura 
e, esta dirigido en la direccion de la velocidad 


Cinematica del movimiento sobre una curva circular 

v = R6 

V 2 •, 

a n = — = R0~ a t = v — R0 

R 


R = radio de la trayectoria 


Cinematica en coordenadas polares y cilmdricas 

Vr = R Vg = R0 V z = z 

cir = R — R0 2 ag = R6 + 2R0 a z =z 


e« apunta alejandose del origen 
eg apunta hacia donde se incrementa 9 
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Problem as de repaso 

13.91 Un aeroplano realiza un bucle vertical de 1200 pies de radio. La rapidez del 
avion en lo alto del bucle es constante, 210 pies/s. Si el peso del piloto es de 175 lb, 
determine la fuerza de contacto entre este y su asiento cuando el avion esta en lo 
alto del bucle. 



Fig. P13.91 

13.92 Un automovil de 3000 lb viaja con rapidez constante de 65 mi/h sobre un 
camino con el perfil y = li cosdicx/b) pies, donde h = 3 pies y b = 200 pies. Deter¬ 
mine la maxima fuerza normal entre las llantas y el camino. 



Fig. P13.92 


13.93 Un satelite de 600 kg esta en orbita circular alrededor de un planeta. El 
radio de la orbita es 8000 km y el periodo (tiempo para una orbita completa) es de 
6 horas. Determine: (a) la fuerza gravitacional que actua sobre el satelite y (b) la 
masa del planeta. Utilice G = 6.493 X 10 11 m 3 /(kg ■ s 2 ) para la constante gravita¬ 
cional universal. 


13.94 La pipa de agua doblada, de seccion transversal constante, rota respecto al 
eje vertical AB con la velocidad angular constante 6 = 160 rev/min. Si la rapidez del 



Fig. P13.94 
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Fig. P13.96 


agua en la parte AB de la pipa es 600 mm/s (constante), encuentre la magnitud de la 
aceleracion de una partfcula de agua justo antes de salir de la pipa en C. 

1395 El automovil viaja sobre una curva que tiene la forma de la espiral 
R = (2b/ 71 ) 6, en donde b = 10 m. Si 0 = 0.5 rad/s (constante), determine la rapidez 
del automovil y la magnitud de la aceleracion cuando 0 = 3tt/ 2 rad (punto A). 



13.96 La barra AB arranca a partir del reposo en 6 = 0 con la aceleracion angular 
constante 9=6 rad/s 2 . El bloque de masa m empieza a resbalar sobre la barra cuando 
0 = 45°. Determine el coeficiente de friccion estatica entre el bloque y la barra. 

13-97 Un proyectil se lanza en B con la velocidad vo inclinado un angulo 0 O res- 
pecto a la horizontal. Si se sabe que los radios de curvatura de la trayectoria en A y 
B son p A = 40.8 my p B = 63.1 m, obtenga 9 0 y v 0 . Desprecie la resistencia del aire. 



Fig. P13.97 

13.98 El paquete de 5 kg resbala por una rampa parabolica. En la posicion que 
se muestra, la rapidez del paquete es de 2.4 m/s. Determine la fuerza de contacto 
normal entre la rampa y el paquete en esta posicion. 



Fig. P13.98 
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13.99 El carrete de 9 pulg de radio se pone en movimiento a partir del reposo en 
la posicion indicada. La rapidez angular 6 del carrete varfa con el tiempo, como se 
muestra en el diagrama. Obtenga el tiempo requerido para desenrollar 150 pies de 
cable. 



Fig. P13.99 

13.100 Un automovil viaja con rapidez constante sobre una pista circular peral- 
tada cuyo radio es de 250 pies. Si el angulo de peralte es /3 = 12° y el coeficiente 
de friccion estatica entre la pista y las llantas es 0.8, encuentre la maxima rapidez 
posible del automovil. 

13.101 La cuerda ABC esta unida al collar A deslizante y pasa sobre el carrete B. 
La cuerda se mantiene tensa gracias a un peso unido al extremo C. El collar se mue- 
ve hacia la izquierda con una rapidez constante de 1.6 m/s. Cuando el collar esta en 
la posicion 0 = 50°, determine: (a) la velocidad del punto C y 9, y (b) la aceleracion 
del punto C. 



Fig. P13.100 


1.6 m/s 



13.102 La partfcula de masa m se coloca sobre la superficie cilindrica de radio R 
en 6 = 0. Entonces la partfcula se desplaza ligeramente y se libera a partir del repo¬ 
so. Obtenga la rapidez de la partfcula como una funcion del angulo 6. < : ,En que valor 
de 9 la partfcula pierde contacto con la superficie? Desprecie la friccion. 



Fig. P13.102 
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Fig. P13.103 




Fig. P13.105 


h 




Fig. P13.108 



13.103 La masa m esta suspendida de dos alambres, como se muestra, cuando el 
alambre AB se corta. Si /? = 35°, determine la fuerza en el alambre BC: (a) antes de 
que AB sea cortado y (b) justo despues de cortar AB. (c) /.Para que valor de fl serian 
iguales los resultados de las partes (a) y (b)? 

13.104 Una particula se mueve sobre la superficie de una esfera de radio b. La 
description del movimiento en coordenadas cilindricas es 9 = a>t, R = b sen ait, 
Z = b cos a>t, en donde a> es una constante. Encuentre: (a) la maxima rapidez y (b) la 
maxima magnitud del vector aceleracion de la particula. 

13.105 La masa en C esta unida al poste vertical AB gracias a dos alambres. El 
montaje rota respecto a AB con rapidez angular constante 0. Si la fuerza en el alam¬ 
bre BC es el doble de la fuerza en AC, determine el valor de 9. 

13.106 El collar A se desliza sobre la varilla OB, que rota en sentido contrario a 
las manecillas del reloj. Obtenga el vector velocidad de A cuando OB es vertical, 
dado que la rapidez del extremo B es 0.4 m/s en esa position. 



Fig. P13.106 


Fig. P13.107 


13.107 El perno P se desliza en las ranuras del brazo que rota OA y de la barra 
circular fija BC. Si OA rota con la rapidez angular constante 9 = 2 rad/s, encuentre 
la rapidez de P cuando 9 = 60°. 

13.108 La trayectoria de una pelota que rueda sobre una pista circular sin friction 
es un circulo de radio R. La pista se encuentra peraltada a un angulo fi. Obtenga la 
rapidez de la pelota. 

13.109 Un pendulo esta conectado al poste vertical por medio de una abrazadera 
en A. La masa B de la pesa es 1.2 kg y la masa del brazo AB es despreciable. El poste 
rota con una rapidez angular constante, haciendo que la pesa recorra un circulo hori¬ 
zontal. Si 9 = 85°, determine: (a) la fuerza tensora en AB y (b) la rapidez v de la pesa. 


Fig. P13.109 
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Principios de trabajo-energfa 
y de impulso-cantidad de 
movimiento para una portfolio 



Se requiere bastante energia para 
lanzar una nave espacial para un 
viaje interplanetario. El problema 
14.48 muestra como calcular la 
energia necesaria para escapar del 
campo gravitacional terrestre. 
(©iStockphoto.com/Konstantin 
Inozemtsev) 


Introduction 


En el metodo de fuerza-masa-aceleracion, que se utilizo en los capftulos 12 y 13, las 
ecuaciones de movimiento de la partfcula se obtuvieron directamente de la segunda 
ley de Newton, F = ma. La solucion de esas ecuaciones requirio dos integraciones, 
la primera para obtener la velocidad y la segunda para determinar la posicion. 

Los metodos de trabajo-energfa y de impulso-cantidad de movimiento usan 
formas integrales de las ecuaciones de movimiento. Si se integran ambos lados de 
F = ma respecto a la posicion, se obtienen las ecuaciones que se utilizan en el me¬ 
todo de trabajo-energfa. La integracion de F = ma respecto al tiempo conduce a las 
ecuaciones del metodo de impulso-cantidad de movimiento. Las formas integrales 
de las ecuaciones de movimiento pueden ser muy eficaces en la solucion de ciertos 
tipos de problemas. El metodo de trabajo-energfa es util para calcular el cambio de 


14.1 
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rapidez durante un desplazamiento de la partfcula. El metodo de impulso-cantidad 
de movimiento es mas adecuado para determinar el cambio de velocidad durante un 
intervalo de tiempo. 


Trabajo de una fuerza 


a. Definition de trabajo 

Se empieza por definir el trabajo de una fuerza, concepto que desempena un papel 
fundamental en el principio de trabajo-energfa que se deriva en el siguiente apartado. 
Sea A el punto de aplicacion de una fuerza F, se sigue la trayectoria J5fque se mues- 
tra en la figura 14.1. El vector de posicion de A (medido desde un punto fijo O) se 
denota por r al tiempo t y r + dr al tiempo t + dt. Observe que dr, el desplazamiento 
del punto durante el intervalo de tiempo infinitesimal dt, es tangente a la trayectoria 
en A. El trabajo diferencial dU realizado por la fuerza F cuando su punto de aplica¬ 
cion ejecuta el desplazamiento dr esta definido por 


14.2 


dU — F • dr 


(14.1) 



El trabajo hecho por F cuando el punto A se mueve de la posicion 1 a 2 se obtiene al 
integral' la ecuacion (14.1) sobre la trayectoria dfi 

t/i-2 = J dU = 

El trabajo es una cantidad escalar que puede ser positiva, negativa o cero. Su dimen¬ 
sion es [FL] con unidades lb • pie o lb • pulg en el sistema ingles y N • m o joule (J) 
(1 J = 1 N • m) en el SI. 

Al introducir la notacion ds = \ dr | y F = | F [, la ecuacion (14.1) puede escri- 
birse en la forma 


/ 


F • dr 


(14.2) 


dU = F cos a ds (14-3) 

donde a es el angulo entre F y dr, como se muestra en la figura 14.1. Al consultar la 
figura 14.2(a), se observa que F cos a = F t es la componente de F que es tangente 
a la trayectoria en A. 





14-2 Trabajo de una fuerza 119 




Fig. 14.2 


Por tanto, la ecuacion (14.2) es equivalente a 

Ui- 2 = f F, ds ( 14 . 4 ) 

J* 1 

donde ,v es la longitud de la trayectoria medida desde un punto fijo arbitrario sobre 
la trayectoria que se muestra en la figura 14.1. La componente normal F n , al ser per¬ 
pendicular a la curva, no realiza trabajo (F„ • dr = 0). Ya que la componente tangen- 
cial F, hace todo el trabajo, se llama componente de trabajo de F. Asf, el incremento 
de trabajo puede verse como 

dU = F, ds 

= (componente de trabajo de F) X (magnitud de dr) 

En la figura 14.3 se muestra una interpretacion geometrica de la ecuacion (14.4): el F, 
trabajo U 1-2 es igual al area bajo el diagrama F t . s . 

La figura 14.2(b) permite obtener otra interpretacion del incremento de trabajo. 
Observe que ds cos a es la componente de dr que es paralela a F. A esta se le llama 
componente de absorcion de trabajo del desplazamiento diferencial. Por tanto, el 
incremento de trabajo es 

dU = F(ds cos a) 

= (magnitud de F) X (componente de absorcion de trabajo de dr) 

Otra expresion util para el trabajo realizado por una fuerza resulta al escribir el 
producto punto F • dr en coordenadas rectangulares: 


Li_ 2 = / (F x dx + Fydy + F. dz) 

Jse 

r *2 ry 2 rz2 

/ F x dx + Fydy + F z dz 
Jx 1 J y\ J z\ 


(14-5) 


donde dx, dy y dz son las componentes de dr y {x\, yi, z.\ ) y fe, >' 2 . Z 2 ) son las coor¬ 
denadas de los puntos 1 y 2 , respectivamente. 



ifi-* i2 


Fig. 14.3 
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b. Trabajo de una fuerza constante 

Si la fuerza F es constante en magnitud y direccion, la ecuacion (14.2) queda: 


i F 


r r 2 

U \-2 = F • / dr — F • Ar 

4r, 



donde Ar es el vector de desplazamiento de la posicion 1 a la posicion 2, como se 
muestra en la figura 14.4. 

Sea a el angulo entre F y Ar, con Ad el desplazamiento en la direccion de F. 
Empleando la definicion del producto punto, el trabajo hecho por F se convierte en 
f/j _2 = F • Ar = F lArl cos a, que puede escribirse como* 


Fig. 14.4 


U i_ 2 = F Ad 


(14.6) 


r 

Ah 

H© 

fw 


_ se 

f® 

\w 


Observe que Ad no es el desplazamiento del punto de aplicacion de F; es la compo- 
nente de absorcion de trabajo del desplazamiento. 

De la ecuacion (14.6) se observa que el trabajo hecho por una fuerza constante 
solo depende de las posiciones inicial y final de su punto de aplicacion; es deck, el 
trabajo es independiente de la trayectoria . 

Si un objeto esta en las cercanfas de la superficie terrestre, su peso puede con- 
siderarse como una fuerza constante y la ecuacion (14.6) se puede emplear para 
calcular su trabajo. La figura 14.5 muestra tal objeto de peso W. que se mueve de la 
posicion 1 a la 2. Observe que el incremento Ah en la elevacion tambien es la com- 
ponente de absorcion de trabajo del desplazamiento. Por tanto, el trabajo hecho por 
W es 


Fig. 14.5 


U i—2 = - W Ah 


( 14 - 7 ) 


El signo “menos” en esta ecuacion se debe a que W y el incremento en la elevacion 
tienen direcciones opuestas. Como es el caso para todas las fuerzas constantes, el 
trabajo hecho por W es independiente de la trayectoria. 


c. Trabajo de una fuerza central 



Una fuerza central tiene dos caracterfsticas que la definen: 1. siempre esta dirigida 
hacia un punto fijo, y 2. su magnitud es una funcion de la distancia entre el punto fijo 
y el punto de aplicacion de la fuerza. La atraccion gravitacional y la fuerza ejercida 
por un resorte son dos ejemplos comunes de una fuerza central. 

Considere el trabajo realizado por la fuerza central F, que se muestra en la figura 
14.6, conforme su punto de aplicacion se mueve la distancia infinitesimal ds sobre la 
trayectoria J?. De la ecuacion (14.3), el incremento de trabajo es 


dU = — F cos a ds = —F dR 


*La ecuacion (14.6) es la base para la “definicion” comun de trabajo como “fuerza por distancia”. Es 
importante recordar que esta ecuacion es valida solo para una fuerza constante; la definicion general de 
trabajo esta dada por la ecuacion (14.2). 


Fig. 14.6 
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donde dR es el incremento en la distancia entre el punto de aplicacion de F y el 
punto fijo O. El signo “menos” es el resultado de F y dR cuando se tienen direccio- 
nes opuestas. El trabajo de F durante un desplazamiento finito de la posicion 1 a la 
posicion 2 es 


r R 2 

U i —2 = - / F dR ( 14 . 8 ) 

Note que el trabajo es independiente de la trayectoria solo depende de los valores 
inicial y final de R. 

1 . Trabajo de la fuerza de un resorte Un resorte “ideal ’ 7 tiene un peso despre- 
ciable y su deformacion (elongacion o contraccion) es proporcional a la fuerza que 
la ocasiona. La mayorfa de los resortes en espiral se aproximan de manera muy 
cercana a esas condiciones ideales. La proporcionalidad entre la fuerza F y la elon¬ 
gacion resultante 8 se expresa en la forma 


F — kS 


( 14 - 9 ) 


donde k es la rigidez del resorte o constante del resorte. La dimension de k es [F/L]; 
sus unidades son lb/pie, lb/pulg o N/m. Otra propiedad importante de un resorte 
es su longitud no deformada, que tambien se llama longitud libre. Si se denota la 
longitud libre con L {) y la longitud deformada con L , la elongacion del resorte es 
8 = L- Lq. 

La figura 14.7(a) muestra un resorte en espiral de longitud deformada L. Como 
la fuerza F ejercida por el resorte es una fuerza central, su trabajo puede calcularse 
empleando la ecuacion (14.8). El incremento de elongacion d8 que se muestra en la 
figura es equivalente a dR en la ecuacion (14.8) con ambos representando el cambio 
incremental en la distancia entre el punto fijo O y el punto de aplicacion de la fuerza. 
Por tanto, al reemplazar dR en la ecuacion (14.8) con d8, se obtiene el trabajo hecho 
por el resorte conforme su deformacion cambia de 8 1 a 8 2 '. 


U i_2 = — 



F d8 = —k 



1 

8 d8 = — k(8 
2 


2 

2 



( 14 . 10 ) 


Las ecuaciones (14.9) y (14.10) son validas para elongacion (5 positiva) y tambien 
para contraccion (S negativa). 



(a) (b) 

Fig. 14.7 


2. Trabajo de una fuerza gravitacional El trabajo de la fuerza gravitacional 
(peso) que actua sobre un cuerpo cerca de la superficie terrestre puede calcularse a 
partir de la ecuacion (14.8). 
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Lejos de la superficie de la Tierra, el trabajo debe determinarse con la ley de la gra¬ 
vitation de Newton 


F = 


G 


m A m B 

Ri 


(11.17, repetida) 


donde F es la fuerza de atraccion entre dos cuerpos de masas m A y m B separadas por 
la distancia R,y G representa la constante gravitational universal. 

La fuerza F que se muestra en la figura 14.7(b) representa la fuerza gravitatio¬ 
nal ejercida por el cuerpo B sobre otro A. Cuando se sustituye la ecuacion (11.17) en 
la (14.8), el trabajo de F sera 


U 1-2 = —Gm A m B 



—Gm A mB 




(14.11) 


donde R\ y AS son las distancias inicial y final entre los cuerpos. 

Una aplicacion comiin de la ecuacion (14.11) es en la mecanica espacial, par- 
ticularmente en el vuelo de satelites. En ese caso, m A = M T (la masa de la Tierra) y 
R es la distancia al satelite desde el centra de la Tierra. 


Principio de trabajo y energta cinetica 


El principio de trabajo y energta cinetica (tambien conocido como principio de tra- 
bajo-energia) establece que el trabajo realizado por todas las fuerzas que actuan so¬ 
bre una partfcula (el trabajo de la fuerza resultante) es igual al cambio en la energfa 
cinetica de la partfcula. Este principio, que forma la base para el metodo de trabajo- 
energfa del analisis cinetico, se deduce al integrar la segunda ley de Newton sobre la 
trayectoria de la partfcula. 

Considere una partfcula de masa m que se mueve de la position 1 a la 2 sobre 
la trayectoria ,54con su coordenada de trayectoria cambiando de ,V| a ,s 2 . Sea que EF 
denote la fuerza resultante (suma vectorial de todas las fuerzas) que actuan sobre la 
partfcula. Aplicando la segunda ley de Newton en la direction tangente a la trayec¬ 
toria, se obtiene 

YF t = ma t (14.12) 

De acuerdo con la ecuacion (13.9), a, = v dv/ds, que puede sustituirse en la ecuacion 
(14.12), resulta en 2 .F, = mv dv/ds o 

HF t ds — mv dv 

Al integrar sobre la trayectoria ,54, se obtiene 

r s i r v 2 

/ Y. F, ds = I mv dv 
J S\ J Vl 

donde Vi y v 2 son la rapidez de la partfcula en los puntos extremos 1 y 2 de la trayec¬ 
toria. El resultado de la integration es 


14.3 


U1-2 = -m(vl - v\) 
Por definition, la energi'a cinetica de una partfcula es 


T = 



(14-13) 


(14.14) 
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de manera que la ecuacion (14.13) adquiere la forma 


Ui—2 = T 2 - 7) = AT 


(14-15) 


La ecuacion (14.15) es el principio de trabajo-energia (o el balance de trabajo y 
energfa cinetica): 

Trabajo hecho por la fuerza resultante que actua sobre una partfcula 
= cambio en la energfa cinetica de la partfcula. 

Cuando este principio se utiliza en el analisis cinetico, el proceso se conoce como el 
metodo de trabajo-energia. 

Ya que el principio de trabajo-energfa resulta de integral - la segunda ley de 
Newton, entonces no es independiente. Por tanto, cualquier problema que pueda 
resolverse con el metodo de trabajo-energfa tambien puede, en teorfa, resolverse con 
el de fuerza-masa-aceleracion (FMA). 

Las ventajas principales del metodo de trabajo-energfa respecto al metodo FMA 
son las siguientes: 

1 . En problemas donde el trabajo puede calcularse sin integracion (como en los 
casos que se analizaron en el apartado anterior), el cambio en la rapidez de la 
partfcula puede obtenerse facilmente con un mfnimo de calculos. (Si la integra¬ 
cion debe emplearse para calcular el trabajo, el metodo de trabajo-energfa, en 
general, no tiene ventaja sobre la integracion de la aceleracion determinada con 
el metodo FMA.) 

2 . Solo deben considerarse las fuerzas que realizan trabajo; en el analisis no se 
incluyen las que no lo hacen. 

3. Si la posicion final, es decir, la posicion 2, se elige de modo arbitrario, entonces 
el metodo de trabajo-energfa determinat'd la rapidez como una funcion de la 
posicion de la partfcula. 

Precaucion Cuando se utiliza el metodo de trabajo-energfa deben considerarse los 
siguientes puntos: 

• El trabajo de una fuerza es una cantidad escalar (positiva, negativa o cero) que 
esta asociada con un cambio en la posicion del punto de aplicacion de la fuerza. 
(La frase “trabajo en una posicion dad a” no tiene sentido.) 

• La energfa cinetica es una cantidad escalar (siempre positiva) asociada con la 
rapidez de una partfcula en un instante dado. Las unidades de la energfa cinetica 
coinciden con las de trabajo: N • m, lb • pie, y asf sucesivamente. 

• El principio de trabajo-energfa, U = AT, es una ecuacion escalar. No obstante 
que eso es obvio, un error comun es aplicar el principio de trabajo-energfa de 
manera separada en las direcciones x, y o z, lo que, de hecho, es incorrecto. 

• Cuando se aplica el metodo de trabajo-energfa, puede utilizarse un diagrama de 
fuerza activa, que solo muestra las fuerzas que realizan trabajo, en lugar del dia¬ 
grama de cuerpo libre convencional. Un proceso conveniente para determinar el 
diagrama de fuerza activa consiste en dibujar primero el DCL de la partfcula en 
una posicion arbitraria y despues eliminar o marcar las fuerzas que no efectuan 
trabajo. En este libro, estas ultimas se muestran en el DCL como flechas discon- 
tinuas. 


Problema de ejemplo 14.1 



B 



La figura (a) muestra un collarin A de masa m = 1 .8 kg que resbala sobre una varilla 
sin friccion que se encuentra en el piano vertical. Una cuerda esta unida a A y pasa 
sobre una polea en B. La fuerza horizontal constante P se aplica al final de la cuerda. 
El collarin se suelta a partir del reposo en la posicion 1; 1. determine la rapidez del 
collarin en la posicion 2 si / J = 20 N; 2. encuentre el valor menor de P para el que 
el collarin alcanzara la posicion 2 . 

Solution 

Analisis preliminar 

Se pide determinar el cambio en la rapidez del collar entre dos posiciones especifi- 
cadas, que de manera ideal es una tarea adecuada para el metodo de trabajo-energfa. 

En la figura (b) se muestra el DCL del collar. Solo el peso W de este ultimo y la 
fuerza P aplicada por la cuerda realizan trabajo sobre el collarin. La fuerza normal 
de contacto N A , no efectua trabajo porque es perpendicular a la varilla (la trayectoria 
del collar); por tanto, en la figura N A se indica como una flee ha discontinua, lo que 
indica que no es parte del diagrama de fuerza activa (recuerde que un diagrama de 
fuerza activa puede obtenerse al eliminar en el DCL todas las fuerzas que no realizan 
trabajo). 

Trabajo de I/I / El trabajo realizado por el peso W = mg del collarin puede obtenerse 
de la ecuacion (14.7): 

U i —2 = -mgh (a) 

donde h es el cambio en la elevation que se muestra en la figura (a). 

Trabajo de P En la figura (b) P es una fuerza central (siempre esta dirigida hacia B) 
de magnitud constante. Asf, su trabajo puede calcularse mediante la ecuacion (14.8): 


U\— 2 = P f 2 dL = P(L\ L 2 ) (b) 

Jl i 

donde L\ y L 2 son las longitudes que se muestran en la figura (a). 


Parte 1 

Sea v 2 la rapidez del collar en la posicion 2, entonces se tiene Ty = 0 (el collarin esta 
en reposo en la posicion 1) y T 2 = —mv 2 . Asf, el principio de trabajo-energfa implica 

U i—2 = t 2 -t 1 

1 , 

—mgh + P(L i — L 2 ) = ~ mv 2 ~ 0 (c) 

El trabajo U i 2 resulto al sumar las contribuciones deWyP en las ecuaciones (a) y (b). 
De la figura (a) se obtiene que h = 2 sen 30° = 1.0 m, L\= - v /(2cos30°) 2 + (2.5) 2 = 
3.041 m, y L 2 — 2.5— 1.0 = 1.5 m. Cuando se sustituyen esos valores, junto con 
m = 1.8 kg y P = 20 N, en la ecuacion (c), se obtiene 

— (1.8) (9.81)(1.0) + 20(3.041 - 1 . 5 ) = -(1.8)vf 

que implica 


v 2 = 3.82 m/s 


Respuesta 
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Parte 2 


En esta parte del problema, el collarin tambien esta en reposo en la position 2, de 
modo que 7) = T 2 = 0. Entonces el problema se reduce a encontrar el valor de P 
para el que U\- 2 = 0, es decir. 


—mgh + P(L\ — L 2 ) = 0 


La solucion es 


mgh 

Li-L 2 


(1.8)(9.81)(1.0) 
3.041 - 1.5 


11.46 N 


Respuesta 


Notas 

• Si el valor dado de P en la parte 1 fuera menor que 11.46 N, f/ 1 _ 2 serla negativo, 
resultando en una rapidez imaginaria (raiz cuadrada de un numero negativo) en 
la position 2. Esto indicarfa la imposibilidad de que el collarin alcance la posi¬ 
tion 2. 

• Si la friction entre la varilla y el collarin no fuera despreciable, se tendria que 
agregar la fuerza de friction cinetica F k = u k N A en el diagrama de fuerza activa 
de la figura (b). Como N A varia con la coordenada de position x, entonces F k 
tambien dependeria de x. Por tanto, la integration requerirfa calcular el trabajo 
de la fuerza de friction. Asi el metodo de trabajo-energia no tendria ventaja 
sobre el metodo FMA. Sin embargo, en casos en los que la fuerza normal es 
constante, el trabajo de la fuerza de friction puede obtenerse sin integration 
(vease el problema de ejemplo 14.2). 


Problema de ejemplo 14.2 

Como se muestra en la figura (a), el bloque de masa m = 1.6 kg se coloca sobre 
un piano horizontal unido a un resorte ideal. Los coeficientes estatico y cinetico de 
friction entre el bloque y el piano se presentan en la figura. El resorte tiene la rigidez 
de k = 30 N/m y no esta deformado cuando x = 0. El bloque se lanza en x = 0 con 
la velocidad de 6 m/s hacia la derecha; 1 . determine el valor de x cuando el bloque 
llega al reposo por primera vez; 2 . muestre que el bloque no permanece en reposo en 
la position encontrada en la parte 1; 3. obtenga la rapidez del bloque cuando llega a 
x = 0 por segunda vez. 

Solucion 

Parte 1 

La figura (b) muestra el DCL del bloque, aceptando el movimiento hacia la derecha. 
El peso mg = (1.6)(9.81) = 15.696 N y la fuerza de contacto normal N A se muestran 
como flechas discontinuas ya que no realizan trabajo (las fuerzas son perpendicu- 
lares a la trayectoria del bloque). Sin duda, debe calcularse N A , porque esta deter- 
mina la fuerza de friction cinetica Fk, que efectua trabajo. De X/-\ = 0, se obtiene 
N a = m 8 = 15.696 N. Asi F k = u k N A = (0.2)( 15.696) = 3.139 N. Observe que F k 
es constante (N A es constante) y como se opone al movimiento entonces su trabajo es 
negativo. 


Posicion no deformada 





(a) 


mg 


15.696 N 


P = kx 


Fk = F k N A 


t- 



N a = 15.696 N 


(b) 



























La unica otra fuerza que realiza trabajo es la del resorte P = kx (en este caso, el 
desplazamiento x del bloque coincide con la elongation del resorte). 

Aplicando el principio de trabajo-energfa entre la posicion 1 de lanzamiento y 
la posicion 2 de reposo, se obtiene 

U1-2 = t 2 -t x 

-\ k ( x l ~ *l) “ F k x 2 = 2 WV 2 - ^ mv l 
-^(30)(x 2 - 0) - 3.139X2 = 0 - ^(1.6)(6 ) 2 

Las dos soluciones son x 2 = 1.2850 m y —1.4942 m. La velocidad de lanzamiento 
fue hacia la derecha, entonces solo la raiz positiva tiene significado ffsico; es decir. 

x 2 = 1.285 m Respuesta 

Parte 2 

En la figura (c) se muestra el DCL del bloque en reposo en la posicion 2. La fuerza 
del resorte P = kx 2 = (30)(1.2850) = 38.55 N, que tiende a jalar al bloque hacia 
la izquierda, es opuesta a la fuerza de friccion estatica F s . En esta posicion se tie¬ 
ne equilibrio solo si F„ = P = 38.55 N. La maxima fuerza de friccion posible es 
F m m ~ PsNa = (0.3)(15.696) = 4.709 N. Como F s > F m . dx , el equilibrio no es posi¬ 
ble, entonces el bloque iniciara su movimiento hacia la izquierda. 

Parte 3 

En la figura (a), el 3 denota la posicion del bloque cuando llega a x = 0 por segunda 
vez. Para obtener la rapidez del bloque en esta posicion, se aplica el principio de 
trabajo-energfa entre las posiciones 1 y 3 (se lograrfa el mismo resultado con las 
posiciones 2 y 3). Es cero el trabajo neto de la fuerza del resorte, porque este ultimo 
no esta deformado en ambas posiciones. El trabajo hecho por la fuerza de friccion 
cinetica es — Fpc 2 cuando el bloque se mueve de 1 a 2 y —Fpc 2 entre 2 y 3 (recuerde 
que el trabajo de la fuerza de friccion siempre es negativo) para un total de —2P k x 2 . 
Por tanto, el principio de trabajo-energfa da 

t/i-3 = T 3 -T l 

~2F k x 2 = ^m(vj - v 2 ) 

—2(3.139)(1.2850) = ^(1.6)(v 2 - 6 2 ) 

que implica 

V 3 = 5.09 m/s Respuesta 

Nota 

Si V 3 fuera imaginaria (la rafz cuadrada de un numero imaginario), se concluirfa que 
el bloque no logra alcanzar la posicion 3 porque llegarfa al reposo en algun punto 
entre las posiciones 2 y 3. Esta posicion de reposo podria determinarse con otra 
aplicacion del principio de trabajo-energfa. 
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mg = 15.696 N 


P = 38 55 N-l^ n re P oso en 

la posicion @ 


N a = 15.696 N 
(c) 













Problema de ejemplo 14.3 

En la figura (a), el collar de 2 lb resbala sobre la varilla gufa con friccion despre- 
ciable. La longitud libre del resorte unido al collarfn es L 0 = 6 pies y su rigidez es 
k = 8 lb/pie. Si el collarfn se desliza hacia abajo de la varilla con rapidez v A = 12 
pies/s cuando esta en A, determine la rapidez del collarfn en B. 


z 



Solution 

En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) del collarfn cuando 
este se encuentra a una distancia arbitraria s de A. Las fuerzas que actuan sobre el 
collarfn son el peso W, la fuerza F del resorte y la fuerza de contacto normal N apli- 
cada por la varilla. Solo W y F realizan trabajo sobre el collarfn; N no efectua trabajo 
porque es perpendicular a la trayectoria AB del mismo. 


z 



(b) 


Trabajo de W De la ecuacion (14.7), el trabajo del peso es 


U A -b = -W(zb~ Za ) = -2(0 - 4) = 8 lb • pie (a) 

Trabajo de F El trabajo hecho por la fuerza del resorte sobre el collarfn se obtiene 
de la ecuacion (14.10): 


U A _ B =--kiSj, - 8\) 


(b) 



















Sean L A y L B las longitudes del resorte cuando el collarin esta en Ay B, respectiva- 
mente, entonces las elongaciones correspondientes del resorte son 


S A = L a — Lq = y/3 2 + 4 2 — 6 = —1.0 pies 
S B = L b — Lq — 8 — 6 = 2.0 pies 


El signo negativo indica que el resorte esta comprimido cuando el collar esta en A. 
Sustituyendo los valores de d A y d B en la ecuacion (b), se obtiene 


U A -b = — — (8)[(2.0) 2 - (-1.0) 2 ] = -12 lb • pie 


(c) 


El trabajo total realizado sobre el collar se determina sumando las ecuaciones (a) 

y (c): 


U A -b = 8 — 12 = —4 lb • pie 


A1 aplicar el principio de trabajo-energia entre las posiciones Ay B, resulta 


Iff,, , 

Ua-b = T b — T a = - — iy B - v A ) 
2 g 


1 2 0 „ 

-4 =-(v 2 „ - 12 2 ) 

2 32.2 B 


que da 


v B = 3.90 pies/s 


Respuesta 


Notas 

• Si el analisis hubiera predicho una v B imaginaria (la raiz cuadrada de un numero 
negativo), se concluiria que el collar llego al reposo antes de alcanzar B. 

• La facilidad con que se obtuvo v B demuestra el poder del metodo de trabajo- 
energia en la solucion de algunos problemas. La inspeccion del DCL de la fi¬ 
gure (b) revela que la relacion entre la fuerza F del resorte y la coordenada de 
posicion s es compleja. Se deduce que si se hubiera empleado el metodo FMA, 
el lado izquierdo de la ecuacion de movimiento X/-’ = ms seria una funcion 
complicada de ,v. En consecuencia, la integracion de esta ecuacion seria muy 
dificil. Sin embargo, al utilizar el metodo de trabajo-energia, se elimina esta difi- 
cultad porque la integracion ya se ha efectuado en la derivacion del principio de 
trabajo-energia. 
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Problemas 


14.I (a) Calcule el trabajo hecho por cada fuerza dada en la siguiente lista con- 

forme su punto de aplicacion se mueve de 1 a 3 sobre la recta que conecta 1 y 3. 
(b) Repita el inciso (a) si la trayectoria consta de los segmentos rectos 1-2 y 2-3 
(x y y estan en pies). 


1. F = 30i - lOj lb 

2. F = 3xi — yj lb 
3- F = 3yi - xj lb 



14.2 Calcule el trabajo de la fuerza F = (F 0 /b 3 )(xy 2 i + x 2 yj) conforme su punto 
de aplicacion se mueve de 1 a 2 sobre (a) la recta y = x y (b) la parabola y = x 2 /b. 

14.3 Repita el problema 14.2 para la fuerza F = (Fo/b 3 )(x 2 yi + xy 2 j). 

14.4 El collarfn de peso W resbala sin friccion sobre un arco circular de radio R. 
El resorte ideal unido al collarfn tiene la longitud libre Lq = R y rigidez k. Cuando 
el deslizador se mueve de A a B, calcule (a) el trabajo hecho por el resorte y (b) el 
trabajo realizado por el peso. 



Fig. Pi4.4 


Fig. P 14 . 5 . Pi4-6 


14.5 Obtenga la expresion para el trabajo efectuado por el resorte ideal sobre el 
deslizador cuando este se mueve de A a B. Suponga que la longitud libre del resorte 
es (a) L 0 = by (b) L 0 = 0.8 b. 
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14.6 El coeficiente de friccion cinetica entre el deslizador y la varilla es p y la lon- 
gitud libre del resorte es L {] = b. Deduzca la expresion para el trabajo realizado por 
la fuerza de friccion sobre el deslizador cuando este se mueve de A a H. Desprecie 
el peso del deslizador. 



Fig. P14.8 



14.7 El hombre arrastra sobre el piso un cajon de 200 lb jalandolo con una fuerza 
constante de 40 lb. Si el cajon estaba inicialmente en reposo, £que tanto se movera 
antes de que su rapidez sea 4.5 pies/s? El coeficiente de friccion cinetica entre el 
cajon y el piso es 0.18. 

14.8 El paquete de 5 lb llega a A, en lo alto de la banda transportadora inclinada, 
con una rapidez de 10 pies/s. Despues de descender por la banda, el paquete resba- 
la una distancia d sobre una superficie horizontal rugosa, deteniendose en B. Si el 
coeficiente de friccion cinetica entre el paquete y el piano horizontal es 0.4, deter¬ 
mine la distancia d. 

14.9 La caja de 25 kg se lanza desde la posicion que se muestra, sobre un piano 
horizontal rugoso, con una velocidad de 8 m/s. Determine la distancia x que la caja 
viajara antes de que el resorte detenga el movimiento hacia adelante. El coeficiente 
de friccion cinetica entre la caja y el piano es u k = 0.2 y la constante del resorte es 
k = 150 N/m. 

14.10 La rapidez del automovil en la base de una colina de 30 pies de alto es 45 
mi/h. Suponiendo que la conductora no pisa los pedales de freno y acelerador, / cual 
sera la rapidez del vehfculo en lo alto de la montana? 



Fig. P14.10 


14.II El deslizador de 0.8 kg esta en reposo en la posicion 1 cuando la fuerza ver¬ 
tical constante F se aplica a la cuerda unida al deslizador. ^Cual es la magnitud de 
F requerida para que el deslizador alcance la posicion 2 con una rapidez de 6 m/s? 
Desprecie la friccion. 


1.2 m 



Fig. P14.11 
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14.12 Un cajon de peso W se arrastra sobre el piso desde A hasta B por medio 
de una fuerza vertical constante P que actua en el extremo de la cuerda. Calcule el 
trabajo que la fuerza P realiza sobre el cajon. Suponga que este ultimo no se levanta 
del piso. 

*14.13 Para el cajon descrito en el problema 14.12, determine el trabajo efectuado 
por la fuerza de friccion si el coeficiente cinetico de friccion entre el cajon y el piso 
es fi. 

14.14 La masa de 0.31 kg se desliza sobre un alambre sin friccion que esta en el 
piano vertical. El resorte ideal unido a la masa tiene una longitud libre de 80 mm y su 
rigidez es 120 N/m. Calcule el menor valor de la distancia b si la masa debe alcanzar 
el extremo del alambre en B despues de ser liberada, a partir del reposo, en A. 



Fig. P14.12, P14.13 



A 


Fig. P14.14 


14.15 El collarin de 3 lb se mueve de A a B sobre una varilla sin friccion. La ri¬ 
gidez del resorte es k y su longitud libre es 8 pulg. Calcule el valor de k tal que el 
deslizador llegue a B con una rapidez de 2 pies/s despues de ser liberado, a partir del 
reposo, en A. 

14.16 Un paquete de 10 kg, inicialmente en reposo en A, se impulsa entre Ay B 
gracias a la fuerza constante P que se muestra en la grafica. Despreciando la friccion, 
encuentre el valor menor de P tal que el paquete alcance D. 


z 




Fig. P14.16, P14.17 


14.17 Resuelva el problema 14.16 suponiendo que el coeficiente de friccion cine- 
tica entre el paquete y las superficies de contacto es 0.15. 


14.18 En la posicion 1, el bloque de 0.25 kg se mantiene contra el resorte, compri- 
miendolo 150 mm. Entonces se suelta el bloque y el resorte lo dispara hacia arriba 
de la superficie cilmdrica. Despreciando la friccion, obtenga la fuerza de contacto 
ejercida sobre el bloque por la superficie en la posicion 2. 



Fig. P14.18 
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14.19 En la posicion que se muestra, la caja de 5 kg se mueve hacia abajo del 
piano inclinado con una rapidez de 6 m/s. / Cual es la fuerza maxima en el resorte 
despues de que la caja lo golpea? El coeficiente de friccion cinetica entre la caja y el 
piano es /u^ = 0.25 y la constante del resorte es k = 4 kN/m. 




14.20 El bloque de 2 kg golpea el resorte con una rapidez de 4 m/s. Determine la 
distancia total recorrida por el bloque antes de que se detenga de manera permanen- 
te. Utilice k = 8 N/m y los coeficientes de friccion que se indican. 

14.21 Un bloque de masa m esta suspendido de un resorte de rigidez k. Si el blo¬ 
que se jala hacia abajo una distancia h de su posicion de equilibrio y se libera, obten- 
ga su rapidez cuando pase por la posicion de equilibrio. 


14.22 El bloque de 8 lb se desliza en una ranura sin friccion que esta en el piano 
vertical. Los resortes Ay B tienen una rigidez de k A = 40 lb/pie y k B = 20 lb/pie, 
respectivamente. Cuando el bloque esta en la posicion 1, el resorte A se comprime 
0.5 pies y el resorte B queda sin deformacion. Si en la posicion 1 el bloque se lanza 
con rapidez hacia abajo de la ranura, encuentre el valor menor de Vi que permitira 
al bloque llegar a la posicion 2. 



Fix) 
4800 lb — 


0 


0 4 pulg 


Fig. P14.23 


14.23 El diagrama muestra la relacion entre la fuerza Fy la deformacion x para la 
defensa del automovil absorbente de impactos. Determine la deformacion maxima 
de la defensa si un automovil de 2400 lb golpea una pared rfgida a una rapidez de 
(a) 3 mi/h y (b) 5 mi/h. 

14.24 El diagrama muestra como la fuerza F que se requiere para empujar una 
flecha lentamente a traves de un paquete de heno varfa con la distancia de penetra- 
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cion x. Suponiendo que la grafica F contra x es independiente de la rapidez de pe- 
netracion, calcule la rapidez de salida de una fiecha de 3.2 oz si su rapidez de entrada 
es 210 pies/s. 


-24 pulg--| 



F (lb) 



14.25 El peso de 8 lb esta unido al rin de una rueda ligera con libertad para rotar 
respecto a un eje vertical en O. Una cuerda esta enrollada en las tres cuartas partes 
del perfmetro de la rueda. La rueda esta en reposo en la posicion que se muestra, 
cuando la fuerza horizontal constante P se aplica al extremo de la cuerda. Obtenga la 
P menor que causa que la rueda gire con rapidez angular de 500 rev/min en el tiempo 
en que la cuerda se desenrolla. Desprecie la friccion y la masa de la rueda. 



Fuerzas conservativas y la conservacion 
de la energfa mecanica 

Una fuerza es conservativa si su trabajo solo depende de las posiciones inicial y final 
de su punto de aplicacion. Todas las fuerzas especfficas que se analizaron en el apar- 
tado anterior son conservativas, porque en cada caso podrfa determinarse el trabajo 
sin haber especificado la trayectoria entre los puntos extremos. 

Con frecuencia es conveniente describir los efectos de las fuerzas conservativas 
en terminos de sus energfas potenciales. En terminos generales, la energfa potencial 
es la capacidad de una fuerza conservativa para realizar trabajo. El principio de con- 


I4.4 
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servacion de la energfa establece que la energfa total (la suma de todas las formas 
de energfa) permanece constante para un sistema cerrado. Puede cambiar la forma de 
la misma (por ejemplo, la electrica puede convertirse en mecanica) pero la energfa 
total no puede crearse ni destruirse. 

En mecanica, la atencion se limita a la energfa mecanica, definida como la suma 
de las energfas potencial y cinetica. Si todas las fuerzas que actuan sobre una par- 
tfcula, un cuerpo o un sistema cerrado de cuerpos son conservativas la energfa me¬ 
canica se conserva, un concepto conocido como principio de conservacion de la 
energia mecanica. 

En este apartado se analiza la aplicacion del principio de conservacion de 
la energfa mecanica, que es simplemente una reformulacion del principio de trabajo- 
energfa, U\~2 = AT, para los sistemas de fuerzas conservativas. Aunque, en algunos 
problemas, el principio de energfa puede ser mas facil de aplicar que el metodo de 
trabajo-energfa, su uso esta limitado porque no es valido para las fuerzas no conser¬ 
vativas, tales como la friccion cinetica. 

a. Fuerzas conservativas y energfa potencial 

Si la fuerza F es conservativa, su trabajo 



(14.2, repetida) 


es una funcion de las posiciones inicial y final de su punto de aplicacion. La integral 
en la ecuacion (14.2) puede ser una funcion de ^ y r 2 solo si el integrando es una 
diferencial exacta de alguna funcion escalar — V(r); es decir, si el integrando puede 
escribirse en la forma 


(14.16) 


F • dr — —dV 


(el signo “menos” se introduce por convencion). La funcion V(r) es la energia poten¬ 
cial de la fuerza F. A1 sustituir la ecuacion (14.16) en la ecuacion (14.2), se obtiene 



(14-17) 


donde se usd la notacion = V(r t ) y V 2 = V(r 2 ). 

La ecuacion (14.17) muestra que 

El trabajo de una fuerza conservativa = disminucion en su energfa potencial. 

Asf, la energfa potencial puede verse como la capacidad de la fuerza para reali- 
zar trabajo. Un trabajo positivo disminuye el potencial para efectuar mas trabajo y 
un trabajo negativo incrementa el potencial. 

Es importante observar que la ecuacion (14.7) implica el cambio en la energfa 
potencial. Por tanto, el piano de referencia (o datum) desde el cual se mide V puede 
elegirse de manera arbitraria. 

Una propiedad util de una fuerza conservativa es que sus componentes pueden 
obtenerse a partir de su energfa potencial. Considere una fuerza conservativa F que 
actua en un punto con coordenadas rectangulares (x, y, z). A1 emplear F = F x i + F y j 
+ F.k y dr = dx i + dy j + dz k, se logra 


dV = —F • dr = —(F x dx + F y dy + F z dz) 


(14.18) 
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Como dV es una diferencial exacta de energfa potencial V, entonces puede escribirse 
como: 


dV = —dx + —dy + —dz ( 14 . 19 ) 

dx dy dz 

A1 comparar las ecuaciones (14.18) y (14.19), las componentes rectangulares de F 
seran 


F x 


dv 

dx 




(14.20) 


La ecuacion (14.20) muestra que una fuerza conservativa F es el gradiente ne¬ 
gative) de su funcion potencial V. Cuando se emplea el operador gradiente V (que se 
pronuncia “nabla”), entonces la ecuacion (14.20) puede escribirse en la forma 

F=-VL (14.21) 

Solo las fuerzas conservativas son deducibles de una funcion potencial de esta ma- 
nera. Una fuerza no conservativa, como la friccion, no posee tal potencial. 

b. Conservacion de la energfa mecanica 

Si todas las fuerzas que actuan sobre una partfcula son conservativas entonces su 
resultante tambien lo es. La energfa potencial V(r) de la fuerza resultante puede 
obtenerse sumando las energfas potenciales de todas las fuerzas que actuan sobre 
la partfcula. Si esta se mueve de la posicion 1 a la 2, es posible emplear la ecuacion 
(14.17) para relacionar el trabajo de la fuerza resultante con el cambio en su ener¬ 
gfa potencial: U\- 2 = ~(V 2 — Vf). A1 sustituir esto en el principio de trabajo-energfa 
U 1—2 — AT, se obtiene que — {V 2 — VO = T 2 — 7j o 

Vj + T\ = V 2 + T 2 (14.22) 

Si se establece que la energfa mecanica total* E sea la suma de las energfas cinetica 
y potencial, es decir: 

E = T + V (14-23) 


La ecuacion (14.22) se convierte en 


E\ = £? o A E — 0 (14.24) 

Esta ecuacion recibe el nombre de principio de conservacion de la energfa me- 
canica. 

Como el trabajo hecho por una fuerza de friccion cinetica no es independiente 
de la trayectoria, entonces la friccion cinetica es una fuerza no conservativa. Por 
tanto, cuando dicha friccion esta presente no se conserva la energfa mecanica total, 
sino que se reduce debido al trabajo negativo efectuado por la fuerza de friccion. 
Esta energfa no se pierde; se convierte en energfa termica en forma de calor. En otras 
palabras, la energfa total sigue conservandose; solo ha cambiado su forma. 


* Aquf el enfasis se coloca sobre la energfa mecanica. Otras formas de energfa, como el calor, se excluyen 
de este analisis. 
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Ya que la energfa mecanica total E es constante si todas las fuerzas son conser- 
vativas, se concluye que 

dE 

— = 0 (14.25) 

at 

Algunas veces esta ecuacion es util para obtener la aceleracion de la partfcula. 

c. Cdlculo de la energfa potencial 

Las energfas potenciales de las fuerzas conservativas pueden calcularse comparan- 
do su trabajo, que se deduce con los metodos del apartado 14.2, con la definition 
de energfa potencial dada en la ecuacion (14.17). En la tabla 14.1 se resumen los 
resultados. 


1. Fuerza 
constante 

2. Peso 

3. Resorte 

4. Gravedad 

F 

d Plano de 

referenda 

rT 

h w 

| y- Plano de 
referenda 

IX s 

L o !' 

X 

n' 

R J F 

11 

1 

II 

^60 

\ = \kb 2 

w _ Gm A m B 
* R 


Tabla 14.1 Formulas para la energfa potencial 

1. Energfa potencial de una fuerza constante El trabajo realizado por una fuer- 
za constante F (constante en magnitud y direction) se mostro antes como: 

fd i—2 = F Ad (14.6, repetida) 

donde F es la magnitud de la fuerza y Ad representa el desplazamiento que absorbe 
el trabajo de su punto de aplicacion, como se muestra en la figura 14.4. A1 comparar 
esto con C/1—2 = — AV, se concluye que la energfa potencial de una fuerza constan¬ 
te F es 

Vf = -Fd (14-26) 

donde d se mide desde cualquier piano de referenda conveniente. 

2. Energfa potencial de un peso Si se supone que el movimiento esta restringi- 
do a distancias pequenas a partir de la superficie terrestre, el peso de un objeto puede 
considerarse como una fuerza constante. El trabajo efectuado por el peso W de la 
figura 14.5 esta dado por 


Ui_ 2 = -WAh (14- 7 . repetida) 

A1 comparar esta ecuacion con U\ 2 = ~AV, se concluye que la energfa potencial 
de W, llamada energfa potencial gravitacional, es igual a 


V g = Wh (para un peso W constante) 


(14-27) 
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donde la direccion positiva de h debe estar hacia arriba en sentido vertical. Como 
solo el cambio en la energfa potencial es significativo, el piano de referenda a partir 
del que se mide y es arbitrario. 

3. Energfa potencial de un resorte De acuerdo con la ecuacion (14.10), el tra- 
bajo realizado por un resorte ideal* cuando su punto extremo libre se mueve de la 
position 1 a la 2 es 


U l - 2 = -^k(Sl-Sj) = ^kA(S 2 ) 

donde (5 es la elongation del resorte, medida desde su longitud libre L 0 . La ener¬ 
gfa potencial del resorte, tambien llamada energfa potencial elastica , T se obtiene al 
comparar esta ecuacion con U\~i = —AV. Entonces la energfa potencial elastica es 


V e = Us 2 (14-28) 

Observe que la energfa potencial elastica siempre es positiva. 

4. Energfa potencial gravitacional La ecuacion (14.27) puede utilizarse para 
calcular la energfa potencial gravitacional de un peso solo si la variation de la acele- 
racion gravitacional g es despreciable. Para los movimientos que violan esta restric¬ 
tion, el peso constante debe reemplazarse por la fuerza obtenida de la ley de Newton 
de la gravitation F = Gm A m B IR 2 . Se determino que el trabajo realizado por F en la 
ecuacion (14.11) es: 


U i _2 = Gm A m B 




— Gm/piiB^(\IR) 


donde m A y m B son las masas que se atraen entre sf. Al comparar esta ecuacion con 
U \~2 = — AV, se ve que la energfa potencial gravitacional del sistema que consta de 
las masas m A y m B es 



Gm A m B 

R 


(14-29) 


Note que la energfa potencial gravitacional siempre es una cantidad negativa que se 
aproxima a cero cuando R tiende a infinito. 


^Observe que se considera el trabajo hecho por el resorte y no el trabajo efectuado sobre el. La energfa 
potencial de un resorte se refiere a su capacidad para efectuar trabajo sobre el cuerpo al que esta unido, no 
al efecto que el cuerpo tiene sobre el resorte. 

t Elasticidad se refiere a la capacidad de un cuerpo deformado para recuperar su aspecto no deformado 
cuando las cargas se eliminan. 



Problema de ejemplo 14.4 

La figura muestra un collarfn de 10 lb que resbala sin friccion sobre una varilla 
vertical bajo las acciones de la gravedad y de un resorte ideal. Este ultimo tiene una 
rigidez de 60 lb/pie y su longitud libre es de 2.5 pies. El collarfn se libera a partir del 
reposo en la posicion 1. Utilice el principio de conservacion de la energfa mecanica 
para determinar la rapidez del collarfn en la posicion 2. 



Solution 

Sin dibujar el diagrama de cuerpo libre del collarfn, se reconoce que solo el peso y 
el resorte realizan trabajo sobre el collarfn conforme se mueve sobre la varilla (la 
fuerza normal entre el collarfn y la varilla no realiza trabajo). Como el peso y la fuer- 
za del resorte son conservatives, el uso del principio de conservacion de la energfa 
mecanica se justifica. 

Energfa potencial gravitacional Es conveniente tomar la posicion 1 como el pia¬ 
no de referenda desde el cual se mide li. Por tanto, 


(V g )!=0 (V g h = Wh 2 = 10(2) = 201b -pie 


Energfa potencial eldstica Las elongaciones del resorte en las dos posiciones son 

= V2 2 + 3 2 - 2.5 = 1.1056 pie 
82 = 3 — 2.5 = 0.5 pies 

que da 

(V e )i = { -k&\ = i(60)(1.1056) 2 = 36.671b • pie 
04)2 = l ~k 8 j = ^(60)(0.5) 2 = 7.51b • pie 

Energfa cinetica Si se observa que el collar esta en reposo en la posicion 1, las 
energfas cineticas son 


7 j = 0 


T 2 



1 10 2 

-Vi 

2 32.2 2 


0.15528V2 
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Conservacion de la energfa A1 igualar las energfas inicial y final, se obtiene 


Ti +(V g )i + (V e )i = T 2 + (V g ) 2 + (V e ) 2 

0 + 0 + 36.67 = 0.15528v^ + 20 + 7.5 

que da la siguiente rapidez del collar 

v 2 = 7.68 pies/s Respuesta 


Problema de ejemplo 14.5 

La figura muestra un bloque de masa m que resbala sobre un piano horizontal sin 
friction. La coordenada de position x se mide desde la position no deformada del 
resorte ideal cuya rigidez es k. Obtenga la aceleracion del bloque como una funcion 
de x, utilizando el principio de conservacion de la energfa mecanica. (Esto se re- 
solvio en el problema de ejemplo 12.7 con el metodo de fuerza-masa-aceleracion.) 

Solution 

Debido a que solo la fuerza conservativa del resorte realiza trabajo cuando el bloque 
se mueve, se justifica el uso del principio de conservacion de la energfa mecanica. 
La energfa cinetica T del bloque es 


T = 



1 . 

—mx 


2 


2 


(a) 


Ya que la coordenada de position x se mide desde la position no deformada del 
resorte, esta tambien representa la elongation 6 del resorte. Por tanto, la energfa 
potential elastica es 


1 , 1 , 

V e = -kS 2 = -kx 2 
2 2 

Si se combinan las ecuaciones (a) y (b), la energfa mecanica total E es 


(b) 


1 , 1 , 

E = T + V e = -mx~ H— kx 2 
2 2 

Como la energfa mecanica total se conserva, entonces de la ecuacion (14.25) se tiene 
que: 

dE 

— = mxx + kxx = 0 
dt 

o 

x(mx + kx) = 0 


A1 ignorar la solution estatica x = 0, y reconocer que la aceleracion es a = x, se 
obtiene que la aceleracion esta dada por: 

k 

a = -x Respuesta 

in 

Esto concuerda con el resultado que se obtuvo en el problema de ejemplo 12.7 con 
el metodo de fuerza-masa-aceleracion. 

















140 CAPfTULO 14 Principios de trabajo-energfa y de impulso-cantidad de movimiento para una partfcula 


Problemas 


14.26 La caja de peso W se mantiene justo encima del resorte y se libera. Deter¬ 
mine la fuerza maxima en el resorte durante el movimiento resultante. 




Fig. P14.26 


Fig. P14.27 


20 Mg 


k 

mm 


^Ikrn/h 




14.27 La pelota de 100 g se libera a partir del reposo en la posicion 1. Despues de 
hacer contacto con el resorte, la pelota golpea el extremo de este ultimo y rebota a la 
posicion 2. Encuentre la distancia vertical y entre las posiciones 1 y 2. 

14.28 Un resorte lineal de rigidez k esta disenado para detener un vagon de 20 
Mg con una velocidad de 8 km/h en una distancia de 400 mm despues del impacto. 
Encuentre el menor valor de k que producira el resultado deseado. ( Nota: Esto se 
resolvio en el problema 12.50 con el metodo FMA.) 


Fig. P14.28 


14.29 Resuelva el problema 14.28 si el unico resorte se reemplaza por dos resor- 
tes de identica rigidez k, anidados como se muestra (observe que un resorte es 200 
mm mas corto que el otro). 



9 pulg 9 pulg 




14.30 El peso de 5 lb se libera a partir del reposo en la posicion A, donde los dos 
resortes con rigidez k estan sin deformar. Determine la k mayor para la que el peso 
llegara a la posicion B. 

14.31 El resorte con rigidez k esta sin deformar en la posicion que se muestra. La 
pelota de 1.0 oz se coloca en el resorte y se lanza en sentido vertical comprimiendolo 
6 pulg y liberandolo. Si la pelota alcanza una elevacion de 50 pies sobre A, obtenga 
el valor de k. 


Fig. P14.31 
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14.32 El collarfn deslizante de peso W = 2 lb esta unido a dos resortes con rigidez 
k\ = 6 lb/pie y &2 = 2 lb/pie. La longitud libre de cada resorte es de 1.5 pies. Si el 
collar parte del reposo en la posicion A, obtenga su rapidez en la posicion B. Des- 
precie la friccion. 

14.33 El resorte unido al collarfn deslizante de 0.6 kg tiene una rigidez de 200 
N/m y una longitud libre de 150 mm. Si la rapidez del collar en la posicion A es 
3 m/s hacia la derecha, determine la rapidez en la posicion B. Desprecie la friccion. 







- 

0.4 m 

1 k = 3 kN/m 




12 kg 


8 m/s — 


_rrx 


14.34 La plataforma y el bloque de 12 kg se mueven hacia la derecha a 8 m/s 
cuando la plataforma se detiene de golpe al chocar con la pared. Antes de la colision, 
el resorte que conecta al bloque con la plataforma estaba sin deformar. Despreciando 
la friccion. determine la rapidez con la que el bloque golpea la pared. 

14-35 El collarfn de 6 oz resbala con friccion despreciable sobre la varilla gufa 
circular que esta unida a la plataforma. El collarfn esta en la posicion A cuando la 
plataforma se recorre hacia la derecha con rapidez v 0 . Despues de que la plataforma 
se detiene de manera abrupta, el collarfn se desliza hacia arriba de la varilla, alcan- 
zando su mas alta posicion en B. Determine vq. 


Fig. P14.34 



14.36 El pendulo de 0.5 kg oscila con una amplitud de 0 max = 50°. Determine la 
maxima fuerza en la cuerda que lo sostiene. 


Fig. P14.35 




14-37 Conforme el cable de acero se desenrolla del carrete A, el elevador de 1200 lb 
desciende con rapidez constante de 8 pies/s. Si el carrete se detiene de golpe cuando 
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el elevador esta en la posicion que se muestra, calcule la maxima fuerza resultante 
en el cable. Debido a la elasticidad del acero, el cable actua como un resorte ideal de 
rigidez 660 X 10' lb/pie. 


0.75 lb 


Fig. P14.39 



1.0 pies 


14.38 Resuelva el problema 14.37, suponiendo que un resorte de rigidez k = 
4800 lb/pie se ha colocado entre el elevador y el cable en B. 

14.39 La pesa de 0.75 lb esta unida a dos resortes, cada uno de rigidez k = 30 
lb/pie. La pesa se mantiene en la posicion que se muestra donde cada resorte esta 
estirado 0.12 pulg. Si la pesa se suelta desde esta posicion, encuentre su rapidez 
despues de una cafda de 3 pulg. 

14.40 La cadena, de 6 pies de largo y un peso de 1.2 lb/pie, se suelta a partir del 
reposo en la posicion que se muestra. Despreciando la friccion, determine la rapidez 
de la cadena en el instante en que el ultimo eslabon abandona la mesa. 



Fig. P14.41 


14.41 La varilla semicircular AC esta en el piano vertical. El resorte enrollado 
sobre la varilla carece de deformacion cuando 0 = 45°. Si el deslizador de 210 g se 
presiona contra el resorte y se libera en 9 = 30°, determine la velocidad del desli¬ 
zador cuando pasa por B. Desprecie la friccion y suponga que el deslizador no esta 
unido al resorte. 

14.42 La partfcula de masa m esta en reposo en A cuando se desplaza ligeramente 
para que resbale hacia abajo sobre la superficie cilfndrica de radio R. Despreciando 
la friccion, determine (a) la rapidez de la partfcula como una funcion del angulo 6 y 
(b) el valor de 6 cuando la partfcula abandona la superficie. 



Fig. P14.44 



14.43 El resorte unido al collarfn de 0.2 kg tiene una rigidez de 220 N/m y una 
longitud libre de 150 mm. Si el collarfn se suelta a partir del reposo cuando x = 150 
mm obtenga su aceleracion como una funcion de x. Desprecie la friccion. 


A 

8kgO 

\ 

\ 


3 m 


\ 

\ 


\ 

\ 




14.44 El panel deslizante de 40 lb esta suspendido de rodillos sin friccion con 
desplazamiento horizontal sobre el riel. El resorte unido a la cuerda ABC tiene una 
rigidez de 1.0 lb/pie y esta sin deformacion cuando el panel se encuentra en la posi¬ 
cion x = 0. Si el panel arranca del reposo en x = 8 pies, determine su rapidez cuando 
x = 0. 

14.45 El pendulo de 8 kg se libera a partir del reposo en A. Inicialmente, el pendu- 
lo oscila respecto a O, pero despues de que la cuerda hace contacto con el perno C, 
entonces la rotation se realiza respecto a C. Cuando la pesa del pendulo esta en B, 
obtenga (a) su rapidez y (b) la tension en la parte BC de la cuerda. 


Fig. P14.45 
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14.46 Una catapulta esta hecha de dos bandas elasticas, cada una de 5 pulg de largo 
cuando estan sin estirar. Cada banda se comporta como un resorte ideal de rigidez de 
36 lb/pie. Si una roca de 2.5 oz se lanza desde la posicion que se muestra, obtenga 
su rapidez cuando abandona la catapulta en D. 

14.47 El collarfn de 0.25 lb resbala sobre una varilla circular AB que esta en el 
piano vertical. El resorte unido al collarin tiene una longitud libre de 9 pulg y su 
rigidez es 0.1 lb/pulg. Si el collarin se libera a partir del reposo en A, encuentre la 
rapidez con la que llega a B. 



B 



Fig. P14.46 


14.48 Una nave espacial de 1200 kg se lanza desde la superficie terrestre. / Cuanta 
energfa se requiere para que la nave escape del campo gravitacional de la Tierra? 
Utilice los siguientes datos: masa de la Tierra = 5.974 X 10 24 kg, radio de la Tierra 
= 6378 km, constante gravitacional universal = 6.672 X 10 11 m 3 ■ kg -1 ■ s 2 . 

14.49 Un satelite esta en orbita elfptica alrededor de la Tierra. Si la rapidez del 
satelite en el perigeo (posicion 1) es 9.5 km/s, calcule su rapidez en el apogeo (po¬ 
sicion 2). Use GM T = 3.98 X 10 14 m 3 /s 2 , donde M T es la masa de la Tierra y G es la 
constante gravitacional universal. 



14.50 El encendido de los retrocohetes hace que el satelite que rodea a la Tierra 
disminuya su velocidad a 3 km/s cuando llega a su perigeo A. Como resultado, el 
satelite deja su orbita y desciende hacia la Tierra; y se quema cuando entra a la at- 
mosfera terrestre en B, 100 km sobre la superficie del planeta. Si se observo que la 
rapidez del satelite fue de 7.7 km/s en B, obtenga la altura li del perigeo. Utilice GM T 
= 3.98 X 10 14 m 3 /s 2 , donde M T es la masa de la Tierra y G es la constante gravita¬ 
cional universal. 


Fig. P14.49 



Fig. P14.50 

























144 CAPfTULO 14 Principios de trabajo-energia y de impulso-cantidad de movimiento para una partfcula 


Potencia y eficiencia 


La potencia se define como la razon o rapidez con que se realiza trabajo. Sea P la 
potencia y U el trabajo, entonces 


14.5 


P = 


dU 

dt 


(14.30) 


La potencia es un escalar de dimension [FLIT], En el Sistema Internacional (SI), su 
unidad es el watt (1 W = 1 J/s = 1 N • m/s). En el sistema ingles, la unidad de po¬ 
tencia es lb • pulg/s, lb • pie/s o caballo defuerza (1 hp = 550 lb • pie/s). 

La potencia de unafuerza F se obtiene al sustituir dU = F • dr de la ecuacion 
(14.1) en la ecuacion (14.30), lo que implica que P = (F • dr)ldt. Al observar que dr/ 
dt = v es la velocidad de la partfcula sobre la que actua F, resulta 


P = F-v 


(14-31) 


Las maquinas, al ser dispositivos para realizar trabajo, tambien estan asociadas 
con la potencia. La potencia de entrada de una maquina es la razon con que se ali- 
menta energfa a la maquina. La potencia de salida es la razon a la que la maquina 
efectua trabajo. La eficiencia r/ de la maquina se define como 


4 = 


potencia de salida 
potencia de entrada 


x 100% 


(14-32) 


La potencia de salida siempre es menor que la potencia de entrada debido a la per- 
dida de energfa mecanica causada por la friccion, las vibraciones, etcetera. Asf, la 
eficiencia de una maquina siempre es menor que 100%. 

El eje transmisor (transmision, arbol de transmision y rueda motriz) de un auto- 
movil es un ejemplo de una maquina. El motor del vehfculo suministra la potencia 
de entrada. Algo de esta ultima se utiliza para veneer la friccion en la transmision y 
en los cojinetes. Una cantidad menor de potencia se convierte en sonido por medio 
de las vibraciones del arbol y de los engranajes. La potencia restante es la potencia de 
salida que esta disponible para mover las ruedas. 






Problema de ejemplo 14.6 

Un automovil de 3000 lb acelera, con potencia constante, de 60 mi/h a 90 mi/h en 
una distancia de 1/4 mi en li'nea recta, al nivel de la pista de prueba; 1. determine la 
potencia en caballos de fuerza entregada por los ejes de las ruedas al auto; 2. calcule 
la potencia de salida del motor si la eficiencia del eje transmisor es 82%. Desprecie la 
resistencia del aire y del rodamiento. 



Solution 

Parte 1 

Sea F la fuerza impulsora que los ejes de las ruedas (salida final del eje transmisor) 
aportan al auto, como se muestra en la figura. De acuerdo con la segunda ley de 
Newton, F = ma, donde m es la masa del vehiculo y a es la aceleracion. Al sustituir 
a = v(dvldx), se obtiene F = mv(dv/dx). Como la velocidad v y la fuerza impulsora 
F tienen la misma direccion, entonces el producto punto P = F • v queda 


P = 


Fv = mv 2 


dv 

dx 


Al multiplicar ambos lados por dx , resulta 


P dx = mv 2 dv 


Cuando se integra se obtiene (observe que P y m son constantes) 

1 i 

Px = -mv 3 + C 

donde C es la constante de integracion. Con m = Wig = 3000/32.2 = 93.17 slugs, 
la ultima ecuacion adquiere la forma 

Px = 31.06v 3 + C (a) 


Los valores de P y C pueden encontrarse con las velocidades que se dan al inicio 
y final de la prueba de 1/4 milla. Sea x = 0 en el inicio de la prueba, cuando v = 88 
pies/s (60 mi/h). Al sustituir esos valores en la ecuacion (a) se obtiene 


0 = 31.06(88) 3 + C 


(b) 












A1 final de la prueba, x = 1320 pies (1/4 mi) y v = 132 pies/s (90 mi/h). Por 
tanto, la ecuacion (a) se convierte en 

P(1320) = 31.06(132) 3 + C (c) 

La solucion de las ecuaciones (b) y (c) es C = —21.17 X 10 6 lb • pie 2 /s y P = 
38 080 lb • pies/s. Por lo que la potencia que los ejes de las raedas aportan al 
vehfculo es 


P — 38 080 lb ■ pies/s x ———-—— = 69.2 hp Respuesta 

550 lb • pie/s 


Parte 2 

La eficiencia del eje transmisor es 82%. Asf la potencia P' que se le da (la potencia 
de salida del motor) es, de acuerdo con la ecuacion (14.32), 


P' = 


P 

T) 


69.2 

082 


84.4 hp 


Respuesta 


Problema de ejemplo 14.7 

Una camioneta de mensajerfa de 1800 kg viaja con una rapidez de 26 m/s cuando el 
conductor aplica los frenos al tiempo t = 0, deteniendo las cuatro llantas. La friccion 
entre estas y el camino hace que la camioneta patine hasta detenerse. Determine la 
potencia de la fuerza de friccion como una funcion del tiempo si el coeficiente cine- 
tico de friccion entre las llantas y el terreno es 0.6. 

Solucion 



En la figura se muestra el diagrama de cuerpo libre de la camioneta durante el 
frenado, donde Na es la fuerza normal resultante que actua sobre las llantas y F A es 
la fuerza de friccion resultante. Del diagrama se obtienen las siguientes ecuaciones 
de movimiento: 

= ma 
EF V = 0 


4 


0.6 Na = ma 
N a - mg = 0 





























La solucion es 


N a = mg = 1800(9.81) = 17 658 N = 17.658 kN 
a = 0.6g = 0.6(9.81) = 5.886 m/s 2 


La velocidad de la camioneta durante el frenado es 


v = 



5.886 dt = 5.886? + C m/s 


La constante de integration C se obtiene de la condition inicial v = - 26 m/s cuando 
t = 0, lo que produce C = —26 m/s. Por tanto, 


v = 5.886? — 26 m/s —> 


(a) 


El tiempo en el que se detiene la camioneta es 26/5.886 = 4.42 s. 

La potencia de la fuerza de friccion puede calcularse de la ecuacion (14.31). A1 
observar que f- A y v tienen la misma direccion, se obtiene 


P = F a v 


A1 sustituir para v de la ecuacion (a) y emplearF^ = 0.6N A = 0.6(17.658) = 10.595 
kN, se obtiene 

P = 10.595(5.886? - 26) = 62.4? - 275 kN • m/s 


o 


P — 62.4? — 275 kW (0 < ? < 4.42 s) Respuesta 


Ya que P es la potencia que la fuerza de friccion da a la camioneta, entonces es ne- 
gativa, como se esperaba. 
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Problem as 


14.51 Un hombre de 170 lb conduce una motocicleta de 580 lb sobre un camino 
recto a 40 mi/h cuando de repente acelera a fondo. Determine su aceleracion en ese 
instante, si sabe que la potencia de salida del motor es 35 hp. Desprecie cualquier 
impedimento para el movimiento, como la resistencia del aire. 

14.52 Un automovil de 3600 lb acelera de 30 mi/h a 60 mi/h cuando el motor 
aporta una potencia constante de 40 hp a los ejes de las ruedas. Encuentre la distan- 
cia recorrida por el vehlculo durante la aceleracion. 

14-53 Una potencia constante de 450 kW se aplica a los ejes de las ruedas de una 
locomotora de 150 Mg. Si la rapidez de la locomotora es de 10 m/s en el tiempo 
t = 0, ^cual es su rapidez en t = 60 s? 

14.54 La banda transportadora vacfa 600 lb de carbon por segundo en un camion. 
Obtenga la potencia consumida por el motor de la banda si su eficiencia es 70%. 



Fig. P14.54 


m 

= Q S t 


F 


14-55 Un automovil de 3000 lb, que viaja sobre un camino recto, incrementa su 
rapidez de 40 mi/h a 55 mi/h en una distancia de 300 pies. La eficiencia del eje 
transmisor vale 85% y la potencia de salida del motor es constante. Determine la 
potencia de salida, en caballos de fuerza, del motor durante la aceleracion. Desprecie 
la resistencia del aire y por rodamiento. 

14.56 Un sistema de bombeo (la bomba mas la tuberfa) eleva agua a razon de 
1600 pies 3 /min desde un deposito hasta un tanque colocado a 58 pies sobre la cister- 
na. Obtenga la eficiencia del sistema si la potencia de salida del motor que impulsa 
la bomba es de 240 hp (el agua pesa 62.4 lb/pie 3 ). 

14-57 Un tren de 1200 Mg sube una pendiente de 0.03 (se eleva 3 m por cada 100 m 
horizontales) con rapidez constante. Si el motor del tren aporta 5000 kW de potencia 
a los ejes de las atedas, determine la rapidez del tren. Desprecie la resistencia del 
aire y por rodamiento. 

14.58 El bloque de masa m esta en reposo en t = 0 cuando se aplica la fuerza F 
constante. Obtenga la potencia de F como una funcion del tiempo. 


Fig. P1zj.58-P14.60 


14.59 El bloque de masa m se encuentra en reposo en t = 0 cuando se aplica la 
fuerza F dependiente del tiempo. Si la potencia de F es constante, determine a esta 
ultima como una funcion del tiempo. 
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14.60 El bloque de masa m = 12 kg esta en reposo cuando la fuerza F = 
60 cos 71 1 N se aplica durante el periodo 0 < t < 0.5 s. (a) Determine la potencia de 
F como una funcion de t durante este periodo. (b) Encuentre la maxima potencia y 
el tiempo cuando esta ocurre. 

14.61 Un montacargas electrico levanta una masa de 500 kg con una rapidez cons- 
tante de 0.68 m/s, consumiendo 4.2 kW de potencia. (a) Calcule la eficiencia del 
montacargas. (b) ^Con que rapidez constante puede este ultimo levantar una masa 
de 800 kg con el mismo consumo de potencia que en el inciso (a)? 

14.62 Una grua electrica consume 5 kW de potencia, a razon constante, para ele- 
var una masa de 500 kg. Suponiendo que la grua tiene una eficiencia de 80%, deter¬ 
mine la maxima rapidez que alcanza la masa. 

14.63 Un hombre de 165 lb pedalea una bicicleta de 35 lb subiendo una pendiente 
con 5° de inclinacion, con una rapidez de 6 mi/h. Si la bicicleta es eficiente en 95%, 
calcule la potencia del hombre en caballos de fuerza. 

14.64 Un automovil de 1800 kg viaja sobre una carretera recta con una velocidad v. 
El arrastre aerodinamico sobre el vehfculo es F d = 0. 12v 2 N, donde la unidad para 
v es m/s. Si la potencia maxima que se aplica a los ejes de las ruedas es 150 kW, 
obtenga la mayor aceleracion posible del automovil cuando (a) v = 60 km/h y 
(b) v = 120 km/h. 

14.65 La fuerza F que se opone al movimiento de un automovil depende de la 
rapidez v de este ultimo como F = Fq+ cv 2 , donde /• 0 y c son constantes. Si la po¬ 
tencia de salida del eje transmisor es 19.3 hp con rapidez constante de 50 mi/h y 32.3 
hp a 60 mi/h, encuentre la potencia requerida a 70 mi/h. 

14.66 El bloque de 4 kg acelera a partir del reposo como resultado de la accion de 
la fuerza F(t) = 12[ 1 — (f/2)], donde F esta en newtons y t en segundos. La fuerza 
solo dura 2 segundos. Calcule (a) la potencia de F como una funcion de t, y (b) la 
maxima potencia y el tiempo en que esta ocurre. 

*14.67 El diagrama muestra una tfpica relation P contra v para un automovil 
impulsado por gasolina que acelera a fondo en primera velocidad, donde P es la 
potencia de la fuerza impulsora F y v es la rapidez del vehfculo. Determine el maxi- 
mo valor de F y la rapidez cuando esta ocurre. (Sugerencia: la recta del origen a un 
punto sobre la curva tiene pendiente F = P/v.) 


P (kW) 




4 kg 

m 


Lq rv 



Fig. P14.66 


Fig. P14.67 
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Principio de impulso y cantidad de movimiento 


Se ha visto que el principio de trabajo-energfa es util al determinar el cambio en la 
rapidez de una partfcula durante un desplazamiento dado. Si se quiere encontrar el 
cambio en la velocidad durante un intervalo de tiempo dado, entonces el principio 
de impulso y cantidad de movimiento proporciona un metodo practico de analisis. 
Aquf se inicia con las definiciones del impulso de una fuerza y de la cantidad de 
movimiento de una partfcula,* y despues se precede a la deduction del principio 
de impulso-cantidad de movimiento. 

a. Impulso de una fuerza 

El impulso L [-2 de una fuerza F en el intervalo de tiempo de t l a U se define como 


14.6 


r>2 

Li_ 2 =/ F dt (14-33) 


El impulso es una cantidad vectorial, sus componentes rectangulares son 


(Li_ 2 )x = f F x dt 


(Li-2) y = f F y dt 

1 


(Ll-2)z 



(14-34) 



Fig. 14.8 


donde F x , F y y F z son las componentes de F. Como se muestra en la figura 14.8, 
(Li 2 ) x es igual al area bajo el diagrama F x contra 1 entre t\ y f 2 . De modo similar, 
(L]_ 2 )v y (L i- 2 ) z son las areas bajo los diagramas F y contra 1 y F z contra t, respecti- 
vamente. Este hecho es muy util al calcular el impulso de una fuerza cuando se da su 
dependencia en el tiempo en forma grafica o numerica. La dimension de impulso es 
[ FT\ ; asf, sus unidades son N • s, lb • s, etcetera. 

En los metodos de trabajo-energfa descritos en los apartados anteriores, solo 
participan en el analisis las fuerzas que efectuan trabajo. En consecuencia, el diagra¬ 
ma de cuerpo libre podrfa reemplazarse por uno de fuerza activa. Sin embargo, los 
diagramas de cuerpo libre siempre deben utilizarse para calcular impulsos porque 
una fuerza tiene un impulso sin importar si realiza trabajo o no. 

Un caso especial importante surge si la fuerza F es constante en magnitud y 
direction. Entonces el impulso de la fuerza se reduce a Lj_ 2 = F dt, o 


Li _ 2 = F(f 2 — tp = F At (F constante) ( 14 . 35 ) 

Asf, el impulso de una fuerza constante es igual al producto de la fuerza y del inter¬ 
valo de tiempo, al estar el impulso en la misma direccion que la fuerza. 


b. Cantidad de movimiento de una partfcula 
y diagramas de cantidad de movimiento 

La cantidad de movimiento p de una partfcula de masa m en un instante de tiempo 
se define como 


p = m\ ( 14 . 36 ) 

*Con mas exactitud, se les llama impulso lineal y cantidad de movimiento lineal para distinguirlos del 
impulso angular y de la cantidad de movimiento angular, que se analizaran en el siguiente apartado. Sin 
embargo, es comun omitir el termino “lineal” cuando el significado es claro a partir del contexto. 
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donde v es el vector velocidad de la partfcula en ese instante. La cantidad de movi¬ 
miento de una partfcula es una cantidad vectorial que actua en la misma direccion 
que la velocidad. La dimension de cantidad de movimiento es [ML/7] o de manera 
equivalente, [/•"/]. Por tanto, la dimension de cantidad de movimiento coincide con 
la dimension de impulso. 

El diagrama de cantidad de movimiento para una partfcula es un esquema de 
esta que muestra su vector cantidad de movimiento mx. Los diagramas de cantidad 
de movimiento son herramientas utiles en el analisis de problemas que emplean el 
principio de impulso y cantidad de movimiento. 

c. Relation fuerza-cantidad de movimiento 

Si la masa de la partfcula es constante, la segunda ley de Newton establece que 
EF = ina. donde EF es la fuerza resultante que actua sobre la partfcula. Si la masa 
varfa con el tiempo, esta ley toma la forma 


EF = — (mx) 
dt 


A1 sustituir p = mx se obtiene 



(14-37) 


La ecuacion (14.37) es la forma general de la segunda ley de Newton: la fuerza 
resultante es igual a la razon de cambio de la cantidad de movimiento. Por tanto, 
EF = ina deberfa considerarse como un caso especial que es valido solo para la masa 
constante. 


d. Principio de impulso-cantidad de movimiento 

Si se multiplican ambos lados de la ecuacion (14.37) por dt y se integra del tiempo 
L a t 2 , se obtiene 




= P2 - Pi 


( 14 . 38 ) 


donde p = p(L) y p 2 = p(f 2 ) representan la cantidad de movimiento en t x y t 2 , res- 
pectivamente. Como el lado izquierdo de la ecuacion (14.38) es el impulso de F en 
el intervalo de tiempo de t\ a t 2 , entonces 


Li_ 2 = p 2 - Pi = Ap (14-39) 

La ecuacion (14.39) se denomina principio de impulso-cantidad de movimiento o 
el balance de impulso y cantidad de movimiento. Cuando este principio se aplica al 
analisis de movimiento, la tecnica se llama metodo de impulso-cantidad de movi¬ 
miento. 
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Si se emplea un sistema de coordenadas rectangulares, la ecuacion (14.39) es 
equivalente a las siguientes tres ecuaciones escalares: 

(Li- 2 ) x = Ap x = (mv x ) 2 - (mv x ) 1 

(Li- 2 )y = A p y = (mv y ) 2 - (mvj)i ( 1440 ) 

{L\ -i)z = A p z = (mv z ) 2 - (mv z )i 


Precaucion Es preciso ser cuidadosos para no confundir el principio de trabajo- 
energfa, f/j -2 = T 2 — T\, con el principio de impulso-cantidad de movimiento, 
L 1-2 = p 2 — Pi- Algunas diferencias importantes entre ambos son las siguientes: 

• El trabajo (U 1 - 2 ) es una cantidad escalar asociada con una fuerza y un cambio 
en la posicion. 

• El impulso (Li— 2 ) es una cantidad vectorial asociada con una fuerza y un inter- 
valo de tiempo. 

• La energfa cinetica (7) es una cantidad escalar asociada con una masa y su ra- 
pidez en un instante. 

• La cantidad de movimiento (p) es una cantidad vectorial asociada con una masa 
y su vector de velocidad en un instante. 

• El principio de trabajo-energfa, U\- 2 = AT, es una relation escalar, mientras 
que el principio de impulso-cantidad de movimiento, Li 2 = Ap, es una rela¬ 
cion vectorial. 


e. Conservation de la cantidad de movimiento 

Del principio de impulso-cantidad de movimiento, ecuacion (14.39), se observa que 
si el impulso que actua sobre una partfcula es cero durante un intervalo de tiempo 
dado, la cantidad de movimiento de la partfcula se conservara durante ese intervalo. 
En otras palabras, si L, 2 = 0 , entonces 


pi = p 2 o Ap = 0 


( 14 . 41 ) 


La ecuacion (14.41) se denomina principio de conservacion de la cantidad de movi¬ 
miento. Observe que este principio es valido solo si el impulso de la fuerza resultante 
que actua sobre la partfcula es cero. Si no hay una fuerza resultante que actua sobre 
una partfcula, el impulso resultante sera obviamente cero y la cantidad de movimien¬ 
to se conservara. Sin embargo, es posible que el impulso de una fuerza (es decir, su 
integral en el tiempo) sea cero aun si esta no lo es. 

Como la cantidad de movimiento es una cantidad vectorial, es posible que una 
o dos de sus componentes se conserven sin que la cantidad de movimiento total se 
mantenga. Por ejemplo, se observa a partir de la ecuacion (14.40) que la cantidad de 
movimiento en la direction x se conservara si (L\ 2 ) x — 0, sin importar los valores 
de (L 1 - 2 ), y (Li -i) z . 

El principio de conservacion de la cantidad de movimiento es muy util en el 
analisis de impacto y otras interacciones entre partfculas. 


Problema de ejemplo 14.8 

A1 tiempo t = 0, la velocidad de la parti'cula de 0.5 kg de la figura (a) es 10 m/s hacia 
la derecha. Ademas de su peso (el piano xy es vertical), sobre la parti'cula actua la 
fuerza P(f). La direccion de P(f) es constante durante el movimiento, pero su mag- 
nitud varfa con el tiempo, como se muestra en la figura (b). Calcule la velocidad de 
la partfcula cuando t = 4 s. 

Solution 

El metodo de impulso-cantidad de movimiento es el medio mas directo para resolver 
este problema porque: 1. el metodo de impulso-cantidad de movimiento se ocupa 
directamente con el cambio de la cantidad de movimiento (velocidad) durante un 
intervalo de tiempo, y 2. los impulsos de las fuerzas se calculan con facilidad. 

En las figuras (c)-(e) se muestran los diagramas requeridos para resolver el pro¬ 
blema con el metodo de impulso-cantidad de movimiento, donde los subfndices 1 
y 2 corresponden a t = 0 y 4 s, respectivamente. En la figura (c) se encuentra el 
DCL de la partfcula en un tiempo t arbitrario. La figura (d) muestra el diagrama de 
cantidad de movimiento cuando / = 0, donde pj = m\\ = 0.5(10)i = 5i N • s. En la 
figura (e) se presenta el diagrama de cantidad de movimiento cuando t = 4 s, donde 
ambas componentes de mx 2 se dibujaron en las direcciones coordenadas positivas. 


y 



(c) DCL al tiempo t 


: myi = 5i N • s 


(d) Diagrama de cantidad 
de movimiento (t - 0) 



(e) Diagrama de cantidad 
de movimiento (t = 4 s) 



p(t) 


X 


(a) 


P (N) 



t (s) 


Impulso del peso Ya que el peso es una fuerza constante, las componentes de su 
impulso se calculan facilmente a partir de la ecuacion (14.35): 


(L i— 2 )* — 0 

(L i~2)y = -mgAt = —0.5(9.81)(4) = -19.620 N • s 


(a) 


Impulso de P(t) El area bajo el diagrama P contra t de la figura (b) entre 0 y 4 es 
5(2) + 4(1) + 2(1) = 16 N • s. Debido a que la direccion de P(f) es constante, las 
componentes de su impulso son 


(L\_ 2 )x = 16(cos60°) = 8.0 N- s 
(Lj_ 2 ) y = 16(sen 60°) = 13.856 N ■ s 


Al sustituir las ecuaciones (a) y (b) en el principio de impulso-cantidad de mo¬ 
vimiento, la ecuacion (14.40), para la direccion x resulta 


(Li— 2 )* = (mv x ) 2 - ( mv x ) l -±-> 8.0 = 0.5(v. r ) 2 - 5 

_ H 


*53 
























de la que se obtiene 


(v x )2 = 26.00 m/s 

Para la direction y, resulta 

(Li_ 2 ) y = (mv,) 2 - (mv,)i +| 13.856 - 19.620 = 0.5(v v ) 2 - 0 


que da 


(v v ) 2 = —11.53 m/s 


A continuation se muestra el vector velocidad correspondiente al tiempo t = 4 s. 


26.00 



v = 28.4 m/s 


Q = tan -1 


11.53 

26.00 


23.9° 


Respuesta 



Problema de ejemplo 14.9 

La parte recta de una rampa de esquf esta inclinada 60° respecto a la horizontal. 
Despues de abandonar la puerta de arranque con velocidad despreciable, un esquia- 
dor de 140 lb alcanza una rapidez de 88 pies/s en 3.5 s. Determine el coeficiente de 
friction cinetica entre los esqufes y la rampa. Desprecie la resistencia del aire. 

Solution 

Del DCL del esquiador en la figura, se obtiene 

Ef v = 0 V N — 140 cos 60° = 0 
N = 70 lb 

Para encontrar la fuerza F de friction, se aplica el principio de impulso-cantidad 
de movimiento en la direction x. Observando que el peso del esquiador y la fuerza 
F de friction son constantes, con el principio de impulso-cantidad de movimiento se 
obtiene 


(Li- 2 ) x = m[(v 2 ) x ~ (vi)J \+ 


(140sen60° - F)(3.5) = 


140 

3L2 


(88 - 0 ) 


F= 11.927 lb 


Por tanto, el coeficiente de friction cinetica es 



11.927 

70 


0.1704 


Respuesta 
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Problemas 


14.6 La pelota de 4 oz golpea la superficie horizontal con la rapidez vo = 20 
pies/s. Si 15% de la energfa se pierde durante el impacto, obtenga el impulso que 
actuo sobre la pelota durante este. 

14.69 La velocidad de una partfcula de 2 kg al tiempo t = 0 es v = lOi m/s. 
Determine la velocidad en t = 5 s si la partfcula esta bajo la accion de la fuerza 
F = 2fi — 0.6rj N, donde t esta en segundos. 

14.70 Una fuerza horizontal constante P (que no se muestra) actua sobre el cuerpo 
de 4 lb conforme este se desliza sin friccion sobre una mesa horizontal. Durante el 
intervalo de tiempo de r = 5 s a f = 7.5 s, la velocidad cambia como se indica en la 
figura. Encuentre la magnitud y la direccion de P. 


20 pies/s 


Fig. P14.68 



Fig. P14.70 

14.71 La masa de 0.2 kg se mueve en el piano vertical xy. Al tiempo t = 0, la 
velocidad de la masa es 8j m/s. Ademas de su peso, la masa esta bajo la accion de 
la fuerza F(f) = F(t) i, donde la magnitud de la fuerza varfa con el tiempo como se 
muestra en la figura. Determine el vector velocidad de la masa en t = 4 s. 



Fig. P14.71 

14.72 Obtenga el menor tiempo en que un automovil de 2800 lb que viaja a 
60 mi/h puede detenerse si el coeficiente de friccion estatica entre las llantas y el 
terreno es 0.65. Suponga que el camino esta nivelado. 

14-73 Resuelva el problema 14.72 si el automovil desciende por una colina que 
esta inclinada 5° respecto a la horizontal. 
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Fig. P14.75. P1476 


14.74 Una pelota de tenis de 0.09 kg que viaja a 15 m/s rebota en la direccion 
opuesta a 20 m/s despues de ser golpeada por una raqueta. Durante el periodo de 
contacto de 0.032 s, la magnitud de la fuerza F(t) ejercida por la raqueta tiene la 
dependencia temporal parabolica que se muestra. Calcule /- max , el maximo valor de 
F(t). Debido al breve tiempo de contacto, puede despreciarse el impulso del peso 
de la pelota. 

14-75 Una pelota de 2.8 oz golpea una superficie horizontal, rlgida y sin friccion, 
con la rapidez vj = 30 pies/s a un angulo 0\ = 70°. El angulo de rebote es 0 2 = 62°. 
Calcule (a) la rapidez de la pelota inmediatamente despues del rebote y (b) el im¬ 
pulso resultante que actua sobre ella durante el tiempo de contacto con la superficie. 

14.76 Una pelota con una masa de 0.05 kg golpea una superficie horizontal, rlgida 
y sin friccion, con la rapidez V| = 20 m/s en un angulo 0\ = 45°. El impulso que 
actua sobre la bola durante su contacto con la superficie es 1.8 N • s. Encuentre la 
velocidad v 2 de rebote y el angulo 0 2 correspondiente. 



14-77 El cajon de 60 kg resbala hacia abajo sobre el piano inclinado. El coeficiente 
de friccion cinetica entre el cajon y el piano es 0.2 y la fuerza P aplicada al cajon es 
constante. Si la rapidez del cajon cambia de 8 m/s a cero en 3 segundos, obtenga P. 

14.78 La pelota de beisbol de 4 oz se lanza en sentido horizontal hacia un batea- 
dor, a 60 pies/s. Despues de ser golpeada por el bat en A, la velocidad de la pelota 
es 120 pies/s en la direccion indicada. Determine la magnitud de la fuerza promedio 
aplicada a la pelota por el bat durante los 0.02 s de contacto. 



14.79 El bloque de 100 kg esta en reposo sobre una superficie sin friccion cuando 
se aplica la fuerza P(t). Obtenga (a) la maxima velocidad del bloque y el tiempo 
correspondiente, y (b) la velocidad del bloque en t = 6 s. 



Fig. P14.78 




P(t) 



Fig. P14.79 

14.80 La partfcula de masa m se lanza sobre una superficie inclinada con la rapi¬ 
dez v 0 = 2 m/s en la direccion que se muestra. Despreciando la friccion, obtenga el 
vector velocidad de la partfcula 0.5 s mas tarde. 
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14.81 La caja de 12 kg se desliza hacia abajo en una rampa sobre la superficie 
horizontal. El impacto con el vertice en A reduce la rapidez de la caja de 6 m/s a 4.8 
m/s. Determine el vector impulso dado por el vertice a la caja. 



14.82 El tapon de limpieza de 500 lb se inserta en una tuberfa de 4 pies de diame- 
tro y se empuja por medio de la presion de aire p que varfa como p = 4(1 — e~°' 5/ ) 
lb/pie 2 (t esta en segundos). Si el tapon arranca a partir del reposo en t = 0, encuentre 
su rapidez en t = 10 s. Desprecie la friccion. 





pies 

P 

500 lb ^ 





Fig. P14.82 


14.83 El bloque de peso W esta en reposo sobre una superficie rugosa en t = 0. 
Durante el periodo de t = 0 a 2 s, el bloque se encuentra bajo la action de una fuerza 
que varfa de manera sinusoidal P(t) = W sen(?rf/2) donde t esta en segundos. A1 utili- 
zar los coeficientes de friccion que se indican obtenga (a) el tiempo en que el bloque 
empieza a moverse y (b) su velocidad, medida en pies/s, en t = 2 s. 

14.84 Se coloca un paquete sobre una banda transportadora que se mueve a 4 m/s. 
Si el coeficiente de friccion cinetica entre el paquete y la banda es 0.25, calcule el 
tiempo que aquel requiere para alcanzar la rapidez de la banda. 




Fig. P14.84 

14.85 Un paquete inicia el ascenso de la parte inclinada de la banda con la misma 
velocidad que esta, a saber, 8 pies/s. Sin embargo, el paquete resbala sobre la banda 
debido a la friccion insuficiente, alcanzando su altura maxima en 4 s. Determine el 
coeficiente de friccion cinetica entre el paquete y la banda transportadora. 



14.86 El automovil de 3200 lb arranca del reposo en t = 0 sobre un camino recto 
y nivelado. La fuerza impulsora F que los ejes de las llantas aplican al vehlculo va- 



Fig. P14.86 
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z 



Fig. 14.9 


rfa con el tiempo como F = 289 1 — 17.4r lb, donde t esta en segundos. Calcule la 
rapidez del automovil en mi/h cuando t = 10 s. 

14.87 El elevador de peso W parte del reposo en el tiempo t = 0 y alcanza su 
rapidez de operacion en 3 s. La aceleracion se alcanza variando la tension F en el 
cable AB (por medio de un circuito de control), como se muestra en el diagrama. 
Encuentre la rapidez de operacion del elevador en m/s. 


w 


F/W 



Fig. P14.87 


Principio de impulso y cantidad 
de movimiento angulares 

El impulso angular y la cantidad de movimiento angular son los momentos del im¬ 
pulso (lineal) y de la cantidad de movimiento (lineal), respectivamente. Para cada 
ecuacion que se ha presentado en el apartado anterior existe una ecuacion analoga 
para el impulso angular y la cantidad de movimiento angular. El principio de impulso- 
cantidad de movimiento angular sirve para el mismo proposito que su contraparte 
lineal: relaciona el cambio en la velocidad de una partfcula durante un intervalo de 
tiempo con las fuerzas que actuan sobre esta. 

a. Impulso angular de una fuerza 

Como se muestra en la figura 14.9, sea r el vector que se ha dibujado desde un punto 
arbitrario A al punto de aplicacion de la fuerza F. El impulso angular de F respecto 
al punto A durante el intervalo de tiempo t\ a h se define como 

p 2 r> 2 

(A a )i _ 2 = / rxF dt= M A dt ( 14 . 42 ) 

Jt\ J t\ 


14.7 


donde = r X F es el momento de F respecto al punto A. La cantidad de movi¬ 
miento angular es un vector de dimension [FLT\. Por tanto, sus unidades son N ■ m ■ s, 
lb • pie ■ s, etcetera. 
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Sea A el origen de un sistema de coordenadas rectangulares, como se indica en 
la figura 14.9. Entonces se puede escribir M A = M x i + M y j + M.k y las componen- 
tes rectangulares de la ecuacion (14.42) se convierten en 

rt2 r <2 r>2 

(A X )l— 2 = / M x dt (Ay)l_2 = / Mydt (A;.)l_2 = / MyClt 

Jti J t l Ji t 

(14-43) 


A las componentes de (A a )j 2 en la ecuacion (14.43) tambien se les llama im- 
pulsos angulares de F respecto a los ejes de coordenadas que pasan por el punto A. 

Si la direction de M A es constante en el intervalo de tiempo t\ a r 2 , entonces M A 
y (A a )!_2 tienen la misma direccion. En ese caso, la magnitud del impulso angular es 
(Aa) 1-2 = / (| 2 M a dt. 

Si la direction y la magnitud de M , son constantes, entonces el impulso angular 
queda (A a )i_ 2 = M A J/ 2 dt, que da 


(A a )i_ 2 = M A fe - ti) = M a Ar (M A constante) (i4-44) 


b. Cantidad de movimiento angular de una parttcula 

Por definicion, la cantidad de movimiento angular de una particula respecto a un 
punto A es 


h A = r x {my) 


(14-45) 


donde my es la cantidad de movimiento de la particula y r denota su vector de 
posicion medido desde A, como se muestra en la figura 14.10(a). A la cantidad 
de movimiento angular tambien se le conoce como el momento de la cantidad de 
movimiento, porque la ecuacion (14.45) es analoga a la definicion del momento 
de una fuerza: M A = r X F. La dimension de la cantidad de movimiento angular es 
[ML 2 /T] o de manera equivalente, [FLT], que coincide con la dimension del impulso 
angular. 

De las propiedades del producto cruz, se deduce que la cantidad de movimiento 
angular es un vector de magnitud 


mv 



h A = mvd ( 14 . 46 ) 

donde d es el brazo de momento de A del vector de cantidad de movimiento my, 
como se indica en la figura 14.10(a). La direccion del vector cantidad de movimien¬ 
to angular es perpendicular al piano generado por A y my. En la figura 14.10(b) se 
muestra una vista bidimensional de la cantidad de movimiento angular. Observe que 
el sentido de h A (siguiendo las manecillas del reloj o contrario a ellas) esta determi- 
nado por la regia de la mano derecha. 



Fig. 14.10 
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A1 emplear las componentes rectangulares r = xi + vj + zk y v = v t i + v v j + 
v z k, la ecuacion (14.45) da 


h A = 


i 

x 

mv x 


j 

y 

mv y 


k 

z 

mv z 


(14-47) 


Cuando se desarrolla la determinante, se obtiene 


h A = h x i + h y j + h z k 


( 14 . 48 a) 


donde 


h x = m(yv z — zv y ) h y = m(zv x — xv z ) h z = m(xv y — yv x ) ( 14 . 48 b) 


son las componentes de la cantidad de movimiento angular de la partfcula respecto 
a los ejes de coordenadas a traves de A. 

c. Relation momento-cantidad de movimiento angular 

A1 derivar la cantidad de movimiento angular de la partfcula en la ecuacion (14.45) 
respecto al tiempo, se obtiene 

d d{m\) dr 

h A = —[r x (»7v)] = r x-1-x (mv) 

dt dt dt 

De acuerdo con la ecuacion (14.37), d(m\)/dt = XF, donde ZF es la fuerza resultante 
que actua sobre la partfcula. Por tanto. 


h A = r x XF + r x (m\) = M A + r x (my) 


donde M A = r X XF es el momento de la fuerza resultante respecto al punto A. Al 
resolver para el momento, se obtiene 


M a = h A - r x (m\) (i4-49) 

Recuerde que r es el vector de posicion de la partfcula medido desde A. No se 
han establecido restricciones sobre la eleccion de A; puede ser un punto fijo o movil. 
Si A esta fijo respecto a un marco de referencia inercial, entonces r es la velocidad v 
de la partfcula y el ultimo termino de la ecuacion (14.49) sera r X (my) = v X (my) 
= 0 (el producto cruz de dos vectores paralelos es cero). En consecuencia, 


M a = h A (A: punto fijo) ( 14 . 50 ) 

Cuando A no esta fijo, entonces en general la ecuacion (14.50) no es valida y es pre- 
ciso emplear la (14.49). Este caso se desarrolla en el siguiente capftulo. 
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d. Principio de impulso-cantidad de movimiento angular 

La integracion de la ecuacion (14.50) en el intervalo de tiempo de t\ a t 2 da 


f M A dt = f dh A = (h A ) 2 — (h A )j 
h 


donde (h 4 ), = h A (t|) y (h A ) 2 = h A (f 2 ). Como el lado izquierdo de f' 2 M A dt = 
(A a ) | _ 2 es el impulso angular de la fuerza resultante respecto al punto A, entonces 
se puede escribir 


(A a )!_ 2 = (h A ) 2 - (h A )i = Ah A (A: punto fijo) (i 4 - 5 ia) 


que se conoce como el principio de impulso angular y cantidad de movimiento an¬ 
gular. Las componentes rectangulares de la ecuacion (14.51a) son 


(Aj,)i_2 = (h x )2 ~ (h x )i 

(Ay) 1—2 = (hy) 2 - (hy) l (l4.5lb) 

(A,) 1-2 = (h z )2 - (h z h 


Las posibilidades de cometer errores pueden reducirse al aplicar este principio 
gracias al uso de un diagrama de cuerpo libre para calcular el impulso angular de la 
fuerza resultante que actua sobre la partfcula. 


e. Conservacion de la cantidad de movimiento angular 

Si el impulso angular respecto al punto A es cero, a partir de la ecuacion (14.51a) 
resulta que se conserva la cantidad de movimiento angular de la partfcula respecto 
a A. En otras palabras, 


si (A a ) i —2 = 0, entonces (h A ) 1 = (h A )2 (A: punto fijo) ( 14 . 52 ) 


que se conoce como el principio de conservacion de la cantidad de movimiento 
angular. Si solo se anula una componente del impulso angular, entonces solo se 
conserva la componente correspondiente de la cantidad de movimiento angular. Por 
ejemplo, si (A,-)i _ 2 = 0 en la ecuacion (14.51b), entonces (h x )\ = (h x ) 2 , aun si h y y 
h z no se conservan. 


z 



(a) 



(b) 


Problema de ejemplo 14.IO 

La tabla circular de la figura (a) rota con rapidez angular constante 0 = 20 rad/s 
respecto al eje vertical z. El bloque B de masa m se coloca sobre la tabla giratoria 
con velocidad inicial cero, con la cuerda AB tensa. Si el bloque se desliza durante 
3.11 s antes de alcanzar la rapidez de la tabla, determine el coeficiente de friccion 
cinetica entre ambos. 


Solution 

En la figura (b) se muestra el DCL del bloque B. La tension T en la cuerda pasa por 
el eje z, mientras que el peso Wy la fuerza normal de contacto N son paralelos al eje. 
Asf que el momento de cada una de esas fuerzas respecto al eje z es cero. El momen- 
to de la fuerza de friccion cinetica F respecto al eje z es M. = (u k N)R. Al sustituir 
N = mg, que se obtiene de la ecuacion de equilibrio X/-’, = 0, se tiene que 


M z = tiktngR 


Sea t\ = 0 el tiempo en que el bloque se coloca sobre la mesa, entonces t 2 = 
3.11 s es el tiempo en que el deslizamiento termina. Ya que M z es constante, el im- 
pulso angular de la fuerza de friccion respecto al eje z durante el periodo del desliza¬ 
miento es 


+J_ (A-)i_ 2 = M z (t 2 - L) = \L k mgRt2 


El cambio correspondiente en la cantidad de movimiento angular del bloque respec¬ 
to al eje z es 


+J__ (h z ) 2 — (h z ) i = mvR — 0 = mR 2 6 


donde se sustituyo v = R0. AI aplicar el principio de impulso-cantidad de movi¬ 
miento angular respecto al eje z, se obtiene 


(A,)i -2 = (h z ) 2 - (h z )i /r k mgRt 2 = mR°9 


por lo que el coeficiente de friccion cinetica es 


Rd 

Bk= — 
gt2 


(1-5X20) 

(32.2X3.11) 


0.300 


Respuesta 
















Problema de ejemplo 14.11 

La partfcula de masa m = 0.3 kg que se muestra en la figura (a) se mueve sobre un 
piano horizontal sin friccion. Un extremo del resorte lineal esta unido a la partfcula 
y el otro extremo al punto fijo O. Si la partfcula se lanza desde la posicion A con 
velocidad como se indica, determine la rigidez k del resorte si la distancia maxima 
entre la trayectoria de la partfcula y el punto O es 400 mm. El resorte esta sin defor- 
macion cuando la partfcula se encuentra en A. 

Solution 

El diagrama de la figura (b) muestra los vectores cantidad de movimiento m\\ y 
mx 2 cuando la partfcula esta en los puntos Ay B, respectivamente. El punto B es la 
posicion de la partfcula cuando la longitud del resorte es igual a su valor maximo 
L 2 = 400 mm. Observe que la direccion de x 2 es tangente a la trayectoria de la par¬ 
tfcula; en otras palabras, el vector velocidad es perpendicular al resorte. 

Debido a que la fuerza del resorte siempre esta dirigida hacia O, se conserva la 
cantidad de movimiento angular respecto a O. En relation con los vectores cantidad 
de movimiento de la figura (b) y al recordar que la cantidad de movimiento angular 
es igual al momento de la cantidad de movimiento lineal (h 0 = mvd), se obtiene 


(ho)i = (h Q ) 2 ^+) (mv\ cos60°)Li = mv 2 L 2 



lo que resulta 


V2 


vi cos 60° L\ 
L 2 


2 cos 60° (200) 
400 


0.500 m/s 


Ya que la fuerza del resorte es conservativa, se conserva la energfa mecanica de 
la partfcula 


T\ + V\ = T 2 + V 2 
\ mv l + l -k8\ = l -mv 2 2 + 



(b) Diagrama de cantidad de movimiento 


donde d | y d 2 son las elongaciones del resorte cuando la partfcula esta en Ay B, res¬ 
pectivamente. Al sustituir (5[ = 0, d 2 = L 2 — L x = 200 mm = 0.200 m y los valores 
para m,v l y v 2 , se obtiene 

^(0.3)(2) 2 + 0 = ^(0.3)(0.500) 2 + ^k(0.200) 2 
de lo que resulta la rigidez del resorte: 


k = 28.1 N/m Respuesta 

_ H 
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Problem as 



Fig. P14.88 


y 


A 


e = w 0 t 




B 


L 


Fig. P14.89 


X 


14.88 La fuerza P 0 tiene magnitud y direccion constantes, pero su punto de apli- 
cacion C se mueve sobre el eje x con rapidez constante v 0 . Determine el impulso 
angular de la fuerza respecto al punto A para el intervalo de tiempo en que C se 
mueve desde A hasta B. 

14.89 La fuerza que se muestra tiene magnitud constante Pq y el punto fijo de 
aplicacion B, pero su lfnea de accion rota con rapidez angular constante a> 0 . Deter¬ 
mine el impulso angular de la fuerza respecto al punto A para el tiempo durante el 
cual la fuerza rota de 9 = 0 a 0 = 90°. 


14.90 La velocidad de la partfcula de 500 g en B es v = 2i + 4 j 4- 6 k m/s. 
Calcule la cantidad de movimiento angular de la partfcula respecto al punto A en 
este instante. 


z 



Fig. P14.90 


y 


1 



14.91 La cuenta de 4 oz se desliza hacia abajo sobre el alambre circular. Cuando 
la cuenta esta en la posicion que se muestra, su rapidez es de 15 pies/s. Para este 
instante, obtenga la cantidad de movimiento angular de la cuenta respecto: (a) al 
punto O y (b) al punto A. 

14.92 La partfcula de masa m viaja sobre una trayectoria circular de radio R. 
Cuando la partfcula se encuentra en la posicion que se muestra, su rapidez es v. 
^Cual es su cantidad de movimiento angular respecto a O en esta posicion? 




14.93 La partfcula de masa m se mueve de manera que su cantidad de movi¬ 
miento angular respecto a O siempre se conserva. Cuando la partfcula esta en A , su 
velocidad es V 4 = 20 pies/s en la direccion y. En B, la rapidez se ha incrementado a 
v B = 50 pies/s. Determine el vector de velocidad de la partfcula en B. 


Fig. P14.93 
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14.94 Una cuerda restringe a la partfcula de masa m para que viaje en una trayec- 
toria circular sobre la mesa horizontal. El coeficiente de friccion cinetica entre la 
partfcula y la mesa es 0.15. Si larapidez inicial de la partfcula es V! = 8 m/s, obtenga 
el tiempo que transcurre antes de que esta se detenga. 

14.95 Una cuerda enrollada en el rin de una rueda se jala con la fuerza F, que 
varfa con el tiempo como se muestra. Calcule el impulso angular de F respecto al 
centra de la rueda durante el intervalo de tiempo t = 0 a t = 0.5 s. 




F( N) 


Parabola 



Fig. P14.95 


14.96 El montaje consta de un collar de 12 lb unido a una varilla doblada de peso 
despreciable. El montaje rota libremente respecto al eje vertical con la velocidad 
angular 6=5 rad/s cuando el freno M se aplica al tiempo t = 0. Si M varfa con el 
tiempo como se indica, ^cuanto mas continuara rotando el montaje? 


121b 


M 


«o 

a 



3 pies 


12 N-m 


M 



0 1.0 s 


t( s) 


Fig. P14.96 



Fig. P14.97 


14.97 La masa de 0.6 kg esta sostenida por dos brazos de masa despreciable. El 
angulo 6 de los brazos puede variar al cambiar la fuerza F que actua sobre el collar 
deslizante. Cuando 6 = 70°, el montaje rota libremente respecto al eje vertical con 
velocidad angular u> = 15 rad/s. Determine la velocidad angular despues de que 6 
se redujo a 30°. 

14.98 La trayectoria del satelite terrestre es la elipse 


- = (119.3 x 10~ y )(l +0.161 cos0) 


donde R esta en metros. Si la rapidez del satelite en A es 6000 m/s, obtenga su rapi- 
dez en B. 
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* 4-99 La particula, conectada por un resorte al punto fijo O, resbala sin friccion 
sobre una mesa horizontal. La particula se lanza en A con velocidad v A en la direc- 
cion y. Si su velocidad en B es \ B = 3.66i — 5.72j m/s, encuentre v A . 



Fig. P14.99 


14 .IOO Un motor rota la varilla OB respecto al eje z con rapidez angular constante 
de 8 rad/s. El resorte unido al deslizador A de 2 kg se libera a razon constante de 0.25 
m/s. Determine la magnitud de la fuerza de contacto entre el deslizador y la varilla 
cuando R = 0.8 m. Desprecie la friccion y la masa de la varilla OB. 




14 .IOI La particula de masa m se lanza sobre la pared interior de un recipiente 
cillndrico con la rapidez vi = 6 m/s dirigida horizontalmente. Cuando la particula 
alcanza la posicion 0.5 m bajo la posicion de lanzamiento, obtenga (a) la rapidez V 2 
y (b) el angulo /? entre V 2 y la horizontal. Desprecie la friccion. 








14-102 Un satelite terrestre tiene una orbita elfptica con la propiedad RftR 2 = 
0.25. Si la rapidez del satelite en el perigeo (punto mas cercano a la Tierra) es vj = 
8 km/s, determine (a) la rapidez v 2 en el apogeo (punto mas alejado de la Tierra) y 
(b) la distancia R t . Utilice GM T = 3.98 X 10 14 m 3 /s 2 , donde G es la constante gravi- 
tacional universal y M T es la masa de la Tierra. 



14 .IO 3 El disco de 0.5 kg se desliza sin friccion sobre una superficie horizontal. 
La cuerda elastica que conecta el disco al punto fijo O tiene una rigidez de 100 N/m y 
una longitud libre de 0.75 m. Al disco se le da una velocidad inicial V! en la direccion 
ft = 10° en la posicion que se muestra. Determine la V\ menor para la que la cuer¬ 
da siempre permanecera tensa. (Sugerencia: v es perpendicular a la cuerda cuando 
R = Rmm-) 



14 .10 4 El peso A de 2 lb esta unido a una cuerda que pasa por el agujero O en la 
mesa horizontal sin friccion. Conforme el peso rota respecto a O, el extremo de 
la cuerda se jala hacia abajo con rapidez constante de 0.25 pies/s. Si la rapidez angu¬ 
lar 0 de la cuerda es 8 rad/s cuando R = 2 pies, obtenga lo siguiente cuando R = 1.0 
pies, (a) la rapidez angular de la cuerda y (b) su aceleracion angular. 

14 .10 5 La masa de 0.5 kg del pendulo esferico se lanza en la posicion 1 con velo¬ 
cidad v’! en la direccion que es horizontal y perpendicular a la cuerda. Si el punto mas 
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Z 



f 0.25 pies/s 

Fig. P14.104 
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bajo alcanzado por la masa es la posicion 2, encuentre iq. (Sugerencia: V 2 tambien es 
horizontal y perpendicular a la cuerda). 


z 



Fig. P14.105 


z 



14.106 La partfcula de masa m resbala sin friccion en el interior de un recipiente 
conico. La velocidad inicial de la partfcula es V! = 10 pies/s, tangente al borde del 
recipiente. Cuando la partfcula esta a una distancia h = 1.5 pies abajo del borde 
del cono, determine (a) la rapidez de la partfcula y (b) el angulo entre el vector 
velocidad y la horizontal. 


Movimiento espacial bajo una 
fuerza gravitacional 

El movimiento espacial bajo la accion de una fuerza gravitacional pertenece a la ca- 
tegorfa de movimiento de fuerza central. Las ecuaciones que gobiernan este ultimo 
pueden deducirse rapidamente de los principios de conservacion de la cantidad de 
movimiento angular y de la energfa mecanica. 

a. Movimiento de fuerza central 

Considere una partfcula que se mueve bajo la accion de una fuerza F que siempre 
esta dirigida hacia un punto fijo A. Para este caso, que se llama movimiento de fuerza 
central, se tiene 


*14.8 


M a = rxF = h A =0 

donde r es el vector de posicion de la partfcula, dibujado desde A. De la ecuacion 
(14.45), se tiene 


h A = r x (m v) = constante (14-53) 

Observe que esta ecuacion solo puede ser valida si r y v siempre estan en el mismo 
piano. Por tanto, el movimiento de fuerza central es un movimiento piano con can¬ 
tidad de movimiento angular constante respecto al punto A. 
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b. Movimiento bajo atraccion gravitacional 

El resto de este apartado analiza el movimiento de los cuerpos (por ejemplo, satel¬ 
lites) que se mueven bajo la atraccion gravitacional de un planeta (o del Sol). La 
atencion se limita a las trayectorias para las que la atraccion gravitacional del planeta 
es la unica fuerza que necesita considerarse. Sean m la masa del cuerpo y M la masa 
del planeta, se supone que m « M, lo que significa que el planeta se considera tijo 
durante el analisis. 

Debido a que la unica fuerza que actua sobre el cuerpo es su peso, que siempre 
esta dirigido hacia el centra del planeta, entonces el cuerpo experimenta un movi¬ 
miento de fuerza central, como se describe en la ecuacion (14.53). Es conveniente 
describir este movimiento, conlinado a un piano, en terminos de las coordenadas po- 
lares R y 0. como se muestra en la figura 14.11. El sistema de referenda xy no rotato- 
rio tiene su origen en F, el centra del planeta, tambien llamado foco de la trayectoria. 



De la ecuacion (14.53) se sabe que se conserva la cantidad de movimiento an¬ 
gular del cuerpo respecto a F, lo que significa qu e R(mv 0 ) = R(m RO) es constante. 
Si h 0 es la cantidad de movimiento angular respecto a F por unidad de masa del 
cuerpo,* entonces 


ho = Rvg = R 2 6 (una constante) ( 14 . 54 ) 


La energia cinetica del cuerpo es T = y mv 1 y su energia potencial, de acuerdo 
con la ecuacion (14.29), es V g = —GMmIR (donde G es la constante gravitacional 
universal). Ya que la atraccion gravitacional es una fuerza conservativa, entonces se 
conserva la energia total del cuerpo. Sea Eq la energia total por unidad de masa, es 
decir, Eq = (T + V g )/m , se tiene 



GM 

-R- 


(una constante) 


(14-55) 


Observe que la energia total por unidad de masa puede ser positiva, negativa o cero. 


*E1 submdice 0 (el numero cero) en h y despues en E, se utiliza para denotar constantes asociadas con la 
unidad de masa. No debe confundfrsele con la letra O. 
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c. Ecuacion de la trayectoria 

Ahora se determina la ecuacion de la trayectoria del cuerpo en la forma R = R(6). Se 
empieza por sustituir v 2 = v 2 R + v 2 0 en la ecuacion (14.55) para obtener 

1 , , GM 

Eo—-(v R + v 0 )—— (a) 

Con la ayuda de la ecuacion (14.54), v R y R pueden eliminarse de la ecuacion (a). A1 
aplicar la regia de la cadena para derivar la ecuacion (14.54), se tiene 


Rvg + Rvg — 0 


(b) 


Sustituyendo 


R = v r 


dv e ■ 

v » = tsr <,= 


dv e vg 
~dO~R 


La ecuacion (b) se convierte en 


V R Vg = 


-R 


( dvg Vg\ 
\d6 RJ 


que resulta en 


Vr = - 


dvg 

~dd 


(c) 


A1 sustituir/? = hglvg [vease la ecuacion (14.54)] y la ecuacion (c) en la ecuacion (a), 
se encuentra 


£0 = 



GMvg 

bo 


(d) 


La solucion de la ecuacion (d) para dO es 


de = ±- 


dvg 


2E 0 - 


2 GMvg 


- V, 


1/2 


(e) 


Cuando se observa que E 0 es constante, la ecuacion (e) puede integrarse (vease una 
tabla de integrales) para obtener 


= ± sen 


Vg 


GM 

ho 


GM 

h 0 


l+2Eo 


hoV 

GM) 


1/2 


- a 0 


(0 


donde a 0 es una constante de integracion. El signo dual significa que para cada punto 
sobre la trayectoria asociado con v g y 6, existe un segundo punto asociado con v 9 y (6 
+ it). Por tanto, el signo menos sera omitido sin perdida de generalidad. 

La inversion de la ecuacion (f) implica 


GM 


Vg - 


GM 

h Q 


sen(0 + ao) = 


(14.56) 
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donde 



( 14 - 57 ) 


es la excentricidad de la trayectoria. Es posible demostrar que e siempre es un nu- 
mero real; es decir, que el termino que se encuentra debajo del radical en la ecuacion 
(14.57) no puede ser negativo. 

A1 resolver la ecuacion (14.56) para vg, se obtiene 


vg 


GM 

— ——[1 + e sen(0 + a 0 )l 


(14.58) 


Debido a que R = h( )/vg, de acuerdo con la ecuacion (14.54), entonces 


R = 


GM[ 1 + e sen (6 + mq)] 


( 14 - 59 ) 


De la ecuacion (14.59) se observa que el menor valor de R ocurre cuando sen(0 + 
«o) = 1; es decir, cuando 4 + a () = nil. A1 hacer que esta posicion corresponda a 
9 = 0 (el eje x), como se muestra en la figura 14.12, la constante de integracion es 
a 0 = rt/2. Como sen(0 4- a 0 ) = sen[4 + (jr/2)] = cos 9, las ecuaciones( 14.58) y 
(14.59) quedan 


GM 

vg = -—(1 + ecos6>) 
h 0 


(14.60) 


y 


R = 


h 2 Q 


GM{ 1 + ecos0) 


(14.61) 


y 



La ecuacion (14.61), que es la de la trayectoria, representa una seccion conica 
(circulo, elipse, parabola o hiperbola) en coordenadas polares, donde e es la excen¬ 
tricidad de la curva y F (el centra del planeta) es el foco. 

Observe que las ecuaciones (14.60) y (14.61) son validas solo si el eje x se se- 
lecciona de manera tal que R es minima cuando 9 = 0. Si este no es el caso, entonces 
deben emplearse las ecuaciones (14.58) y (14.59). 

De la ecuacion (14.61), se observa que el valor mmimo de R es 


7^ min — tf|g =0 — 


K 


GM{ 1 + e) 


(14.62) 


A esto sigue que R = v R = 0 cuando 9 = 0, lo cual significa que v = vg en esta 
posicion. Aun mas, una inspeccion de la ecuacion (14.55) revela que v es maxima 
cuando R es minima, y asf se concluye que la velocidad maxima es 


— Vg |g_o — 


GM( 1 + e) 
ho 


(14.63) 



















172 CAPITULO 1 l\ Principios de trabajo-energfa y de impulso-cantidad de movimiento para una partfcula 



G = 6.673 x 10- 

Constante gravitacional universal: 

11 m 3 • kg” 1 • s” 2 (3.439 x 10” 8 pies 3 • slugs” 1 • s” 2 

) 


Radio medio ecuatorial 

Masa 

Cuerpo 

km 

mi 

kg 

slugs 

Sol 

696000 

432000 

1.9884 x 10 30 

136.25 x 10 27 

Luna 

1737 

1079 

0.073 483 x 10 24 

5.0352 x 10 21 

Mercurio 

2 440 

1516 

0.330 22 x 10 24 

22.627 x 10 21 

Venus 

6052 

3 761 

4.869 0 x 10 24 

333.63 x 10 21 

Tierra 

6378.14 

3 963.19 

5.9742 x 10 24 

409.37 x 10 21 

Marte 

3 396 

2110 

0.641 91 x 10 24 

43.985 x 10 21 


Los valores SI se han tornado de The Astronomical Almanac for the Year 2007 (Almanaque Astronomico para el Aho 2007), Oficina 
Nautica de Almanaques. Los valores en unidades del sistema ingles son conversiones de los valores del SI, utilizando los factores 1 slug 
= 14.593 903 kg, 1 mi (sistema ingles) = 1.609 344 km y 1 pie = 0.3048 m. 

Tabla 14.2 Seleccion de constantes del Sistema Solar 


dirigida como se muestra en la figura 14.12. A1 sustituir ho = R m ; n v max en la ecuacion 
(14.63) y resolver para v max resulta 


t'lTUlX 


I GM( 1 + e) 


R n 


( 14 . 64 ) 


En la tabla 14.2 se presentan los datos numericos para los cuerpos seleccionados 
de nuestro sistema solar. Dichos datos deben emplearse para resolver los problemas 
que se encuentran al final de este apartado. 


d. Clasificacion de trayectorias 

Se ha indicado que la ecuacion (14.61) representa una section conica, lo que signi- 
fica que la trayectoria debe ser una de las siguientes curvas, dependiendo del valor 
de e. 


Caso I 
Caso II 
Caso III 
Caso IV 


e = 0 
0 < e < 1 
e = 1 
e > 1 


clrculo 

elipse 

parabola 

hiperbola 


Si la trayectoria es circular o ellptica, se dice que el cuerpo fue capturado por el 
planeta. Entonces el cuerpo es un satelite y su trayectoria es una orbita. Para los 
otros dos casos, el jalon gravitacional no es suficientemente fuerte para capturar 
el cuerpo. 
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La velocidad v esc es la velocidad de escape (la velocidad minima requerida para escapar del campo gravitacional del 
planeta). 


Tabla 14.3 Clasificacion de trayectorias 


En la tabla 14.3 se resumen las propiedades de los cuatro tipos de trayectorias. 

e. Propiedades de orbitas elipticas 

La figura 14.13 muestra una orbita eliptica centrada en el punto O. Observe que pe- 
rigeo y apogeo son los nombres que se dan a las ubicaciones R mdx y R mm . respectiva- 
mente.* Es posible demostrar que la interpretacion geometrica de la excentricidad es 


R ^min 

e = - 

Rmax ~f" ^min 

En la figura 14.13, la longitud del semieje mayor esta dada por 


(14.65) 


hi 


GM{ 1 - e 2 ) 


(14.66) 


*Los terminos perigeo y apogeo solo se utilizan para el movimiento orbital con la Tierra como foco. 
Cuando el cuerpo que atrae no es la Tierra los terminos correspondientes son periapsis y apoapsis, res- 
pectivamente. 
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X 

Perigeo 


A partir de la geometria analitica, la longitud del semieje menor puede escribirse 
como 


b — ^max ^min — 


hi 


gmvT 


(14.67) 


A1 emplear las ecuaciones (14.66) y (14.67), el area A de la elipse queda asf 

it - nhi 

A — JTClb — ~(^max ^min)v ^max^min = ^„\ 9 / l\V'? (l4*68) 

2 (GM) 2 (1 - e 2 ) 312 

El periodo r de una orbita elfptica (o circular) es el tiempo requerido para com- 
pletar una revolucion sobre la trayectoria. El periodo puede relacionarse con el area 
de la elipse si se observa que el area diferencial que se muestra en la figura 14.13 se 
expresa como dA = (1/2 )R(Rd9). La razon en la que el area es barrida por la recta 
entre el foco y el satelite, a saber dAldt, se llama velocidad areal. Utilizando la ecua- 
cion (14.54), se tiene 


dA 

dt 


1 q * /in 

= -R-e = — 

2 2 


(14.69) 


Observe que la velocidad areal es constante. Esta es una de las celebradas leyes que 
Johannes Kepler (1571-1630) publico, basandose en observaciones astronomicas. 
A1 integrar respecto al tiempo de r = 0 a f = t se obtiene A = h {) tl2. Por tanto, cuan- 
do se emplea la ecuacion (14.68), el periodo es 


2A 2nh 3 Q 

~ho ~ (GM) 2 ( 1 - e 2 ) 3/2 


(14.70) 


Un caso especial de trayectoria elfptica es la trayectoria balfstica, donde la elip¬ 
se interseca la superficie del planeta. Todos los proyectiles siguen dicha trayectoria 
si se desprecia la resistencia del aire. Si la elevacion del proyectil es suficientemente 
pequena para que se pueda despreciar la variacion de la fuerza gravitacional con la 
altura, entonces la trayectoria asume la forma parabolica familiar. Asf, la trayectoria 
parabolica es una aproximacion a la verdadera trayectoria elfptica, valida para los 
cambios pequenos de elevacion. 
























Problema de ejemplo 14.12 

La excentricidad de la orbita terrestre alrededor del Sol es 0.017 y el periodo de la 
orbita es 365.26 dfas. Calcule los valores maximo y mfnimo de: 1. la distancia de 
la Tierra al centro del Sol, y 2. la velocidad de la Tierra alrededor del Sol. 


Solution 

Calculos preliminares 

Al utilizar la tabla 14.1, la constante GM S , donde M s es la masa del Sol, queda 

GM S = (6.673 x 10~ n )(1.9884 x 10 30 ) = 1.3269 x 10 20 m 3 /s 2 
El periodo dado de la orbita es 


24 h 3600 s , 

r = 365.26 dfas x - x -= 31.56 x 10 6 s 


1 dfa 


1 h 


Resolviendo la ecuacion (14.70) para h 0 (la cantidad de movimiento angular 
constante por unidad de masa de la Tierra respecto al centro del Sol) se tiene 


(GM,) 2 r(l — e 2 ) 3 


2 7T 

(1.3269 x 10 20 ) 2 (31.56 x 10 b )[l - (0.017) 2 ] 3 


2u 


= 4.455 x 10 15 m 2 /s 


Parte 1 

Empleando las formulas para el Caso II de la tabla 14.3 y las constantes recien deter- 
minadas, las distancias maxima y minima de la Tierra al centro del Sol son 

tfminl = hi = (4.455 X 10 15 ) 2 

Rmax j GM S { 1 ± e) (1.3269 x 10 20 )(1 ± 0.017) 

a partir de las cuales se encuentra que 

^max = 1-522 x 10 11 m R mm = 1.471 x 10 11 m Respuesta 


Parte 2 

Otra vez, respecto al Caso II de la tabla 14.3, la velocidad maxima de la Tierra esta 
dada por 


IGM S ( 1 + e) /(1.3269 x 10 20 )(1 + 0.017) 


Rn 


1.471 x 10 11 


= 30.29 x 10 3 m/s = 30.29 km/s 


Respuesta 






















La velocidad minima de la Tierra. con las formulas de la tabla 14.1, es 

/GM. S ( 1 -e) /(1.3269 x 10 20 )(1 — 0.017) 

Vmin “ V ~~ V 1.522 x 10 11 

= 29.28 x 10 3 m/s = 29.28 km/s Respuesta 

Observe que la velocidad media de la Tierra es(l/2)(v max + v m ; n ) = (1/2) X (30.29 
+ 29.28) = 29.79 km/s, que concuerda, dentro de cuatro dfgitos significativos, con 
el valor comunmente aceptado. 

Un metodo alternativo para calcular v max y v mln es utilizar el hecho de que Iiq es 
constante, es decir, resolver las ecuaciones /z 0 = v, nax // m i n = 

Problem as 

14.107 Una sonda espacial se lanza en A con la velocidad vo, dirigida como se 
muestra. ,-Para que valor de vo la sonda pasara por B1 ^Que clasificacion tiene la 
trayectoria? 



14.108 La orbita de Ceres, un planetoide entre Marte y Jupiter, tiene una excen- 
tricidad de 0.08 y un semieje mayor de 413.7 X 10 9 m. Determine el periodo de la 
orbita. 

14.109 Suponga que la orbita de la Luna alrededor de la Tierra es un circulo (en 
realidad su excentricidad es 0.055) y si sabe que el periodo de la orbita es de 27.3 
dfas, calcule la distancia en millas entre los centros de la Tierra y la Luna. 

14.110 Obtenga las distancias maxima y minima en millas entre los centros de la 
Tierra y la Luna, tomando en cuenta la excentricidad de la orbita lunar. Utilice el 
dato que se proporciono en el problema 14.109. 

14.111 La orbita de Fobos, una luna de Marte, tiene una excentricidad de 0.018 y 
un semieje mayor de 9380 km. Determine el periodo orbital de Fobos. 

14.112 Una nave espacial de 14 Mg esta en orbita alrededor de la Luna. Las altu- 
ras maxima y minima de la nave sobre la superficie lunar son 340 y 140 km, respec- 
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tivamente. Despreciando el efecto gravitacional de la Tierra, encuentre la minima 
energia requerida para que la nave escape de la gravedad lunar y pueda regresar a 
la Tierra. 

14.113 Una capsula espacial de 6000 kg esta en una orbita circular de radio 6688 
km alrededor de la Tierra. Cuando la capsula esta en A, su rapidez se reduce por el 
encendido de los retrocohetes. Determine el impulso requerido de estos ultimos si 
la capsula debe aterrizar en B con su linea de vuelo tangente a la superficie terrestre. 

14 .H 4 Conforme la nave espacial se aproxima al planeta Venus, su rapidez es 
V[ = 8000 pies/s cuando X\ = 5.0 X 10 8 pies y yi = 1.0 X 10 8 pies. Obtenga: (a) el 
tipo de trayectoria que seguira la nave; (b) la distancia minima entre la superficie de 
Venus y la trayectoria, y (c) la rapidez maxima de la nave. 

14.115 Para la nave descrita en el problema 14.114, determine: (a) la mayor rapi¬ 
dez Vj que produciria una orbita eliptica, suponiendo que una orbita eliptica fuera 
posible, y (b) si una orbita eliptica es factible sin que la nave choque con la superficie 
de Venus. 



Fig. P14.113 


6688 km 


6378 km 


O 


v i 


*1- 


Venus- 


X) 


yi 

i 


Fig. P14.114, P14.115 


14.116 Un satelite terrestre pasa por A con rapidez v\ = 9200 m/s, en la direccion 
/3 = 5°. (a) Demuestre que la trayectoria es una elipse. (b) Calcule el angulo que 
forma la linea FA con el eje mayor de la orbita. (c) Obtenga la menor distancia entre 
la orbita y la superficie terrestre. 

14.117 La rapidez de la nave espacial en A es Vj = 11.4 km/s en la direccion j3 = 
10°. (a) Pruebe que la trayectoria es hiperbolica. (b) Encuentre la rapidez terminal 
de la nave, ignorando la atraccion gravitacional del Sol. 

14.118 Un satelite de comunicaciones de 2400 lb viaja en una orbita circular es- 
tacionaria cuyo radio es de 4160 millas (orbita 1). El satelite debe atravesar la orbita 
eliptica AB para alcanzar la orbita geosincrona circular deseada de radio 26 200 mi¬ 
llas (orbita 2). Determine los impulsos que el satelite debe recibir en las posiciones 
Ay B durante su transferencia entre las orbitas. 



Fig. P14.116, P14.117 



Fig. P14.118 
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14.119 Una nave espacial viaja en una orbita circular alrededor de la Tierra a una 
altitud de 210 millas. Cuando la nave llega al punto A, sus motores se encienden 
por un tiempo breve, reduciendo su rapidez en 7.5%. La trayectoria resultante es la 
curva de entrada AB. Encuentre el angulo /3, medido desde el eje x no rotatorio, que 
localiza el sitio de aterrizaje. 


y 



Fig. P14.119 

14.120 Un misil balistico disparado desde el Polo Norte aterriza en el ecuador, 
despues de alcanzar una altura maxima de 360 km sobre la superficie terrestre. Des- 
preciando la resistencia del aire, encuentre el angulo de disparo (medido con la ver¬ 
tical) y la rapidez inicial del misil. 

^ 14.121 Un satelite se lanza en orbita alrededor de la Tierra a una altitud Hq = 480 
mi con rapidez inicial vo = 17 500 mi/h en la direccion que se muestra. (a) Obtenga 
las ecuaciones diferenciales de movimiento para el satelite y establezca las condicio- 
nes iniciales. (b) Resuelva numericamente las ecuaciones desde el tiempo de lanza- 
miento hasta el tiempo en que el satelite retorna a la posicion de lanzamiento; trace 
la grafica R contra t. (c) Encuentre el periodo orbital (tiempo en el que se efectua una 
revolution). (d) Determine las altitudes maxima y minima logradas por el satelite. 



Fig. Pi4.i2i, P14.122 

14.122 Una nave espacial tiene la velocidad vo = 15 000 mi/h en la direccion que 
se muestra cuando su altitud es Hq = 480 mi. (a) Deduzca las ecuaciones diferencia¬ 
les de movimiento de la nave y establezca las condiciones iniciales. (b) Resuelva las 
ecuaciones numericamente hasta el tiempo en que el satelite golpea la Tierra; trace 
la grafica R contra 6. (c) Encuentre el angulo 9 en el punto de impacto. 
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Repaso de ecuaciones 


Trabajo y energfa potencial de una fuerza 



Trabajo 

Energfa potencial 

Fuerza constante 

C/1-2 = FAd 

■^3 

1 

II 

Fuerza del resorte 

C/i-2 = - | Wf - 

V = -kd 2 

2 

Gravedad 

I/1-2 = Gm A m B j 

v _ Gm A m B 

R 


Principio de trabajo y energfa cinetica 

1 2 

U i _2 = T 2 — Ti T = -mv~ 

Conservacidn de la energfa mecanica 

Vi + Ti = V 2 + T 2 


Potencia y eficiencia 

Potencia de una fuerza: P = F • v 
Eficiencia de una maquina: tj = (Psaiida/^entrada) x 100% 


Impulso y cantidad de movimiento 


Impulso de una fuerza: 

Cantidad de movimiento de una partfcula: 
Principio de impulso-cantidad de movimiento: 


r'l 

I -1 2 = / F dt 
p — my 

L1-2 = P2 — Pi 


Impulso angular y cantidad de movimiento angular 


r ’2 

Impulso angular: (Aa)i-2 = / M Adt 

Jti 


Cantidad de movimiento angular: h A = r X (m\) 
Principio de impulso-cantidad de movimiento angular: 

(A a )i - 2 = (h A )2 - (h A )i (A es un punto fijo) 
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Problemas de repaso 



Fig. P14.123 


14.123 Una fuerza constante de 8 lb jala un cajon de 20 lb sobre una superficie 
horizontal. Si el coeficiente de friccion cinetica entre el cajon y la superficie es 0.3, 
determine el tiempo requerido para incrementar la rapidez v del cajon de 10 pies/s 
a 40 pies/s. 

14.124 La partfcula de 0.8 kg resbala sin friccion sobre un piano horizontal. La 
fuerza P que se aplica a la partfcula siempre actua en la direccion x, pero su magni- 
tud varfa con el tiempo como se muestra en el diagrama P contra t. Si la velocidad de 
la partfcula en el tiempo t = 0 es 3 m/s en la direccion indicada, obtenga la rapidez 
cuando t = 5 s. 



1.5-q- 

1.0- 

0.5- ! 

1 1 

0-1—■ 

0 2 3 


1 

1 

1 

1 


5 


K s) 


Fig. P14.124 


14.125 El ciclista arranca del reposo en A y desciende la colina. (a) Encuentre la 
rapidez del ciclista en B y C. (b) Determine el radio menor de curvatura de la trayec- 
toria en C para que la bicicleta no se levante del piso. 



V 

6 pies 



=W0h 


IV 


A 


14.126 El paquete de peso W = 40 lb se desliza hacia la derecha sobre una su¬ 
perficie rugosa horizontal. Cuando el paquete esta en A, su rapidez es v = 15 pies/s. 
El resorte con rigidez k = 300 lb/pie lleva al paquete al reposo. Si el coeficiente de 
friccion cinetica entre el paquete y la superficie es 0.3, determine la fuerza maxima 
en el resorte. Desprecie el peso de la placa unida en el extremo del resorte. 


Fig. P14.126 
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14.127 La figura muestra la orbita ellptica de un satelite terrestre. Las rapideces 
minima y maxima del satelite son V\ = 6 km/s y v 2 = 7.5 km/s, respectivamente. 
Calcule las altitudes correspondientes h\ y h 2 . 



14.128 El collarln de 3 lb es jalado sobre la varilla sin friccion por la fuerza 
P{x ) = 0.3 lx 2 lb, donde x esta en pies. Cuando x = 1.2 pies, la velocidad del collarln 
es de 2 pies/s hacia la derecha. Cuando x = 4 pies, obtenga: (a) la velocidad del 
collarln y (b) la potencia de la fuerza P. 

14.129 Los coeficientes de friccion estatica y cinetica entre el cajon de 18 kg y 
la superficie horizontal son u s = 0.25 y u k = 0.2, respectivamente. El cajon esta en 
reposo cuando se aplica la fuerza horizontal P, dependiente del tiempo. Determine 
la rapidez del cajon en t = 10 s. 



P (N) 




P 


Fig. P14.129 


14.130 El collarln A de 8 lb se desliza sobre la varilla vertical con friccion des- 
preciable. El resorte AB tiene una longitud libre de 2.5 pies y su rigidez es 4.2 lb/ 
pie. Si la masa se suelta a partir del reposo en la posicion que se muestra, obtenga 
su rapidez en O. 



Fig. P14.130 
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14.131 Un paquete de masa M se coloca con velocidad cero sobre una banda trans- 
portadora que se mueve a 2 m/s. El coeficiente de friccion cinetica entre el paquete 
y la banda es 0.4. Encuentre la distancia que viaja el paquete antes de que su rapidez 
iguale la rapidez de la banda. 


.. 



Fig. P14.131, P14.132 



14.132 Determine el tiempo requerido para que la rapidez del paquete del proble- 
ma 14.131 iguale la rapidez de la banda transportadora. 

14.133 El montaje que se muestra rota libremente respecto al eje vertical AB con 
el collarfn C deslizante que se mantiene en la posicion 1 por medio de un perno. 
Despues este ultimo falla, permitiendo que el collarfn resbale a la posicion 2. Obten- 
ga el porcentaje de energfa cinetica que se pierde en el proceso en terminos de las 
distancias R\ y R2- Desprecie todas las masas, excepto la del collar C. 

14.134 El peso de 1.2 lb se desliza con friccion despreciable sobre una mesa ho¬ 
rizontal. El resorte unido al peso tiene una rigidez de 2.5 lb/pie y una longitud libre 
de 1.5 pies. Cuando el peso esta en A, su velocidad es de 25 pies/s con la direction 
que se muestra. Determine la rapidez del peso en B donde la longitud del resorte es 
2.5 pies. Tambien. encuentre a que razon se alarga el resorte en B. 



Mesa horizontal 



14.135 Utilice la relation de momento-cantidad de movimiento angular para de- 
mostrar que la ecuacion diferencial que describe el movimiento del pendulo es 0 + 
( g/L) sen 0 = 0. 


Fig. P14.135 
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14.136 Un vehfculo espacial no propulsado de masa m viaja hacia el planeta 
Venus sobre la trayectoria AB. Si las coordenadas de A y B son (—5.0, —1.0) X 10 8 
pies y (3.960, 3.382) X 10 8 pies, respectivamente, determine la rapidez del vehfculo 
en B. 



Fig. P14.136 


14.137 La masa m esta unida a una cuerda y oscila en un cfrculo horizontal de 
radio R = 0.25 m cuando L = 0.5 m. Entonces la longitud L se acorta, jalando la 
cuerda despacio a traves del agujero A en una mesa hasta que la rapidez de la masa 
se duplica. Obtenga los valores correspondientes de: (a) radio R y (b) angulo <l>. 



Fig. P14.137 


14.138 La varilla OA gira libremente respecto al eje z con una rapidez angular 
de 30 rad/s. El resorte no esta deformado cuando se rompe la cuerda que amarra 
al collarfn B de 8 lb. Si el desplazamiento maximo del collarfn relacionado con la 
varilla es 9 pulg, determine la rigidez k del resorte. Desprecie la friccion y la masa 
de la varilla OA. 
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14.139 La masa de 0.6 kg se desliza con friccion despreciable sobre la superficie 
cilindrica. El resorte unido a la masa tiene una rigidez de 110 N/m y su longitud libre 
es 80 mm. Si la masa se libera a partir del reposo en A, obtenga su rapidez en B. 


B 



Fig. P14.139 


14.140 El peso de 40 lb esta unido a una barra de peso despreciable. El montaje 
gira en el piano vertical respecto a O. El resorte tiene una longitud libre de 42 pulg 
y su rigidez es 200 lb/pie. Si el sistema se libera a partir del reposo cuando 0 = 90°, 
encuentre la rapidez del peso cuando 9 = 0. 



Fig. P14.140 




15 

Dinamica de sistemas 
de partfculas 




15.1 


Introduction 


Hasta ahora, el estudio de la dinamica se ha enfocado en una sola partfcula. Se han 
presentado tres procedimientos de analisis cineticos: los metodos de fuerza-masa- 
aceleracion, de trabajo-energfa y de impulso-cantidad de movimiento. En este capf- 
tulo, esos metodos se extienden a los sistemas que contienen dos o mas partfculas. 

Antes de proceder a la cinetica de los sistemas de partfculas, es necesario con- 
siderar otro tema de la cinematica, a saber, el concepto de movimiento relativo. Este 
ultimo proporciona un medio conveniente para describir las restricciones cinemati- 
cas (restricciones geometricas sobre el movimiento) que en general estan presentes 
en un sistema de partfculas. 

Este capftulo tambien presenta dos nuevas aplicaciones de la dinamica: el im- 
pacto de partfculas y el llujo de masa. El impacto se refiere a una colision entre 
partfculas y se caracteriza por un tiempo de contacto muy breve, asf como por gran- 
des fuerzas de contacto. El termino “flujo de masa” se aplica a los problemas en 
los que la masa entra o sale continuamente del sistema, como en la circulation de 
fluidos a traves de tuberfas y la propulsion de cohetes. 


La colision de vehi'culos esta gober- 
tiada por los principios de impulso- 
cantidad de movimiento y trabajo- 
energia. Esos principios permiten a 
los investigadores realizar analisis 
de accidentes. En los problemas 
15.95 y 15.98 aparecen dos ejemplos 
de tales analisis. (StockXpert) 
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15.2 


Cinematica de movimiento relativo 


a. Movimiento relativo 

El analisis de la cinematica se ha limitado al movimiento absoluto, donde el movi¬ 
miento de una partfcula se describe en un marco de referencia fijo (inercial). Con 
la intencion de enfatizar la naturaleza fija del marco de referencia, algunas veces se 
agrega el termino “absoluto” a los nombres de las variables cinematicas (por ejem- 
plo, “velocidad absoluta”). La segunda ley de Newton y los principios de trabajo- 
energfa e impulso-cantidad de movimiento que se deducen de esta se aplican solo al 
movimiento absoluto. En otras palabras, la posicion, la velocidad y la aceleracion 
que hay en esos principios cineticos deben ser absolutas. 

En cinematica, un marco fijo no siempre es la referencia mas conveniente para 
describir el movimiento de una partfcula. Por ejemplo, el marco de referencia natural 
para observar el movimiento de una gota de lluvia sobre la ventanilla de un auto- 
movil que se mueve es la ventanilla (un marco en movimiento) y no el camino (un 
marco fijo). Una descripcion de movimiento que se basa en un marco de referencia 
movil, como la ventanilla, se denomina relativa. 

La figura 15.1(a) muestra las trayectorias de dos partfculas Ay B. Los vectores 
de posicion de estas ultimas, que se miden desde el origen O del sistema de coorde- 
nadas fijo xyz, se denotan con r 4 y r B y sus velocidades son v 4 = r 4 y \ B = f/ ; . Ya 
que estas variables se refieren a un marco de referencia fijo, representan los vectores 
de posicion y las velocidades absolutas de las partfculas. El vector r b/a, que se ha 
dibujado de A a B, se denomina vector de posicion de B relativo a A. 



En la figura 15.1(a) se observa que los vectores de posicion absolutos y relativos 
se relacionan mediante 


r B = r A + v B i A 


(15.1) 


Al derivar respecto al tiempo e introducir la notacion 


( 15 - 2 ) 


vbia = r b/a 
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se obtiene 


Vb = v A + \ BIA 


(15-3) 


El vector Vb/a, que se muestra en la figura 15.1(b), se conoce como la velocidad de 
B relativa a A. 

Si se derivan ambos lados de la ecuacion (15.3), se obtiene 


— 3 a + &B/A 


(15-4) 


donde 


3 b/A = Vb/A = r B /A 


(15-5) 


es la aceleracion de B relativa a A. 

En la figura 15.1(a) se observa que el vector que se ha dibujado de A a B es el 
negativo del vector de B a A, que conduce a las siguientes identidades: 


r B/A = —r A/B Vb/A = —Va/B &B/A = ~^A/B (l 5 - 6 ) 


b. Marco de referenda en traslacion 

Con frecuencia es conveniente describir el movimiento relativo respecto a un siste- 
ma de coordenadas que se mueve junto con la partfcula de referenda. En la figura 
15.2, los ejes xyz estan fijos en un marco de referenda inercial, mientras que los ejes 
x'y’z! estan unidos a la partfcula A de referenda (y se mueven con ella). En este ca- 
pftulo solo se considera el caso especial en el que los ejes x'y’z' siempre permanecen 
paralelos a los ejes fijos. En otras palabras, los ejes en movimiento se trasladan con 
la partfcula de referencia, pero no giran. Por tanto, los vectores base i, j y k del mar¬ 
co de referencia fijo tambien son los vectores base del marco en traslacion. 

En el marco de referencia en traslacion, las coordenadas de la partfcula B son x', 
y' y z!■ Asf el vector de posicion relativa de B, en este sistema de coordenadas, es 



X 


Fig. 152 


r b/a = x'\ + y'j + z'k 


(i5-7) 


La velocidad y la aceleracion relativas de B se obtienen al derivar la ecuacion (15.7) 
respecto al tiempo (observe que, debido a que los vectores base son constantes, se 
tiene que di/dt = djldt = dk/dt = 0 ): 


dx' 

VBM = ~df l 

dY. dz' 

H——1 H-k 

dt dt 

(15-8) 

^3 h 3 
11 

CQ 

a 

d 2 y '. d 2 z\ 
l+ ^ i+ ^ k 

(i5-9) 


Las ecuaciones (15.8) y (15.9) muestran que Vb/a y ^b/a pueden interpretarse como 
la velocidad y la aceleracion de la partfcula B vistas por un observador que no rota 
y se mueve con la partfcula A. 





30 mi 


Problema de ejemplo 15.1 

Dos aeroplanos Ay B vuelan con velocidades constantes a la misma altitud. En la 
figura (a) se muestran las posiciones de los aeroplanos en el tiempo r = 0 (el marco 
de referenda xy esta fijo en el espacio). Determine: 1. la velocidad del aeroplano A 
relativa a B\ 2. el vector de posicion de A relativa a B como una funcion del tiempo y 
3. la distancia minima entre los aeroplanos y el tiempo en que esto ocurre. 


y 



(a) 


Solution 

Parte 1 

A partir de la geometria en la figura (a), las velocidades de los aeroplanos son 



(b) 


v A = 580 
\ B = 260 


40i + 30j 
50 

40i - 30j 
50 


= 464i + 348j mi/h 
= 208i — 156j mi/h 


La velocidad de A relativa aBes 


va/b = - V B = (464i + 348j) - (208i - 156j) 

= 256i + 504j mi/h 


La magnitud y la direccion del vector son 


Va/B 


= V256 2 + 504 2 = 565.3 mi/h 


= tan 


256 

504 


= 26.93° 


Respuesta 


En la figura (b) se muestra este vector de velocidad relativa. Observe que \a/b es l a 
velocidad del aeroplano A como la ve un observador (sin rotacion) en el aeroplano B\ 



















es decir, la velocidad de A en el sistema de coordenadas x'y' (sin rotacion) unido al 
aeroplano B. Puesto que Va/b es constante, la trayectoria de A relativa al sistema de 
coordenadas movil x'y 1 , es la linea recta que se indica en la figura (b). 

Parte 2 

El vector de posicion de A relativo a B puede encontrarse al integrar la velocidad 
relativa 


ta/b 


j \AIB dt = 


J (256i + 504j) dt = (256i + 504j) t + r 0 


donde t esta en horas y ro es una constante de integration. De la condition inicial, 
rA/B = —30j mi en t = 0, resulta que ro = — 30j mi. Por tanto, el vector de posicion 
relativa se convierte en 


r aib = 256/1 + (504/ - 30)j mi Respuesta 


Parte 3 

Si la distancia entre los aeroplanos se denota con s, se tiene 

s 2 = |r A/B | 2 = (256/) 2 + (504/ - 30) 2 mi 2 (a) 

El valor minimo de s ocurre cuando d(s 2 )/dt = 0, o 

2(256) 2 / + 2(504/ - 30) (504) = 0 

con lo que se obtiene 


/ = 0.047 32 h = 170.3 s Respuesta 

Al sustituir este valor de / en la ecuacion (a), se tiene la distancia minima entre los 
aeroplanos 


i min = ^[256(0.047 32)] 2 + [504(0.047 32) - 30] 2 = 13.59mi Respuesta 

Nota 

De la figura (b) tambien podrian obtenerse los resultados de la parte 3. La distancia 
minima entre los aeroplanos ocurre cuando el aeroplano A alcanza la posicion C. Del 
triangulo ABC, se obtiene 

s min = BC = 30 sen 26.93° = 13.59 mi 

El tiempo que se requiere para alcanzar esa posicion es 


/ 


AC 

V AIB 


30 cos 26.93° 
565.3 


= 0.0473 h= 170.3 s 
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Problem as 


15.I Dos aviones vuelan a la misma altitud con las velocidades que se muestran. 
Encuentre la velocidad del avion B como la ve un pasajero en el avion A. 


520 mi/h 





Fig. P15.3 


Fig. P15.1 


15.2 En el tiempo t = 0, dos trenes estan separados 2 mi y viajan con las velo¬ 
cidades que se muestran. La rapidez del tren A se incrementa a razon de 0.5 pies/s 2 , 
mientras que la rapidez de B es constante. Determine la aceleracion, velocidad y 
posicion del tren B respecto al A como funciones de 1. ^Cual es la distancia entre los 
trenes en t = 120 s? 


30 mi/h 


2 mi - 




H 


45 mi/h 


m 




X 



Fig. P15.4 


Fig. P15.2 

15-3 En la posicion que se muestra, la rapidez del automovil B es 16 m/s y se in¬ 
crementa. A un pasajero en el automovil A le parece que la aceleracion de B es cero. 
^Cual es la aceleracion de A en esta posicion? 

15.4 La rapidez del avion es 560 mi/h, hacia el norte. Si la rapidez del viento es 
60 mi/h en la direccion que se muestra, determine la rapidez horizontal y el curso 
(angulo 9 ) del avion. 

15-5 El bote, con una rapidez de crucero (rapidez del bote relativa al agua) de 24 
km/h, cruza un rio que tiene una corriente de 10 km/h. (a) Encuentre el curso, deter- 
minado por el angulo 9, que el bote debe seguir para hacer una linea recta de A a C. 
(b) Obtenga el tiempo que se requiere para que el bote termine el cruce. 
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Fig. P15.5 Fig. P15.6 

15.6 Dos bolas de billar A y B, inicialmente en reposo, son golpeadas en el mismo 
instante y ruedan en las trayectorias AC y BC. Si sus velocidades son como se mues- 
tran en la figura, determine el angulo 0 si las bolas chocan. ( Sugerencia: va/b debe 
dirigirse desde A hacia B). 



Parte frontal del automovil 


15.7 Cuando un automovil estacionado apunta en sentido contrario al viento, las 
rayas hechas por la lluvia en las ventanillas laterales estan inclinadas en un angulo 
0 = 15° con la vertical. Cuando el vehiculo avanza a 30 mi/h contra el viento, el 
angulo 0 se incrementa a 75°. Encuentre la rapidez de las gotas de lluvia. 

15.8 Dos automoviles Ay B que viajan con rapidez constante estan en las posicio- 
nes que se muestran en el tiempo t = 0. Determine: (a) la velocidad de A relativa a 
B; (b) el vector de posicion de A relativo a B como una funcion del tiempo y (c) la 
distancia minima entre los vehiculos y el tiempo en que esto ocurre. 

15.9 La ballesta se apunta hacia el costal de arena que se encuentra suspendido 
de una cuerda. La ballesta se dispara en el instante en que dicha cuerda se corta. 
Demuestre que la flecha siempre se clavara en el costal, sin importar su rapidez 
inicial vo. ( Sugerencia: la velocidad de la flecha respecto al costal de arena es cons¬ 
tante). 



Fig. P15.7 



Fig. P15.9 


Fig. P15.10 


15.IO Dos proyectiles A y B se lanzan simultaneamente en el mismo piano ver¬ 
tical con las posiciones y velocidades iniciales que se muestran en la figura. Si los 
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Fig. P15.11, P15.12 



proyectiles chocan 8 s despues del lanzamiento, determine: (a) su velocidad relativa 
en la colision, y (b) el vector velocidad inicial de A. ( Sugerencia: \b/a es constante). 

15.11 Dos automoviles viajan con las rapideces constantes de va = 36 pies/s y 
yg = 45 pies/s alrededor de una pista circular. Cuando los vehfculos estan en las 
posiciones que se muestran, encuentre las magnitudes de vb/a y 3 b/a- 

15.12 Los automoviles Ay B viajan sobre una pista circular. La rapidez de A es 
constante en va = 60 mi/h. En la posicion que se indica, la rapidez de B es vg = 
30 mi/h y se incrementa a razon de 2.5 pies/s 2 . Obtenga la magnitud de la acelera- 
cion relativa entre los vehfculos en esta posicion. 

15.13 El automovil A viaja sobre un camino circular con una rapidez constante 
de va = 70 km/h. En el instante que se muestra, la rapidez de B sobre el superior 
es vg = 90 km/h y decrece a razon de 1.8 m/s 2 . Encuentre el vector de aceleracion 
relativa a b/a en este instante. 

15.14 La figura (a) muestra un bote que navega en la direccion y a 5 mi/h, cuya 
veleta indica la direccion del viento relativa al barco. Despues de que el bote cambia 
su curso hacia la direccion x, el angulo de la veleta es como se indica en la figura (b). 
Determine el vector de velocidad del viento. 



30° 


ffll 


5 mi/h 


(b) 


Fig. P15.14 


Cinemdtica de movimiento restringido 


La siguiente terminologfa se utiliza con frecuencia cuando se describe la cinematica 
de los sistemas de partfculas:* 

• Restricciones cinematicas: restricciones geometricas impuestas sobre el movi¬ 
miento de las partfculas. 

• Ecuaciones de restriccion : expresiones matematicas que describen las restric¬ 
ciones cinematicas sobre las partfculas en terminos de sus coordenadas de posi¬ 
cion. 

• Coordenadas cinematicamente independientes: coordenadas de posicion de las 
partfculas que no estan sujetas a restricciones cinematicas. 

• Numero de grados de libertad: el numero de coordenadas cinematicamente in¬ 
dependientes que se necesitan para describir por completo la configuration de 
un sistema de partfculas. 

*Esos terminos se presentaron en el analisis del trabajo virtual en el capftulo 10. Aquf se repiten las defi- 
niciones debido a su importancia en dinamica. 


15-3 
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A modo de ilustracion de esos conceptos, considere el sistema que se indica en 
la figura 15.3. El sistema consta de dos bloques, que se han marcado como Ay B, 
unidos por una cuerda que pasa sobre la clavija fija C. Las coordenadas de posicion 
de los bloques se denotan con x A y y B . La restriction cinemdtica sobre el movimien¬ 
to del sistema se refiere a que la longitud total L de la cuerda es constante. La ecua- 
cion de restriction correspondiente se obtiene a partir de la geometrfa de la figura 
15.3: 


L = 


Jx\ + h 2 + y B = constante 


(15.10) 


Este sistema tiene un solo grado de libertad. Se puede elegir x A o y B como la coorde- 
nada cinematicamente independiente. La coordenada de posicion que no se ha elegi- 
do puede relacionarse con la coordenada independiente al usar la ecuacion (15.10). 

La restriccion sobre las velocidades v A y v B de los bloques puede obtenerse al 
derivar la ecuacion (15.10) respecto al tiempo. El resultado es: 



1 2x A x A 

V x 2 A +h2 


+ y B = 0 


Al sustituir x A = v A y v« = v B , se encuentra que las velocidades estan relacionadas 
por 



v A + v B = 0 


(15.11) 


Si se necesita, la relacion entre las aceleraciones de los bloques puede obtenerse al 
derivar la ecuacion (15.11) respecto al tiempo. 

En la figura 15.4 se muestra el ejemplo de un sistema con dos grados de libertad. 
Es similar al de la figura 15.3, pero aquf la clavija esta unida al bloque C que puede 
moverse en sentido vertical. Las tres coordenadas de posicion (x A , y B y yd) de los 
bloques estan sujetas a la restriccion cinematica 


L = 


Jx A + y 2 c + y B = constante 


(L es la longitud de la cuerda) de manera que solo dos de las coordenadas son cine¬ 
maticamente independientes. 

Observe que en los ejemplos anteriores: 



(numero de coordenadas de posicion) — (numero de restricciones cinematicas) 
= (numero de grados de libertad) 


En general esto es cierto, excepto para una clase especial de sistemas mecanicos.* 


*Los sistemas que violan esta regia se llaman no holondmicos (o no holonomos ). Vease D.T. Greenwood, 
Classical Dynamics , Prentice Hall, 1977, p. 10. 














































■A. 


A 


(a) 


Problema de ejemplo 15.2 

La figura (a) muestra un sistema que consta de dos bloques Ay B conectados por 
un cable inextensible que pasapor dos poleas. Determine las relaciones cinematicas 
entre las velocidades y las aceleraciones de los bloques. 


Solution 

El sistema que se muestra en la figura (a) tiene un grado de libertad porque una coor- 
denada (por ejemplo, y A o x b ), determina su configuracion. Es conveniente numerar 
las poleas y marcar la distancia fija, h, como se muestra en la figura (b). Sea L la 
longitud del cable, entonces 


L=y A 


longitud del cable 

alrededor de la polea 1 

longitud del cable 

alrededor de la polea 2 


(yA - h) 


x B 


Debido a que L, h y las longitudes del cable que estan enrolladas en cada polea son 
constantes, la derivacion respecto al tiempo resulta en 


—— — V.4+0+V.4+0+V# — 0 

dt 


con lo que se obtiene 


v B = -2 v a 


Respuesta 


Al derivar esta ecuacion respecto al tiempo se tiene 


cib = —2 a A 


Respuesta 



m 






























































Problema de ejemplo 15.3 

Los dos collares Ay B estan unidos por una cuerda de longitud L. El collar A se 
mueve hacia la derecha con una velocidad constante v A - Determine la velocidad y la 
aceleracion de B como funciones de v A y el angulo 9. 

Solution 

El sistema tiene un grado unico de libertad porque solo una coordenada (x A , yB o 6) 
determina su configuracion. Por el momento se ignorara a 6 y se trabajara con xa 
y yB- La ecuacion de restriction que relaciona a esas dos coordenadas es 



*l + y 2 B = L 2 (a) 

A1 derivar esta ecuacion respecto al tiempo (observando que x A = v A y ys = v n) se 
obtiene 2 x a Va + 2 ysvs = 0, que se reduce a 

xaVa + ysv B = 0 (b) 

Si se toma la derivada respecto al tiempo de la ecuacion (b), resulta 

(x a cla + v- A ) + (yB^B + v~ B ) = 0 (c) 

donde se uso v A = y v B = as- 

Al resolver la ecuacion (b) para la velocidad de B se tiene 


xa 

vb = -va— = -v A 

yB 


L sen# 
L cos 6 


o 


vb = -va tan# Respuesta (d) 

Debido a que a A = 0, la aceleracion de B a partir de la ecuacion (c) es 


cib — - 


V A + v l 

yB 


Al sustituir Vb a partir de la ecuacion (d) y y/j = L cos 6. se obtiene 

_ _v 2 a + (-va tan#) 2 _ _v^(l + tan 2 #) 

L cos# L cos# 

Si se utiliza la identidad (1 + tan 2 #) = 1/cos 2 #, esta ecuacion se reduce a 


a B = - 


L cos 3 


Respuesta 
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Problem as 



15.15 El bloque A se mueve hacia la derecha con rapidez constante de 4 pulg/s. 
Determine la velocidad del bloque B. 


Fig. P15.15 


15.16 Si el bloque B se mueve hacia abajo con rapidez constante de 0.4 m/s, en- 
cuentre la velocidad del bloque A. 




Fig. P15.17 


15.17 En el instante que se muestra, la velocidad del bloque A relativa al B se 
dirige 240 mm/s hacia abajo. Obtenga la velocidad de cada bloque en este instante. 

15 -lf Determine la velocidad del bloque B en el instante en que la velocidad del 
bloque A se dirige 24 pulg/s hacia abajo. 





16 pulg/s 


Fig. P15.19 


15.19 Encuentre la velocidad del bloque B en el instante en que la velocidad del 
bloque A se dirige 16 pulg/s hacia arriba. 


Fig. P15.20 


15.20 El collar A se mueve hacia arriba a 3 pies/s mientras el collar B lo hace 
hacia abajo a 1.2 pies/s. Encuentre la velocidad del bloque C. 











































































































15.15-15-27 Problemas 197 


15.21 El collar A se mueve hacia abajo con una rapidez constante de 1.8 pies/s. 
Determine la velocidad del bloque B cuando yA = 3 pies. 

15.22 El bloque A se mueve hacia arriba a 3.6 m/s. ^Cual es la velocidad del blo¬ 
que B cuando vs = 2 m? 


4.8 m 



2 pies 



Fig. P15.21 


15.23 El disco A rota en el sentido de las manecillas del reloj con la velocidad 
angular 6 = 2 rad/s. Encuentre la velocidad del bloque B cuando 0 = 60°. 



15.24 Cuando el bloque C esta en la posicion xc = 1.7 pies, su rapidez es de 
3 pies/s hacia la derecha. Obtenga la velocidad del bloque A en este instante. Obser¬ 
ve que la cuerda pasa por la polea B y por la clavija unida al bloque C. 



15.25 Los collares Ay B estan unidos por una barra de 8 pulg. Dado que va = 
8 pulg/s y a.A = —16 pulg/s 2 cuando x = 3 pulg, encuentre la velocidad y la acelera- 
cion de B en este instante. 
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15.26 En cierto instante, la velocidad del bloque A es de 0.2 m/s y la del bloque B 
relativa al bloque C es de 0.6 m/s, ambas dirigidas hacia abajo. Encuentre las velo- 
cidades de B y C en este instante. 



Fig. P15.26 


Fig. P15.27 


15.27 El bloque C se mueve hacia arriba con una rapidez constante de 6 pulg/s. 
Dado que las elevaciones de los bloques Ay B siempre son iguales, determine la 
velocidad de B. 


Cinetica: metodo de fuerza-masa-aceleracion 


La segunda ley de Newton, XF = ma. tambien puede utilizarse para estudiar el mo- 
vimiento de un sistema de particulas. El enfoque mas directo es usar el diagrama de 
cuerpo libre (DCL) y el diagrama de masa-aceleracion (DMA) de cada particula en 
el sistema para obtener las ecuaciones del movimiento de las particulas individuales. 
Asi, un sistema de n particulas conduciria a las siguientes n ecuaciones vectoriales 
de movimiento: (XF),- = ma„ i = 1, 2, ...,«. Si las particulas del sistema estan 
sujetas a restricciones cinematicas internas (debido a las conexiones sin masa, como 
cuerdas que unen a las particulas) entonces las fuerzas que imponen las restricciones 
(por ejemplo, las tensiones en las cuerdas) aparecen como incognitas en esas ecua¬ 
ciones de movimiento. 

En algunos problemas es suficiente considerar el movimiento del centra de 
masa* del sistema, en lugar de los movimientos de las particulas individuales. La 
ecuacion de movimiento del centra de masa se obtiene al sumar las ecuaciones de 
movimiento de todas las particulas en el sistema. Debido a que las fuerzas de restric- 
cion entre las particulas ocurren en pares iguales y opuestos (tercera ley de Newton), 
son eliminadas por el proceso de suma. 

a. Movimiento del centro de masa 

Antes de deducir la ecuacion de movimiento del centro de masa, es necesario revisar 
el concepto de centro de masa y analizar cuales son las fuerzas externas e internas 
del sistema. 


15.4 


*Con frecuencia los ingenieros utilizan los terminos centro de gravedad y centro de masa de manera 
indistinta ya que esos dos puntos coinciden en la mayorfa de las aplicaciones. 
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2 



Fig- 15-5 


1. Centro de masa La figura 15.5 muestra un sistema de n partfculas. La masa de 
la i-esima partlcula se denota con m ,■ y su vector de posicion es r ; = x,i + y j + z,k. 
El centra de masa G del sistema se define como el punto cuyo vector de posicion es 


r = 


1 

m 


n 

Y 2 m ‘ r 1 

i =1 


(15.12a) 


donde m = 1 m i es i a masa total del sistema. Las componentes rectangulares 

de r son* 


j n 1 n j n 

= — T'' miXi y — — V' w,y, j = — V' ntiZi 

m ‘ J m ‘ J m ‘ J 


i= 1 


(15.12b) 


Si el sistema de coordenadas xyz es un marco de referenda inercial, la velocidad 
v y la aceleracion a del centra de masa se obtienen al derivar la ecuacion (15.12a) 
respecto al tiempo: 


d r 

v = — 
dt 


1 

m 


n 

Ymn 

i =1 



d 2 r 
dt 2 


1 " 

—i 

m * ■ * 


1 = 1 


(15-13) 


donde Vj y a, son la velocidad y la aceleracion de la i-esima partlcula, respectiva- 
mente. 

2. Fuerzas externas e internas La figura 15.6(a) muestra el diagrama de cuerpo 
fibre de un sistema cerrado de n partfculas marcadas 1, 2,El vector F,-, i = 
1,2representa la fuerza externa resultante que actua sobre la i-esima par¬ 
tlcula. Las fuerzas externas son causadas por la interaccion de las partfculas con el 


*Esas ecuaciones son similares a la definicion del centra de masa de un cuerpo rfgido del capftulo 8. La 
unica diferencia es que las integrales del capftulo 8 se reemplazan por sumatorias para un sistema de 
partfculas. 

^Un sistema es “cerrado” si ninguna partlcula entra o sale de el. Mas adelante la razon de esta restriccion 
se aclarara. Conforme las partfculas se mueven, la frontera del sistema puede imaginarse como una “bol- 
sa” flexible que siempre encierra las mismas partfculas. 







200 


CAPITULO 15 Dinamica de sistemas de partfculas 





mundo externo (es decir, sus fuentes son externas al sistema). Ejemplos de fuerzas 
externas que pueden actuar sobre una partfcula son su peso, sus interacciones con 
otras partfculas que no esten incluidas en el sistema y las reacciones en soportes. 

Ademas de las fuerzas externas, las partfculas del sistema pueden estar suje- 
tas a fuerzas que son interims al mismo. Por ejemplo, dos partfculas podrfan estar 
conectadas por un resorte, chocar entre sf o portar cargas electricas que causarfan 
repulsion o atraccion mutuas. En la figura 15.6(a) no es necesario mostrar las fuerzas 
internas en el DCL del sistema, ya que las interacciones entre las partfculas siempre 
ocurren en pares de fuerzas que son iguales en magnitud, opuestas en direction y 
cuyas lfneas de action son colineales (tercera ley de Newton). Por tanto, las fuerzas 
internas se eliminan. 

La figura 15.6(b) muestra el par de fuerzas internas que actua entre la f-esima 
y la y-esima partfculas. f, ; representa la fuerza interna que actua sobre la f-esi- 
ma partfcula que es causada por la y-esima. De modo similar, f,- ( es la fuerza interna 
que actua sobre la y-esima partfcula causada por la f-esima. [Cada partfcula puede 
tener una interaction con cada una de las otras partfculas en el sistema, pero en la 
figura 15.6(b) solo se muestra una de estas interacciones.] De acuerdo con la tercera 
ley de Newton, 


f ij - ~tji (i # y) ( 15 - 14 ) 

y ambas fuerzas son colineales.* 

En la figura 15.6(c), se muestra un diagrama de cuerpo libre de una tfpica 
f-esima partfcula del sistema. Como ya se menciono, F, representa la fuerza externa 
resultante que actua sobre la partfcula (incluyendo su peso). El vector 

n 

Eh 

j =1 
j¥=i 


^Observe que i = j se excluye en la ecuacion (15.14) porque fy, la fuerza ejercida sobre la z-esima partfcula, 
no tiene sentido. 
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es la fuerza interna resultante que actua sobre la partfcula (la suma de las fuerzas 
aplicadas a la f-esima partfcula por todas las otras en el sistema). 

3 . Ecuacion de movimiento del centro de masa Del diagrama de cuerpo libre 
de la figura 15.6(c), se obtiene la siguiente ecuacion de movimiento para la f-esima 
partfcula: 

n 

F, + Ef, ; = m,a, (f = 1, 2, . . . , n) ( 15 . 15 ) 

]=i 

Ya que hay n partfculas en el sistema, la ecuacion (15.15) representa n ecuaciones 
vectoriales (una para cada partfcula). A1 sumar las n ecuaciones, se tiene 


E F ' + EE f, j = E m ' a ' (15-16) 

;=1 !=i j =1 1=1 

i*i 

Esta ecuacion puede simplificarse si se considera lo siguiente: 

1 . Yl"=t F/ = F es la fuerza externa resultante que actua sobre el sistema (in- 
cluyendo los pesos de las partfculas). 

2 . Como se indica en la ecuacion (15.14), las fuerzas internas ocurren en pares igua- 
les y opuestos. Por tanto, su suma es cero; es decir, 

£X> = 0 (l 5- a 7) 

!=1 7=1 

3. A1 utilizar la ecuacion (15.13), el lado derecho de la ecuacion (15.16) puede 
remplazarse por 

n 

E m / a i = (15-18) 

i=1 

Si se usan los resultados anteriores, la ecuacion (15.16) puede escribirse en la forma 

EF = /«a (15.19) 

Si se compara la ecuacion (15.19) con la segunda ley de Newton EF = ma para una 
partfcula, se observa que el centro de masa del sistema se mueve como si fuera 
una partfcula de masa igual a la masa total del sistema, bajo la accion de la resultante 
de las fuerzas externas que actuan sobre este ultimo. 

b. Resolution de las ecuaciones de movimiento 
de las partfculas individuates 

La ecuacion de movimiento del centro de masa tiene una aplicacion limitada, pues- 
to que no dice nada sobre el movimiento de las partfculas individuales o de los va- 
lores de las fuerzas internas. La resolucion de las ecuaciones de movimiento de las 
partfculas individuales no tiene ninguna de estas desventajas. 

A manera de ilustracion, considere el sistema de la figura 15.7(a) que consta de 
los bloques A y B de masas m A y m B , respectivamente. Los bloques estan unidos por 
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(c) 

Fig- 15-7 


un cable que pasa por la polea C. El problema es determinar la fuerza en el cable y 
la aceleracion de cada bloque, suponiendo que la friccion es despreciable. 

El sistema contiene tres restricciones cinematicas. Hay dos restricciones exter- 
nas, impuestas por la superficie horizontal bajo el bloque A y la polea C. En la figura 
15.7(b), las fuerzas de restriccion correspondientes (reacciones) se denotan con N A y 
R c en el DCL del sistema. La tercera restriccion es que la longitud del cable es cons- 
tante. La fuerza de restriccion correspondiente (la tension del cable), al ser interna al 
sistema, no se presenta en este diagrama. 

En este problema no resultarfa de utilidad la investigacion del movimiento del 
centra de masa del sistema. Por tanto, la atencion se enfoca en el analisis de los blo- 
ques individuates, al usar los diagramas de cuerpo libre y de masa-aceleracion de la 
figura 15.7(c). Observe que la fuerza T del cable es constante a lo largo de este si 
la masa del mismo es despreciable y se ignora la friccion en la polea C. La restric¬ 
cion interna impuesta por el cable requiere que las aceleraciones de ambos bloques 
sean iguales; es decir, a A = a B = a. De los diagramas se obtienen las siguientes 
ecuaciones de movimiento: 

Bloque A : F x = ma T = m A a 

Bloque B : F y = ma +[ m B g — T = m B a 

lo que resulta en 

mBg ^ m A m B g 

a = - T = - 

m A +m B m A +m B 



























Problema de ejemplo 15.4 

El hombre que se muestra en la figura (a) camina del extremo izquierdo al derecho 
de la tabla uniforme, misma que al principio esta en reposo sobre una capa de hielo. 
Determine la distancia que el hombre se movio cuando llego al extremo derecho. 
Los pesos del hombre y de la tabla son 160 lb y 40 lb, respectivamente, y la friccion 
entre la tabla y el hielo es despreciable. 



Solution 


En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo fibre del sistema constituido por 
el hombre y la tabla. Las unicas fuerzas que aparecen en este DCL son los pesos del 
hombre y la tabla, y la reaccion normal N. Las fuerzas normal y de friccion que ac- 
tuan entre el hombre y la tabla no aparecen en el DCL ya que son internas al sistema. 

En el DCL de la figura (b) se ve que no existen fuerzas que actuan sobre el sis¬ 
tema en la direction x. Por tanto, de acuerdo con ]T F — m a, el centra de masa G 
del sistema permanece estacionario, como se indica en las figuras (c) y (d). 


y 



(c) 


(d) 


160 lb 



Ahora se calcula x, la coordenada x de G, cuando el hombre esta en el extremo 
izquierdo de la tabla. Respecto a la figura (c), se tiene 


n 

mx = o 

;=i 


n 

Wx =Y^WiXi 

i=i 


(160 + 40)x = 160(0)+ 40(6) 


que da x = 1.2 pies. Si se repite el procedimiento cuando el hombre esta en el extre¬ 
mo derecho de la tabla, como se indica en la figura (d), se obtiene 

(160 + 40)x = 160 d + 40 (d - 6) 



























de donde, d = x + 1.2. A si. al sustituir x =1.2 pies (recuerde que x no cambia cuan- 
do el hombre camina sobre la tabla), resulta 

d = 2.4 pies Respuesta 

Observe que cada paso del hombre hace que este se mueva hacia la derecha y la 
tabla hacia la izquierda. Las magnitudes de esos movimientos son tales que aseguran 
que el centra de masa del sistema no se mueva en sentido horizontal. 

Tambien es posible resolver el problema si se observa que la distancia entre el 
hombre y el centra de masa G debe ser la misma en las figuras (c) y (d), debido a las 
simetrfas de las dos configuraciones. En otras palabras, x = d — x ,o d = 2x . 



(a) 


204 


Problema de ejemplo 25.5 

La figura (a) muestra a una mujer de 120 lb de pie sobre una balanza dentro de un 
elevador que pesa 2000 lb. Determine la lectura de la balanza y la aceleracion co- 
rrespondiente del elevador si la tension en el cable es: 1.7’= 1100 lb y 2. T = 900 lb. 
Desprecie los pesos de la balanza y del soporte de la polea. 

Solution 

Calculos preliminares 

La figura (b) muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) del sistema que forman la 
y mujer y el elevador. Las unicas fuerzas externas son los pesos y las tensiones en el 

cable. La fuerza que actua entre la mujer y la balanza no aparece porque es interna. 

-* En la figura (b) tambien se muestra el diagrama de masa-aceleracion (DMA) para 

el sistema. Si la mujer y el elevador tienen la misma aceleracion a (que se supone 
va hacia arriba), entonces el vector de inercia es igual a la masa total del sistema 
multiplicada por a. La segunda ley de Newton da 


T,F y = mciy 


4 


2 T - 120-2000 = 


120 + 2000 

- a 

g 




(b) 


DMA 






























































Por tanto, la aceleracion es 


(27 — 2120)g . 2 

a = -pies/s 

2120 


(a) 


donde 7 se mide en libras y g = 32.2 pies/s z . 

Para determinar la fuerza que actua entre la mujer y la balanza, se debe aislar 
a aquella de esta ultima. En la figura (c) se muestra el DCL de la mujer, donde N es 
la fuerza que la balanza ejerce sobre ella. De hecho, esta fuerza es igual y opuesta 
a la ejercida por la mujer sobre la balanza. En la figura (c) tambien se muestra el 
DMA de la mujer, donde a otra vez se dirige hacia arriba, lo que es consistente con 
la suposicion previa. De la segunda ley de Newton, se tiene 

. 120 

Y F y = ma y +j N — 120 = - a 

§ 


de donde la relacion entre N y a (pies/s~) es 


120fl 

N = -+ 120 lb 

8 


(b) 


A1 sustituir la ecuacion (a) en la (b) y simplificar, se encuentra que la relacion entre 
N y 7es 



DCL 


(c) 


N = 0.11321 T 


(c) 


Parte 1 

Si T = 1100 lb, la lectura de la balanza, a partir de la ecuacion (c), es 

N = 0.113217 = 0.11321(1100) = 124.5 lb Respuesta 

y la aceleracion correspondiente de la ecuacion (a) es 

(2T — 2120)g [2(1100)- 2120](32.2) 2 

a = -=-= 1.215 pies/s Respuesta 

2120 2120 

Debido a que a es positiva, esta en la direccion que se ha supuesto, es decir, hacia 
arriba. 


Parte 2 

Cuando se utiliza T = 900 lb en las ecuaciones (a) y (c), se tiene 

N = 0.113217 = 0.11321(900) = 101.91b Respuesta 


y 


(27 - 2120)g 
2120 


[2(900) - 2120](32.2) 

2l20 


-4.86 pies/s 2 


Respuesta 


Ya que a es negativa, se dirige hacia abajo. 

Observe que la mujer ejerce una fuerza que es mayor que su peso cuando la ace¬ 
leracion va hacia arriba y menor que su peso cuando esta ultima se dirige hacia abajo. 



DMA 


■ 
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Problema de ejemplo 15.6 

En la figura (a), la fuerza de 300 lb se aplica al cable que esta unido al bloque A de 
200 lb. En la figura (b), esta fuerza se reemplaza por un bloque B de 300 lb. Des- 
preciando la masa de la polea, determine para ambos casos la aceleracion de A y la 
tension en el cable. 



r=300 



a lb 


DCL DMA 

( c ) 


300 lb 1300 o lb 


a 



DCL 


DMA 


(d) 




Solution 

Sistema en la figura (a) 

La figura (c) muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) del bloque A. Debido a que 
la masa de la polea se desprecia, la tension es la misma a lo largo del cable, lo que da 

T = 300 lb Respuesta 

La figura (c) tambien muestra el diagrama de masa-aceleracion (DMA) para 
el bloque A, donde se supone que su aceleracion a va hacia arriba. Si se utiliza la 
segunda ley de Newton se obtiene 


Ef, = ma 


+T 


300 - 200 = 


200 

- a 

8 


por lo que la aceleracion es 


a — | = 16.1 pies/s 2 Respuesta 

Sistema en la figura (b) 

En la figura (d) se muestran los DCL y DMA de los bloques. Debido a que el cable 
es inextensible, la aceleracion de A es igual en magnitud a la de B. pero en direction 
opuesta. Se supuso que la aceleracion de A va hacia arriba. Por tanto, la ecuacion de 
movimiento del bloque A es 

. 200 

YF y = ma +T r-200 =- a 

8 

Para el bloque B , se tiene 

. 300 

£ Fy = ma +| 7- 300=- a 


































A1 resolver esas dos ecuaciones de manera simultanea, se obtiene 

T — 240 lb y a = j = 6.44 pies/s 2 Respuesta 

Observe que la aplicacion de una fuerza de 300 lb en el extremo del cable no es 
equivalente a sujetarle un peso de 300 lb. 


Problema de ejemplo 15.J 

La figura (a) muestra un sistema que consta de tres bloques conectados por un cable 
inextensible que pasa por cuatro poleas. Las masas de los bloques A, B y C son 60, 
80 y 20 kg, respectivamente. Empleando las coordenadas que se muestran y despre- 
ciando las masas de las poleas, encuentre la aceleracion de cada bloque y la tension 
T en el cable. 



(a) 


Solution 

Se utilizara el metodo de fuerza-masa-aceleracion para deducir la ecuacion de mo- 
vimiento para cada bloque. 

Analisis cinematico 

En la figura (a), sea L la longitud del cable que pasa por las poleas, entonces 
L = 2 y A + 2 ye + yc + C\ 

donde C\ es una constante que toma en cuenta la longitud del cable enrollado en las 
poleas y los pequenos tramos que soportan las dos poleas de arriba. Debido a que L 
es constante, si se deriva respecto al tiempo esto conduce a 

dL 

— — 2v a + 2vb + vc = 0 

dt 

donde las v son las velocidades de los bloques. Al derivar de nuevo respecto al tiem¬ 
po se obtiene la relacion entre las aceleraciones de los bloques: 

2ci a -f- 2 ci b A Qq — 0 ( 3 ) 
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Analisis cinetico 





20(9.81) N 20 a c 
DCL DMA 


(b) 


La figura (b) muestra los diagramas de cuerpo libre de los bloques Ay B (junto con 
las poleas sin masas a las que estan unidos) y el bloque C. Observe que la tension 
T es constante a lo largo del cable. Tambien se muestran los diagramas de masa- 
aceleracion correspondientes. A1 aplicar la ley de Newton UF y = ma a cada bloque, 
las ecuaciones de movimiento son 


+J, 60(9.81) -IT = 60 a A 

+J, 80(9.81) — 2T = 80a B (b) 

+J, 20(9.81) - T = 20a c 


Resolviendo las ecuaciones (a) y (b), se obtienen la tension en el cable y la acelera- 
cion de cada bloque: 


T = 294.3 N 


a a = 0 


ag = 2.45 m/s 2 


Respuesta 


ac = —4.91 m/s 2 


Los signos indican que la aceleracion de B se dirige hacia abajo, mientras que la de 
C se dirige hacia arriba. 
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Problemas 

15.28 Las tres partfculas de un sistema se mueven en el piano xy. En cierto ins- 
tante, se muestran en la figura las posiciones y aceleraciones de las partfculas. Para 
este instante, determine: (a) las coordenadas del centra de masa del sistema y (b) la 
aceleracion de dicho centra de masa. 


y (pies) 


0 


011b 8 pies/s 2 


0.21b 


V [ 12 pies/s 2 

d°7 s s. 

°- 3ib 


6 pies/s 
40 1 


0 2 4 6 

Fig. P15.28 


- x (pies) 



15.29 Las tres partfculas de un sistema se mueven en el piano xy. En el instante 
que se muestra, las partfculas sufren la accion de las fuerzas que se presentan. Para 
este instante establezca: (a) las coordenadas del centra de masa del sistema y (b) la 
aceleracion de dicho centra de masa. 


15.30 Dos hombres de 90 kg estan sentados en el bote A de 400 kg. Empleando 
una cuerda de 30 m, el hombre en popa jala lentamente al otro bote B de 400 kg. 
Encuentre la distancia que se movio el bote A cuando ambos botes casi se tocan. 
Desprecie la resistencia del agua. 



Fig. P15.30 


15.31 Un rifle que se ha fijado a un carrito dispara una bala de 0.08 lb. El peso 
combinado del rifle y el carrito es de 20 lb. Despues del disparo, se sabe que la ve- 
locidad del carrito es va = 4.8 pies/s hacia la izquierda. Calcule: (a) Vb, la velocidad 
de la bala despues del disparo y (b) la velocidad en la boca del rifle (la velocidad de 
la bala relativa al canon del rifle). 

15.32 Una mujer A de 140 lb salta de un carrito inmovil B de 50 lb. Inmediata- 
mente despues del salto, la velocidad de la mujer relativa al carrito es como se mues¬ 
tra en la figura. Determine los vectores velocidad de la mujer y el carrito. 

15-33 En el instante que se muestra, la velocidad del proyectil A de 10 lb es de 
40j pies/s cuando se rompe en dos partes By C que pesan 6 y 4 lb, respectivamente. 
La parte B golpea el piso (el piano xy) en el punto (80 pies, 50 pies, 0). Obtenga las 


Va 



v a/b = 18 pies/s 
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z 



coordenadas del punto donde C toca el suelo. ( Sugerencia: considere el movimiento 
del centra de masa). 

15-34 Se lanza un proyectil de 60 kg desde el punto O en t = 0 con la velocidad 
que se muestra. Durante el vuelo, el proyectil se rompe en dos partes, A y B, de 
masas 20 y 40 kg, respectivamente. Las partes permanecen en el piano xy. Si la posi- 
cion de A en t = 35 s es como se muestra, encuentre la posicion de B en ese tiempo. 
( Sugerencia: considere el movimiento del centra de masa.) 

15-35 El remolque B esta enganchado a la camioneta A que tiene un eje impulsor 
para cuatro llantas. El coeficiente de friccion estatica entre estas ultimas y el piso 
es 0.9. Determine: (a) la maxima aceleracion posible y (b) la fuerza tensora corres- 
pondiente en el gancho del trailer. Desprecie la resistencia por rodamiento de este. 


V 




Fig. P15.35 



Fig. P15.36 


15.36 Los paquetes Ay B se deslizan hacia abajo del piano inclinado mantenien- 
do contacto entre si. Calcule la aceleracion de los paquetes y la fuerza normal entre 
ellos. 

15-37 El coeficiente estatico de friccion entre el cajon de 100 lb y la carreta de 300 lb 
es 0.2. Encuentre la fuerza maxima P que puede aplicarse al cajon sin causar que 
resbale sobre la carreta. 


too lb 

p ;i;i;i;i;i;i;i;ij; 

' (k) 3 °°'-' (Lj 

Fig. P15.37 

15.38 Determine la tension en el cable que conecta los bloques Ay B, despues de 
que se aplica la fuerza constante de 40 lb. 



401 b 


Fig. P15 38 
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1539 El sistema que consiste en los bloques A y B, y la polea C sin masa, se 
levanta por la fuerza constante de 2.35 kN. Obtenga la fuerza en el cable que une a 
Ay B. 

15.40 Si la masa del bloque A es dos veces la masa del bloque B, encuentre la 
aceleracion de A en terminos de la aceleracion gravitacional g. Desprecie las masas 
de las poleas. 



2.35 kN 


60 kg 
A 


IT 


120 kg 
B 


Fig. P15.39 


Fig. P15.40 


Fig. P15.41 


15.41 La aceleracion del collar deslizante C es g/4, y se dirige hacia arriba. De¬ 
termine las aceleraciones de los bloques Ay B. Desprecie las masas de las poleas. 

15.42 La caja A de 8 lb descansa en el extremo izquierdo de la tabla uniforme B 
de 6 lb cuando se aplica una fuerza constante de 10 lb a A. Establezca la distancia 
Xa que recorre la caja cuando esta llega al extremo derecho de la tabla. Utilice los 
coeficientes cineticos de friccion que se muestran en la figura. 


Bk = O . 4 —s 


-— 1.0 pies 

/— ~ 0-1 



A 



/2^r 


- 6 pies - 

- X A 

B 



Fig. P15.42 


15.43 Los bloques Ay B se deslizan sobre el piano inclinado con friccion despre- 
ciable. Estan unidos por una cuerda que pasa por la polea C de masa despreciable. 
Determine la aceleracion del bloque A y la tension en la cuerda. 
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0.5 lb 



15.44 Encuentre la magnitud de la fuerza P que hara que el bloque A acelere hacia 
la derecha a 4 m/s 2 . Desprecie la friccion y la masa de la polea. 

15.45 Se jala el bloque A sobre la superficie horizontal por la fuerza P constante. 
Si la cuerda que une a la masa B con el bloque mantiene el angulo constante 0 = 35° 
con la vertical, establezca la magnitud de P. 

15.46 Una cuerda une a los bloques Ay B cuando caen resbalando sobre la su¬ 
perficie cilindrica. En la posicion que se muestra, la velocidad de cada bloque es 
1.2 m/s. Despreciando la friccion. calcule la tension en la cuerda para esta posicion. 


12 kg 



15.47 Los bloques A y B estan unidos por una cuerda cuando se deslizan hacia 
abajo sobre la superficie inclinada. El coeficiente de friccion cinetica entre cada blo¬ 
que y la superficie se muestra en la figura. Determine la fuerza en la cuerda. 



Fig. P15.47 Fig. P15.48 


15.48 La masa B esta unida al brazo que gira en el piano horizontal respecto a 
un perno en el collar A. Un motor en A mantiene constante la rapidez angular del 
brazo en 6 = 2.4 rad/s. Obtenga la velocidad y la aceleracion de A como funciones 
del angulo 6. Suponga que va = 0 cuando 6 = 0. Se pueden despreciar la friccion y 
la masa del brazo que gira. 
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15.49 Determine las fuerzas en los cables 1 y 2 del sistema de poleas que se mues- 
tra. Desprecie la friccion y las masas de las poleas. 

*15.50 La camioneta A remolca al trailer B desde una posicion estacionaria. La ca- 
mioneta tiene un eje impulsor para cuatro ruedas y el coeficiente estatico de friccion 
entre estas y la carretera es 0.8. La resistencia por rodamiento del trailer es despre- 
ciable. Encuentre la maxima aceleracion inicial posible de la camioneta six = 10 m. 


1800 kg 




Fig. P15.49 



*15.51 Se liberan dos bloques identicos Ay B a partir del reposo en la posicion 
que se muestra. Calcule ag y ua;b en terminos de la aceleracion gravitacional g. 
Desprecie la friccion. 


Fig. P15.51 


gl5-52 La rigidez del resorte que une a los dos bloques de 5 lb es 2 lb/pulg. El 
sistema esta inicialmente en reposo sobre la superficie sin friccion cuando se aplica 
la fuerza constante de 1.2 lb en t = 0. (a) Deduzca la ecuacion diferencial de mo- 
vimiento para cada bloque y establezca las condiciones iniciales. (b) Determine la 
rapidez de cada bloque y la fuerza P en el resorte cuando t = 0.1 s. (Nota: la solucion 
analftica es vi = 7.23 pulg/s, V 2 = 2.05 pulg/s, P = 0.712 lb). 


*- x 2 


—- x i 


® 

mmmmr 


1 .21b 



a 15-53 La figura muestra una vista desde arriba de las partfculas Ay B que se des- 
lizan sin friccion sobre una mesa horizontal. Las partfculas llevan cargas electricas 
identicas, que originan la fuerza repulsiva F = c/d 2 , donde c = 0.005 N- rrr y d es la 
distancia entre las partfculas en metros. En el tiempo t = 0, se sabe que d = 0.5 m, 
A esta en reposo y B se mueve hacia A con rapidez de 2 m/s. (a) Deduzca las ecuacio- 
nes diferenciales de movimiento y establezca las condiciones iniciales. (b) Calcule 
el valor mfnimo de d y la rapidez de cada partfcula en ese instante. (Nota: la solucion 
analftica es d mm = 0.227 m, = vg = 800 mm/s.) 

g 1 5-54 La bala B de 0.025 kg que viaja a 600 m/s golpea y se incrusta en el bloque 
A de 15 kg, que inicialmente esta en reposo sobre la superficie sin friccion. La fuerza 
entre Ay B durante la fase de incrustacion es F = 50 vb/a, donde F esta en newtons 
y la velocidad relativa en metros por segundo. (a) Determine las ecuaciones diferen¬ 
ciales de movimiento para Ay B durante la fase de incrustacion de la bala y esta¬ 
blezca las condiciones iniciales. (b) Calcule la velocidad de B y la distancia recorrida 
por A durante 1.0 ms despues del contacto inicial. (Nota: la solucion analltica es 
vb = 81.8 m/s y Xa = 0.567 mm.) 


Fig. P15.52 



15.55 Dos vagones de ferrocarril se mueven con las velocidades que se muestran 
cuando chocan. Sus parachoques son resortes ideales, siendo 20 000 lb/pie la rigidez 


Fig. P15.54 
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combinada de ambas defensas. (a) Obtenga la ecuacion diferencial de movimiento 
para cada uno de los dos vagones. (b) Suponga que el contacto inicia cn t = 0 y 
resuelva las ecuaciones de movimiento para la duracion del impacto, que es aproxi- 
madamente 0.4 s. (c) A partir de la solucion que se encontro en (b), determine el 
maximo valor de la fuerza y el tiempo de contacto. 


J: 

II 

p 

OJ 

1 

A 

2 kg 

k = 2 

=mm 

B 


4 kg 




Fig. P15.56 


z 



^15.56 Dos bloques se sueltan a partir del reposo en t = 0 con el resorte estirado 
20 mm. (a) Deduzca las ecuaciones diferenciales de movimiento para cada bloque 
suponiendo que A resbala relativo a B. (b) Resuelva las ecuaciones de movimiento 
para el intervalo de tiempo de / = 0 a t = 0.2 s y trace la grafica de la velocidad de 
cada bloque contra el tiempo. 

*15-57 El disco horizontal rugoso de radio 2.5 pies rota con rapidez angular cons- 
tante co = 45 rev/min. La partfcula A se coloca sobre el disco sin velocidad inicial 
en t = 0, R = 1.0 pies y 0 = 0. (a) Demuestre que las ecuaciones diferenciales de 
movimiento para el disco son 


= R q2 q _ 2 R6 B'kgjO ~ at) 

v R v 

donde 

v = [r 2 + R 2 (0-w) 2 ] 17 ' 


y establezca las condiciones iniciales. (b) Resuelva numericamente las ecuaciones 
para el periodo en que la partfcula esta sobre el disco. Utilice la solucion numeri- 
ca para encontrar la rapidez de la partfcula cuando esta abandona el disco. 


Principios de trabajo-energia 


Este apartado amplfa los metodos de trabajo-energfa para una sola partfcula, que se 
presentaron en los apartados 14.2-14.4, a un sistema de partfculas. 

a. Trabajo realizado sobre un sistema de partfculas 

La figura 15.8 muestra una i-esima partfcula tfpica que pertenece a un sistema cerra- 
do de n partfculas. Si se utiliza la notacion que se presento en el apartado 15.4, las 
fuerzas resultantes externa e interna que actuan sobre la f-esima partfcula se denotan 
con F; y ]T" =] f, ; ( j ^ i ),respectivamente. Si la partfcula se mueve sobre la trayec- 
toria !£i de la posicion 1 a la 2, el trabajo realizado sobre la partfcula es, de acuerdo 
con la ecuacion (14.2), 


15.5 





F <-+E f o 


i =1 


• drj 


(15.20) 
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Sistema de n 



donde r, es el vector de posicion de la partfcula. El trabajo total realizado sobre el 
sistema de n partfculas (es decir, la suma del trabajo realizado sobre cada una de 
ellas) puede expresarse como 



(a) 


U1-2 = 2>i—2), 

i = l 



(l5.2l) 


El primer termino del lado derecho de esta ecuacion es igual a (U\ 2 )ext. el trabajo 
efectuado por todas las fuerzas externas que actuan sobre el sistema. El segundo 
termino representa (U\ 2 )mt, el trabajo total realizado por las fuerzas internas. Por 
tanto, el trabajo total realizado sobre el sistema de partfculas sera 


U \-2 = (U 1—2)ext + (U l_2)int 


(15.22) 



(b) 


El trabajo de las fuerzas externas, (£/) - 2 )^ puede calcularse con los metodos que 
se han explicado en el apartado 14.2. 


b. Trabajo de las fuerzas internas 


Con frecuencia, el calculo del trabajo efectuado por las fuerzas internas, (U\ 2 )mt> 
puede simplificarse como resultado de la naturaleza especial de las mismas. Como 
ya se vio en la ecuacion (15.14), las fuerzas internas ocurren en pares colineales que 
son iguales pero opuestos; en otras palabras, f, ; = — f /( -. El trabajo total realizado por 
un par de estas fuerzas sera cero si dv, = c/r ; , porque entonces el trabajo realizado 
por fy cancelara al efectuado por f ; ,-. En este caso, se dice que las fuerzas internas 
estan sin trabajo. 

Para ilustrar la diferencia entre las fuerzas internas sin trabajo y las fuerzas in¬ 
ternas que realizan trabajo, se consideran los sistemas que se muestran en las figuras 
15.9(a) y (b), que consisten en dos bloques Ay B que se deslizan sin friccion sobre 
un piano horizontal. La figura 15.9(a) muestra el DCL del sistema cuando los blo¬ 
ques estan unidos por una cuerda inextensible; la figura 15.9(b) muestra el DCL del 
sistema cuando estan conectados con un resorte ideal con rigidez k. Esos dos DCL 
son identicos porque ambos sistemas estan sujetos a las mismas fuerzas externas: 
W A , Wb, Na y A'/j. Observe que en cada caso U ext = 0, porque las fuerzas externas son 
perpendiculares a la direccion del movimiento. 



(C) 

Fig. 15.9 
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Para calcular el trabajo realizado por las fuerzas internas, es necesario analizar 
por separado las fuerzas que actuan sobre cada bloque, como se muestra en el DCL 
de la figura 15.9(c). La fuerza T representa la tension ya sea en la cuerda para el 
sistema de la figura 15.9(a) o en la cuerda para el de la figura 15.9(b). Durante un 
movimiento diferencial del sistema, el trabajo hecho por T sobre los bloques A y /l es 
T dxA y - T dxg, respectivamente. Por tanto, el trabajo total realizado por T sobre el 
sistema es T(dx\-dx B ). Si la conexion entre los bloques es una cuerda inextensible, 
entonces dx ,1 = dx B y asi el trabajo total hecho por la cuerda sobre el sistema es 
cero. Sin embargo, si la conexion es un resorte lineal, en general, dx A no sera igual 
a dxB porque el resorte puede deformarse. Se concluye que la fuerza del resorte es 
capaz de hacer trabajo sobre el sistema a pesar de ser una fuerza interna. 

En resumen, las conexiones internas rigidas, como las cuerdas inextensibles 
y las juntas ancladas, efectuan trabajo igual y opuesto sobre los cuerpos que unen, 
lo que resulta en un trabajo neto cero realizado sobre el sistema. Por otro lado, las 
conexiones internas deformables (que incluyen resortes) y friccion en superficies en 
deslizamiento, son capaces de efectuar trabajo sobre un sistema. 

c. Principio de trabajo y energia cinetica 

Aplicando el principio de trabajo-energfa, ecuacion (14.15), a la arbitraria i-esima 
partfcula del sistema, se tiene 


(JJ t— 2)1 = (A T)t ( 15 . 23 ) 

donde (f/ 1 - 2 ); es el trabajo realizado sobre la partfcula y (AT),- es el cambio en su 
energfa cinetica. Si el sistema contiene n partfculas, existiran n ecuaciones escalares 
similares a la ecuacion (15.23). A1 sumar todas esas ecuaciones y emplear la ecua¬ 
cion (15.22), se encuentra que 


(Li_2)ext + (Li_2)int = AT (l 5 ■ 2 4) 

donde T, la energfa cinetica del sistema, esta definida como la suma de las energfas 
cineticas de las partfculas; es decir, 


T = E T > = E \ m ^ C i 5> 2 5) 

i= 1 1=1 

d. Conservacidn de la energia mecanica 

Si todas las fuerzas, tanto externas como internas, son conservativas (vease el apar- 
tado 14.4), entonces la energfa mecanica del sistema se conserva; es decir, 


Vj + 7i = P 2 + t 2 


(15.26) 


donde V\ y V 2 son las energfas potenciales inicial y final del sistema (la suma de 
las energfas potenciales de todas las fuerzas, tanto externas como internas, que son 
capaces de hacer trabajo sobre el sistema), yT\yT 2 son las energfas cineticas inicial 
y final del sistema (la suma de las energfas cineticas de todas las partfculas). 
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15.6 


Principio de impulso y cantidad de movimiento 


En este apartado se amplfan los principios de impulso-cantidad de movimiento para 
una particula. que se analizaron en el apartado 14.6, a los sistemas de partfculas. 


a. Cantidad de movimiento lineal 

Considere el sistema de n partfculas de la figura 15.10. Como se muestra en la fi- 
gura, la cantidad de movimiento lineal de una tfpica i-esima partfcula es p, = 
donde m, es la masa de la partfcula y v, es su velocidad. La cantidad de movimiento 
lineal (o, simplemente, cantidad de movimiento) p del sistema se define como la 
suma vectorial de las cantidades de movimiento lineales de todas las partfculas en 
el sistema; es decir. 


n n 

p = J 2 pi = (15-27) 

i = 1 i= 1 



A1 sustituir de la ecuacion (15.13) m i y i — "tv, donde m es la masa total del 
sistema y v representa la velocidad de G, el centra de masa del sistema, se obtiene 

p = mx (15.28) 

Asf la cantidad de movimiento de un sistema de partfculas de masa total m es igual 
a la cantidad de movimiento de una sola partfcula de masa m que se mueve con la 
velocidad v del centra de masa del sistema. 


b. Relacion fuerza-cantidad de movimiento 

La ecuacion (15.19) establecio que el movimiento de un sistema de partfculas cerra- 
do esta gobernado por EF = ttta, donde EF es la fuerza externa resultante que actua 
sobre el sistema, m es la masa total del mismo y a es la aceleracion del centra de 
masa. Debido a que la masa dentro de un sistema cerrado es constante, esta ecuacion 
puede escribirse en la forma 


EF = ma = m — = — (mx) 
dt dt 

Si se utiliza la ecuacion (15.28), la expresion anterior de la relacion fuerza-cantidad 
de movimiento para un sistema de partfculas cerrado queda 

£F = -j- (15-29) 

dt 

Esta ecuacion es identica a la (14.37), la ecuacion fuerza-cantidad de movimiento 
para una sola partfcula. 

c. Principio de impulso-cantidad de movimiento 


A1 multiplicar ambos lados de la ecuacion (15.29) por dt e integrar entre los tiempos 
ti y t- 2 , se encuentra que 


(15-30) 
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donde Pi y P 2 denotan las cantidades de movimiento del sistema en t = t\ y h. res- 
pectivamente. Ya que el lado izquierdo de la ecuacion (15.30) es el impulso de las 
fuerzas externas, que se denota con L 1 - 2 , es posible escribir 

L1-2 = p 2 - Pi = Ap (15.31) 

que es el principio de impulso-cantidad de movimiento para un sistema de par¬ 
tfculas. Observe que este principio y la ecuacion (14.39), el principio de impulso- 
cantidad de movimiento para una sola partfcula, tienen la misma forma. La ecuacion 
(15.31) es, por supuesto, una ecuacion vectorial que es equivalente a tres ecuaciones 
escalares. 

d. Conservation de la cantidad de movimiento 

A partir de la ecuacion (15.31) se deduce que si el impulso de las fuerzas externas es 
cero, entonces la cantidad de movimiento del sistema se conserva. En otras palabras, 
si L 1-2 = 0, se obtiene 

Pi = P2 O Ap = 0 ( 15 - 32 ) 

que es el principio de conservacion de la cantidad de movimiento para un sistema 
de particulas. La ecuacion (15.32) es identica al principio de conservacion de la 
cantidad de movimiento para una partfcula, ecuacion (14.41). 

Cabe hacer notar que si la cantidad de movimiento de cada partfcula de un 
sistema se conserva, entonces la cantidad de movimiento del sistema completo tam- 
bien lo hace. Sin embargo, el caso inverso de esta declaration no necesariamente es 
cierto: si la cantidad de movimiento de un sistema se conserva, esto no implica que 
la cantidad de movimiento de cada partfcula tambien lo haga. 

Ya que la ecuacion (15.32) es una relation vectorial, entonces es posible que 
una componente de la cantidad de movimiento de un sistema se conserve, sin que el 
vector de la cantidad de movimiento lo haga. 


15-7 


Principio de impulso y cantidad 
de movimiento angular 


El principio de impulso-cantidad de movimiento angular se analizo en el apartado 
14.7. Aquf se extiende el principio a un sistema de partfculas. 


a. Cantidad de movimiento angular 



Otra vez considere un sistema cerrado de n partfculas. Sean m, la masa y v, la ve- 
locidad absoluta de una z-esima partfcula tfpica del sistema. Si se recuerda que la 
cantidad de movimiento angular de una partfcula es el momento de su cantidad de 
movimiento lineal, entonces la cantidad de movimiento angular de la z-esima par¬ 
tfcula respecto a un punto arbitrario A es (h,i), = r,- X (zzz,v,), donde r, es el vector de 
position de la partfcula relativa a A, como se muestra en la figura 15.11. La canti¬ 
dad de movimiento angular del sistema respecto de A se obtiene al sumar las can¬ 
tidades de movimiento angular de todas las partfculas en el sistema respecto de A: 

n n 

h i = ^(h A )i = Y^ r > x (*4,) 

1=1 1=1 


Fig. 15.11 


( 15 - 33 ) 
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b. Relation momento-cantidad de movimiento angular 

A1 derivar la expresion para h A en la ecuacion (15.33) respecto al tiempo, resulta 


h A = 


d 

dt 


n 

Y r ' x ( w < v ,) 

_ i =1 


E 


r, x 


d(m pi{) 

dt 


E tiV x 


(a) 


De acuerdo con la relacion fuerza-cantidad de movimiento de la ecuacion (14.37), 
d(miVi)/dt es la fuerza resultante que actua sobre la f-esima partfcula. Por tanto, la 
primera suma en el lado derecho de la ecuacion (a) representa el momento respecto 
a A, de todas las fuerzas que actuan sobre las partfculas en el sistema. Ya que las 
fuerzas internas ocurren en pares iguales opuestos y colineales, estas no contribuyen 
al momento resultante. Asi 


X>x 

i= 1 


d(mj\i) 

dt 


EM a 


(b) 


donde ZM A es el momento resultante respecto de A de las fuerzas que son externas 
al sistema. 

La segunda suma en el lado derecho de la ecuacion (a) puede simplificarse si se 
recuerda que r,- es el vector de posicion de la f-esima partfcula relativa al punto A. A 
esto le sigue que drjdt es la velocidad de la partfcula relativa a A; es decir, dr-Jdt = 
v, - v A . Por tanto, 


E 


d r, 
dt 


n n n 

X (m,v,) = ^(v, - v A ) x (w,v,) = Y v '- X (m,Vi) - v A x ^ m,v, 

i=l i=l i=l 


(c) 


Observe que v, X (?h,v,) = 0 (el producto cruz de dos vectores paralelos desaparece). 
Aun mas, de la ecuacion (15.13) se tiene que J2'!=\ m i' v i ~ v, donde m es la ma- 
sa total del sistema y v es la velocidad de su centra de masa. Como resultado, la 
ecuacion (c) se convierte en 


E 


dr, 

dt 


x (m,v ; ) = — v A x (mv) 


(d) 


Al sustituir las ecuaciones (b) y (d) en la ecuacion (a) y resolver para IM A . se obtie- 
ne la relacion momento-cantidad de movimiento angular 


EM a = h A + v A x ( m\) 


(15-34) 
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Si A esta fija en un marco de referencia inercial (va = 0) o si A es el centra de masa 
del sistema (va = v), la ecuacion (15.34) se simplifica a 


EMa = hA (A: punto fijo o centra de masa) 


(15-35) 


c. Principio de impulso-cantidad de movimiento angular 

Si se multiplica cada lado de la ecuacion (15.35) por dt y se integra de t\ a t 2 , se 
obtiene 



EMa dt 



dhA = (1 ia)2 — (1ia)i 


donde (1ia)i y (hx )2 son las cantidades de movimiento angulares respecto de A en los 
tiempos t\ y to, respectivamente. Reconociendo que el lado izquierdo de esta ecua¬ 
cion es, por definicion, el impulso angular de las fuerzas externas respecto de A, la 
ecuacion puede escribirse como 


(Aa)i —2 = (h A )2 - (hA)i (A: punto fijo 

o centra de masa) 


(15-36) 


La ecuacion (15.36) se conoce como el principio de impulso-cantidad de movimien¬ 
to angular. Observe que este principio solo es valido si A es un punto fijo o el centra 
de masa de un sistema de partfculas cerrado. 


d. Conservacion de la cantidad de movimiento angular 

Si el impulso angular de las fuerzas externas respecto de A es cero, de la ecuacion 
(15.36) resulta que la cantidad de movimiento angular del sistema de partfculas res¬ 
pecto de A se conserva. En otras palabras, 


Si (Aa)i_2 = 0, entonces (1ia)i = (1ia)2 (A: punto fijo 

o centra de masa) 


(15-37) 


que se conoce como principio de conservacion de la cantidad de movimiento an¬ 
gular. Observe que la cantidad de movimiento angular respecto a un punto fijo, o 
respecto al centra de masa, se conserva durante un intervalo de tiempo dado si y 
solo si el impulso angular respecto a ese punto es cero en dicho intervalo. Ya que 
la ecuacion (15.37) es vectorial, entonces es posible que la cantidad de movimiento 
angular se conserve respecto a un eje que pasa por A, aun cuando no se mantenga la 
cantidad de movimiento angular total respecto al punto A. 


Problema de ejemplo 15.8 

Los bloques Ay B estan conectados por un cable que pasa por dos poleas de masa 
despreciable, como se muestra en la figura (a). El coeficiente cinetico de friccion 
entre el piano inclinado y el bloque A es 0.4. Si la velocidad inicial de A es 8 pies/s 
hacia abajo del piano, determine el desplazamiento Aj a del bloque A (medido desde 
su posicion inicial) cuando el sistema llega al reposo. 

Solution 

Para analizar este problema se utilizara el metodo de trabajo-energfa, porque esta 
adaptado de manera ideal para determinar un desplazamiento que ocurre durante 
un cambio de rapidez dado. Si se considera el diagrama de cuerpo libre de todo el 
sistema de la figura (b), se observa que las unicas fuerzas que realizan trabajo son los 
pesos Wa y Wb de los bloques y la fuerza de friccion F a bajo el bloque A. Las fuerzas 
que se han representado con las fiechas discontinuas no efectuan trabajo. 

1. Calculo de la fuerza de friccion 

La fuerza de friccion Fa puede establecerse empleando el diagrama de cuerpo libre 
del bloque A en la figura (c): 

T,F y = 0 ^ N a -Wa cos20° = 0 
Fa — n k N A = Bk Wa COS 20° = 0.4(10cos 20°) = 3.7591b (a) 

2. Cinematica 

En la figura (a) se observa que la restriction cinematica impuesta por la longitud 
constante del cable sobre las posiciones de los bloques es 

s A + 2s b = constante 

Por tanto, los desplazamientos (As a y As b ) y las velocidades de los dos bloques 
se relacionan con las expresiones 


As A + 2A sb =0 v A + 2 vb = 0 


(b) 


3. Principio de trabajo-energfa 

Las posiciones inicial y final (reposo) del sistema se denotaran con 1 y 2, respecti- 
vamente. Aplicando el principio de trabajo-energfa, ecuacion (15.24), al sistema, se 
obtiene 

(Li_2)ext + (Li_2)int = T 2 — T\ 

[( W A sen20°)A.v A - F a As a + W B As B ] + 0 = 0-^ — (v A )i + — (v B )\ 

2 L g 8 J 

(c) 



(a) 


♦ r 



Al sustituir los valores conocidos y utilizar las ecuaciones (b), la ecuacion de traba¬ 
jo-energfa queda 


/_A^ = _ 1J0_ 2 _l_6_/_8\ 

V 2 ) 2 32.2 2 32.2 \ 2) 


(10sen20°)Aj A — 3.759 Aj a + 6 


2 

































La solucion para el desplazamiento del bloque A es 

As a = 3.42 pies Respuesta 


Nota 

Este problema podria haberse resuelto utilizando dos ecuaciones de trabajo-energfa, 
una para cada bloque. En ese caso, en cada ecuacion aparecerfa el trabajo realizado 
por la tension en el cable. Sin embargo, cuando ambas ecuaciones se sumaran entre 
si, se eliminaria el trabajo de la tension en el cable y se obtendria la ecuacion (c). 



(a) 


D 



(b) 


Problema de ejemplo 15.9 

Los dos collares Ay B que se muestran en la figura (a) se deslizan sin friccion sobre 
las barras que estan en el mismo piano vertical y separadas 1.2 m. La rigidez del 
resorte es k = 100 N/m y su longitud libre es L {) = 1.2 m. Si el sistema se libera a 
partir del reposo en la posicion que se muestra en la figura (a), donde el resorte se ha 
estirado a la longitud L\ = 1.8 m, calcule la rapidez maxima que alcanza cada collar. 

Solucion 

Cuando el sistema se libera a partir del reposo en la posicion que se muestra en la 
figura (a), que se llamara posicion 1, la tension en el resorte jala para juntar ambos 
collares. Debido a que la longitud libre del resorte es identica a la distancia entre 
los rieles, el resorte no se estirara cuando A este directamente encima de B. En esta 
posicion, que sera la 2, ocurre la maxima rapidez de cada collar. Despues de pasar 
por la posicion 2, la tension en el resorte reduce la rapidez de los collares y estos al 
final llegan a un alto temporal. Entonces el movimiento se invierte por si mismo, y 
el sistema retorna a la posicion 1, puesto que el sistema es conservativo. 

i. Principio de trabajo-energfa 

Se analizara el sistema que consiste en los dos collares y el resorte. La figura (b) 
muestra el diagrama de cuerpo libre de este sistema para una posicion arbitraria. Las 
unicas fuerzas que actuan sobre este sistema son los pesos de los collares, W A y W K , 
y las fuerzas normales, N A y A' /; . que son aportadas por los rieles. La fuerza en el 
resorte no aparece en el DCL porque es interna. 

Del DCL de la figura (b) se observa que (U i- 2 )ext = 0 porque cada fuerza exter¬ 
na es perpendicular a la trayectoria del collar. Por tanto, con el principio de trabajo- 
energfa,* ecuacion (15.24), se obtiene 


(Ci_2)ext + (Cl_2)int = Tl ~ T\ 

0 + (t/l— 2 )int = T 2 - 0 


donde se ha sustituido 7j = 0 para la energia cinetica inicial. Si se usa la ecuacion 
(14.10) para calcular (U\ 2 )inh el trabajo realizado por la fuerza del resorte, y reco- 


*Debido a que el sistema es conservativo, tambien podria haberse empleado el principio de conservacion 
de la energia mecanica, ecuacion (15.26). 
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nocer que la energi'a cinetica del sistema es la suma de la energfa cinetica de cada 
collar, esta ecuacion toma la forma 


~k (Sj - 8\) = ^m A (y A )\ + X -m H {v B )\ 


A1 sustituir los valores numericos y notar que las deformaciones del resorte son 
= L\ — Lq = 1.8 — 1.2 = 0.6 m y S 2 = 0, se tiene 


_I(100)[0 - (0.6) 2 ] = l -(l2)(v A )l + 


que se puede simplificar a 


6(v A ) 2 + 4(v B ) 2 = 18 


(a) 


2. Principio de impulso-cantidad de movimiento 

Si el principio de impulso-cantidad de movimiento se aplica al sistema, entonces se 
obtiene una segunda ecuacion que relaciona las velocidades finales de A y B. A partir 
del DCL de la figura (b) se observa que no existen fuerzas externas que actuen sobre 
el sistema en la direccion x. Por tanto, la cantidad de movimiento del sistema se 
conserva en la direccion x (tambien es cero el cambio de la cantidad de movimiento 
del sistema en la direccion vertical, que no es de interes aquf). Ya que la cantidad 
de movimiento en la direccion x en la posicion 1 es cero, tambien en la posicion 2 
debe ser cero. Al calcular la cantidad de movimiento del sistema con la suma de las 
cantidades de movimiento de ambos collares, se obtiene 

(Pxh = m A (v A ) 2 + m B (v B ) 2 = 0 


donde se ha supuesto que ambas velocidades apuntan hacia la derecha. Si se sustitu- 
yen los valores para las masas, esta ecuacion queda 


12(v a ) 2 + 8 (v b ) 2 = 0 (b) 

Si se resuelven las ecuaciones (a) y (b) de manera simultanea, se encuentra que 
las rapideces maximas para los collares son 


(v A ) 2 — ±1.095 m/s y (v B ) 2 = 1.643 m/s Respuesta 


La dualidad de los signos en esas respuestas indica que si el collar A se mueve hacia 
la derecha cuando pasa por la posicion 2, entonces el collar B se movera hacia la 
izquierda, y viceversa. 








12 kg 




(b) Posicion(2) 



para V 


i N k 


(c) 
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Problema de ejemplo 15.10 

En la figura (a) se libera el bloque A de 12 kg a partir del reposo en la cima de la 
cuna B de 2 kg (position 1). Determine las velocidades de A y B cuando el bloque ha 
llegado al extremo inferior de la cara inclinada de B como se muestra en la figura (b) 
(position 2). Desprecie la friction. 

Solution 

La solution consiste en los siguientes pasos aplicados al sistema que consta del 
bloque A y la cuna B: 

Paso l: Aplicar el principio de conservation de la energfa mecanica. 

Paso 2 : Aplicar el principio de conservation de la cantidad de movimiento lineal en 
la direction x. 

Paso 3 : Utilizar la cinematica para relacionar las velocidades de A y B. 

Paso 4: Resolver las ecuaciones que resultan de los pasos 1 al 3. 

El orden en que se realicen los pasos del 1 al 3 no es importante. En la figura (b) se 
muestran las direcciones supuestas para las velocidades de A y B en la position 2. 
En la figura (c) se presenta el diagrama de cuerpo libre del sistema en una position 
arbitraria. 

Paso 1: Conservacion de la energfa mecanica 

Debido a que la friction se desprecia, entonces el peso de A es la unica fuerza que 
hace trabajo sobre el sistema entre las posiciones 1 y 2. Esto significa que el sistema 
es conservative. Al elegir el piano horizontal como referencia para V g , como se in- 
dica en la figura (c), el principio de conservacion de la energfa mecanica,* ecuacion 
(15.26), da 


Vi + T x = V 2 + T 2 

1 2 1 

m A gh +0 = 0 + -m A (y A ) 2 + -'Hb(vb); 


Observe que T\ = 0 y V 2 = 0. Al sustituir los valores numericos, esta ecuacion queda 


12(9.81X0.4) = l -(\2)(y A )l+ l -(2){v B )l 
misma que, despues de simplificar, puede escribirse como 


6(v a ) 2 + (v fl )i = 47.09 (a) 

Paso 2: Conservacion de la cantidad de 
movimiento lineal en la direccion x 

A partir del diagrama de cuerpo libre de la figura (c) se observa que no existen 
fuerzas que actuen sobre el sistema en la direccion x. Por tanto, se conserva la com- 
ponente x de la cantidad de movimiento del sistema. (La fuerza normal que actua 

*Tambien podrfa utilizarse el principio de trabajo-energfa, ecuacion (15.24). 
















entre Ay B tiene una componente x, pero esta fuerza es interna al sistema.) Debido 
a que la componente x de la cantidad de movimiento del sistema en la posicion 1 
es cero, la componente x de la cantidad de movimiento del sistema en la posicion 2 
tambien es cero. Usando las velocidades que se muestran en la figura (b), se obtiene 

(Px)2 = mA(vAx)2~m B (v B h = 0 

Al sustituir los valores para m A y m B , se encuentra que 


12(vax)2 - 2(v B h = 0 (b) 

Paso 3: Relacion de las velocidades de A y B 
utilizando la cinematica 

Las velocidades de A y B deben satisfacer la ecuacion de velocidad relativa \ A = 
\a/b + Vfi. La restriction cinematica es que \ A!B esta dirigida a lo largo de la cara in- 
clinada de B. Suponiendo que Va/ B se dirige hacia abajo de la cara inclinada, se tiene 

Va/B = 30 ^ S VVa/B 

Cuando se utilizan las velocidades que se muestran en la figura (b), la ecuacion de 
velocidad relativa para la posicion 2 queda 


(Va)2 = (Va/b) 2 + (Vb)2 

(vAxhi + (vAyhj = ( va / b )2 cos 30°i - ( va / b )2 sen30°j - (v B ) 2 i 
Al igualar las componentes vectoriales se obtienen dos ecuaciones escalares: 


(y Ax )2 = (y a/b )2 cos 30° - (v B ) 2 (c) 

(vAy)2 = -(va/b) 2 sen30° (d) 

Paso 4: Solucion de las ecuaciones que resultan 
de los pasos 1, 2 y 3 

Una inspeccion revela que las ecuaciones de la (a) a la (d) representan cuatro ecua¬ 
ciones que contienen las cuatro incognitas: (vax> 2 , (vav) 2 , (vb )2 y (va/b) 2- Al omitir los 
detalles algebraicos, la solucion es 


(va.i )2 = 0.580 m/s (va v )2 = —2.34 m/s 

( vb )2 = 3.48 m/s ( va / b )2 = 4.69 m/s 


Respuesta 


Debido a que el signo de (va v )2 es negativo, su direccion es opuesta a la que se mues- 
tra en la figura (b). 

Por tanto, la rapidez de A en la posicion 2 es 

( va )2 = V(va,)^ + (VAy)'i = V(0.580) 2 + (2.34) 2 


= 2.41 m/s 


Respuesta 










Problema de ejemplo 15.11 


El montaje que se muestra en la figura (a) consiste en dos pequenas pelotas, cada una 
de masa m. que resbalan sin friccion sobre un marco rfgido AOB de masa despre- 
ciable. El soporte en O permite que el marco rote libremente alrededor del eje z. A1 
principio el marco rota con velocidad angular u>\ mientras las cuerdas mantienen las 
pelotas a una distancia radial R\. Entonces las cuerdas se cortan de manera simulta- 
nea, permitiendo que las pelotas resbalen hacia los topes en Ay B, que se localizan 
a la distancia radial AY Determine oj 2 , la velocidad angular final del montaje, supo- 
niendo que las pelotas no rebotan despues de golpear los topes. 



(a) Diagrama de cuerpo libre 


Solution 


En la figura (a) se muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) del montaje antes de 
cortar las cuerdas. Las unicas fuerzas externas que actuan sobre el montaje son los 
pesos mg de las pelotas y la fuerza de soporte vertical F en O. (La simetrfa excluye 
otras fuerzas o momentos ejercidos por el soporte en O.) Las que actuan entre las 
pelotas, la varilla y las fuerzas en las cuerdas, son internas, asf que no aparecen en 
el DCL del sistema. 

De la figura (a) se observa que el momento de las fuerzas externas respecto al 
eje z es cero porque dichas fuerzas son paralelas al eje. Despues de que se cortan las 
cuerdas, este DCL cambiara con el tiempo porque las pelotas se mueven alejandose 
del eje z. Sin embargo, los pesos siempre son paralelos al eje z, lo que significa que 
el impulso angular respecto al eje z continua siendo igual a cero conforme las pelotas 
se mueven sobre la varilla. Cuando las pelotas golpean los topes, las fuerzas de im- 
pacto resultantes son internas al DCL del montaje. En consecuencia, nunca existira 
un impulso angular que actue sobre el montaje respecto al eje z, lo que significa que 
la cantidad de movimiento angular respecto a ese eje siempre se conserva. 
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Los diagramas de cantidad de movimiento del montaje en los tiempos t\ y t 2 se 
muestran en las figuras (b) y (c), respectivamente, donde t\ es un tiempo anterior al 
corte de las cuerdas, y t 2 es uno posterior al momento en que las pelotas quedan en 
reposo relativo a la varilla. Solo se indica la cantidad de movimiento lineal de cada 
pelota ya que la masa del marco es despreciable. Las velocidades de las pelotas estan 
relacionadas con las velocidades angulares por vi = R \co\ y V 2 = Rimi- 




Ya que la cantidad de movimiento angular es igual al momento de la cantidad 
de movimiento lineal, con la conservation de la cantidad de movimiento angular 
respecto al eje z se obtiene 

(h z )i = (h z ) 2 

+J_ 2(mR\a>\)R\ = 2(mR2U>2)R2 

de donde se encuentra 

a > 2 = (R\l R 2 ) 2 co\ Respuesto 

Nota 

Acercar o alejar las masas de un eje de rotation es una manera eficaz de controlar 
la rapidez angular (observe el cuadrado de la razon R\!Ri en la ultima respuesta). 

Los patinadores, por ejemplo, utilizan la posicion de sus brazos para modificar su 
rapidez de giro. 

_hJ 
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Problem as 



15.58 El collar A deslizante y la masa B estan conectados por una cuerda inex- 
tensible. El resorte unido a A tiene una rigidez k = 400 N/m y su longitud libre es 
Lq = 200 mm. En la posicion que se muestra, la velocidad de A es va hacia la de- 
recha. Si A debe llegar al tope C con velocidad cero, determine v A - Desprecie la 
friccion. 

1559 En la posicion que se indica, el bloque A se mueve hacia la izquierda a 
18 pies/s y el resorte no esta deformado. Obtenga la rigidez k del resorte que llevarfa 
al sistema al reposo despues de que A se ha movido 4 pies. El coeficiente de friccion 
cinetica entre A y la superficie horizontal es 0.3 y se desprecian los pesos de las 
poleas. 


18 pies/s 



15.60 Los bloques Ay B estan conectados por una cuerda de longitud de 6.5 m 
y que pasa por una pequena polea C. Si el sistema se libera del reposo cuando x A = 
4 m, determine la rapidez de A cuando B llega a la posicion que se muestra por las 
lineas a trazos. Desprecie la friccion. 




Fig. P15.60 

15.61 Las masas identicas Ay B estan unidas por una varilla rfgida de masa des- 
preciable y longitud L. Utilice el principio de conservacion de la energfa mecanica 
para demostrar que la ecuacion diferencial que gobierna el movimiento es 9 = ( g/L) 
sen 6. 


Fig. P15.61 
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15.62 Un nino de 40 kg salta del bote de 60 kg hacia el muelle con la velocidad 
que se muestra. Si el bote estaba en reposo antes de que el nino saltara, £con que 
velocidad el bote dejara el muelle? 

15.63 La partfcula A de masa rn A se libera a partir del reposo en la posicion que se 
muestra y resbala con friccion despreciable hacia abajo sobre el canal circular de un 
cuadrante, de radio R. El cuerpo B de masa ni/j que contiene el canal puede deslizarse 
libremente sobre la superficie horizontal. Obtenga la rapidez de A y B cuando A llega 
al fondo de la trayectoria. 


10 m/s 




Fig. P15.63 


Fig. P15.64 


15.64 La fuerza de compresion en el resorte es igual a 1.8 lb cuando el sistema 
esta en reposo en la posicion indicada. Si se corta la cuerda, encuentre las velocida- 
des de las masas Ay B cuando la fuerza del resorte es cero. Desprecie la friccion. 

15.65 El paquete A aterriza sobre la carreta estacionaria B con la velocidad ho¬ 
rizontal vo = 2.5 m/s. El coeficiente de friccion cinetica entre A y B es 0.25 y es 
posible despreciar la resistencia por rodamiento de B. (a) Determine la velocidad de 
B despues de que el deslizamiento de A relativo a B se ha detenido. (b) Encuentre la 
distancia total que se desliza A relativa a B. 

15.6 Los bloques Ay B estan conectados por un cable que pasa por dos poleas de 
peso despreciable. Obtenga el tiempo que se requiere para que A alcance una rapidez 
de 5 pies/s despues de que el sistema se ha liberado a partir del reposo. Desprecie 
la friccion. 


v 0 = 2.5 m/s 




Fig. P15.66 


15.67 El sistema parte del reposo con el resorte estirado 100 mm. Encuentre la 
velocidad del bloque relativa a la carreta en el instante en que el resorte ha retornado 
a su longitud no estirada. 



20 kg 
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8 lb 


Fig. P15.68 


15.68 El sistema consta de los bloques Ay B que estan unidos por un cable inex- 
tensible que pasa por dos poleas. Si el sistema inicia a partir del reposo en t = 0, 
obtenga la velocidad de A en t = 5 s. Desprecie los pesos de las poleas. 

15.69 El sistema parte del reposo en la posicion que se muestra. Despreciando 
la friccion. encuentre la masa de B que causara que A llegue al extremo izquierdo 
del soporte de tuberfa C con velocidad cero. Observe que la rigidez del resorte en el 
soporte de tuberfa es 200 N/m. 

15.70 El bloque A y la carreta B se encuentran inmoviles cuando se aplica la fuer- 
za P constante = 1.5 lb. Encuentre la rapidez de la carreta cuando el bloque se ha 
movido 1.8 pies relativo a la carreta. Desprecie la resistencia por rodamiento de la 
carreta y observe que la superficie entre el bloque y la carreta es rugosa. 




Fig. P15.70 


15.71 El sistema se libera a partir del reposo cuando 0=0. Determine la razon 
de las dos masas para la cual el sistema llegara otra vez al reposo cuando 
0 = 60°. Desprecie la friccion. 



Fig. P15.73 



Fig. P15.71 



15.72 La cadena AB de 5 pies pesa 15 lb. Si la cadena parte del reposo en la 
posicion que se muestra, calcule la rapidez con la que el extremo B golpea el piso. 
Desprecie la friccion. 


15.73 El sistema se libera a partir del reposo en la posicion que se muestra. De¬ 
termine la distancia L para la cual A llega al reposo justo antes de golpear a B. ( Su- 
gerencia: primero debe calcularse la rapidez del sistema cuando B golpea el piso. 
^Por que?) 
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15.74 Para los dos vagones descritos en el problema 15.55, determine la maxima 
fuerza de contacto entre las defensas durante el choque. Desprecie la resistencia por 
rodamiento. ( Sugerencia: la maxima fuerza ocurre cuando los vagones tienen la 
misma velocidad.) 

1575 El sistema esta en reposo cuando el pendulo simple inicia su movimiento 
desde la posicion que se muestra. Cuando el pendulo llega por primera vez a la 
posicion vertical, calcule la rapidez absoluta de: (a) la masa A del pendulo y (b) el 
transporte B. Desprecie la resistencia por rodamiento de este ultimo. 



15.76 Las tres masas identicas estan conectadas por medio de varillas rigidas de 
masa despreciable. El montaje rota respecto al punto O en sentido contrario a las ma- 
necillas del reloj con rapidez angular at. Calcule la cantidad de movimiento angular 
del montaje respecto a su centra de masa G. 

15.77 El sistema consta de tres particulas de 5 kg. En cierto instante, las posi- 
ciones y velocidades de las particulas estan como se muestra en la figura. Para este 
instante, calcule la cantidad de movimiento angular del sistema respecto a: (a) el 
punto O', y (b) el punto A. 





15.78 El montaje rigido. que consiste en las dos masas unidas a una varilla sin 
masa, rota respecto al eje vertical en O. Al principio, el montaje rota libremente con 
rapidez angular Oq = 130 rad/s, cuando se aplica el par constante Co = 6 N • m que 
se opone al movimiento. Encuentre: (a) el tiempo requerido para detener el montaje 
y (b) el numero de revoluciones que este realiza antes de quedar en reposo. 


z 



1579 Un volantin consta de los dos pesos de 0.5 lb y una conexion de apoyo de 
peso despreciable. La posicion de los pesos puede cambiarse al ajustar la magnitud 
de la fuerza F que actua sobre el collar deslizante. El montaje completo al principio 
rota alrededor del eje z a 500 rev/min con los brazos del soporte inclinados en un 
angulo a = 60°. (a) Calcule la cantidad de movimiento angular inicial del sistema 
respecto al eje z. (b) Encuentre la rapidez angular del montaje cuando el angulo a se 
cambia a 30°. Desprecie la friccion. 

15.80 Los dos bloques se liberan a partir del reposo de manera simultanea en las 
posiciones que se muestran. La longitud libre del resorte que conecta los bloques es 
de 6 pulg. Determine cual bloque es el primera en golpear el tope C y encuentre la 
rapidez de ese bloque justo antes del impacto. Desprecie la friccion. 


A B 

k - 12 lb/pies 

24 lb ' 


Jl£. 



12 I, 12 

pulg pulg 


Fig. P15.80 
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15.81 Las partfculas Ay B, conectadas por una varilla rigida de masa desprecia- 
ble, se deslizan sobre el piano horizontal. Cuando el montaje esta en la posicion que 
se muestra en la figura (a), la velocidad de cada partfcula es vo en la direction que se 
indica en la figura. Obtenga las velocidades de las partfculas despues de que el mon¬ 
taje ha rotado 90° hasta la posicion que se muestra en la figura (b). Desprecie la 
friccion. 



(a) (b) 

Fig. P15.81 


15.82 Si el sistema se libera a partir del reposo en la posicion y B = 0, determine 
la velocidad del peso B cuando y B = 250 mm. Desprecie la friccion y las masas de 
las poleas. 



15.83 El sistema consiste en el montacargas electrico A, el cajon B y el contrapeso 
C, todos suspendidos de la polea D. El sistema esta inmovil cuando se enciende el 



Fig. P15 83 
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montacargas A, haciendo que se enrolle la cuerda que conecta Ay B a razon de 2 
pies/s. Determine las velocidades resultantes At A, By C. 

*15.84 El montaje consiste en tres partfculas A, B y C (cada una de masa m) que 
estan conectadas a un ligero marco rigido. Inicialmente el montaje rota en sentido 
contrario a las manecillas del reloj respecto a su centra de masa D con la velocidad 
angular a>o ■ Si de repente se rompe la varilla DC cuando el montaje esta en la posi- 
cion que se muestra en (a), obtenga la velocidad de las masas Ay B cuando Began a 
la posicion que se muestra en (b). 



(a) 



15.85 El montaje que consta de dos masas identicas y un marco de soporte con 
masa despreciable, rota libremente alrededor del eje z. La masa A esta unida al mar¬ 
co, pero la masa B es libre para deslizarse sobre la barra horizontal. Un resorte ideal 
de rigidez k y longitud libre R 0 esta conectado entre Ay B. Determine todas las posi- 
bles combinaciones de R y 9 para las que B permanece en reposo relativo al marco. 


15.86 La masa B del montaje descrito en el problema 15.85 se libera de la posi¬ 
cion R = Rq cuando 0 = 0 O . (a) Encuentre la rapidez de B. relativa al marco, cuando 
pasa por O. (b) Determine el rango de 9 0 para el que B no llegara a O. 

gl5.87 La masa B del montaje descrito en el problema 15.85 se libera en t = 0 
cuando R = Rq y 9 = 0 O - ( a ) Demuestre que las ecuaciones diferenciales de movi- 
miento son 


R = R 




9 = — 


2RR0 

R l + R 2 


y establezca las condiciones iniciales. (b) Resuelva las ecuaciones numericamente 
de t = 0 a t = 0.2 s, usando los siguientes datos: m = 0.25 kg, k = 300 N/m, Rq = 
0.4 my 9o = 30 rad/s; trace la grafica de 9 contra R. (c) Utilice la solucion numerica 
para obtener el rango de R y 0. 


z 



Fig. P15.85-P15.87 
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Oa) 1 



( v fi) I 

15.8 

A 


- X 

B 



Impacto pldstico 


(a) Velocidades antes del impacto: (v A )j > (v B ) l 




W R 



P P 



A 


B 


I N. 


Nn 


(b) DCL durante el impacto 


( v a) 2 


( v b) 2 


(c) Velocidades despues del impacto 




W R 


N. 


Nn 


(d) 


Fig. 15.12 


Uno de los problemas mas complicados en dinamica es el impacto, o colision, entre 
los objetos. Debido a que durante un impacto se desconocen las magnitudes de las 
fuerzas de contacto, no es posible emplear el metodo de fuerza-masa-aceleracion. 
Aun mas, en general durante el impacto se pierde energfa mecanica (que puede 
convertirse en sonido o calor), asf el enfoque de trabajo-energfa no puede utilizarse 
directamente. Esto deja al metodo de impulso-cantidad de movimiento como la uni- 
ca tecnica aplicable para el analisis de los problemas de impacto. 

Para explicar la naturaleza del impacto es conveniente iniciar con la situacion 
que se expone en la figura 15.12(a), en la que dos bloques A y B se deslizan hacia 
la derecha sobre un piano horizontal. Antes de que los bloques choquen, sus veloci¬ 
dades son (v^! y (vg)], donde (Ah > (Ah- Durante el tiempo que los bloques estan 
en contacto, entre ellos actuan fuerzas dependientes del tiempo, iguales y opuestas. 
Esas fuerzas de impacto o de contacto, causadas por el choque, son iguales a cero 
antes y despues del impacto. Uno de los objetivos del analisis del impacto es de- 
terminar las velocidades (v A )2 y (Ah de los bloques despues del mismo, dadas las 
velocidades iniciales (Ai y (v B )i- 

En la figura 15.12(b) se muestra el diagrama de cuerpo libre de cada bloque 
durante el impacto. Ademas de los pesos W A y Wb y las fuerzas normales N A y N b 
(se desprecia la friccion), los bloques se someten a fuerzas de impacto P, iguales y 
opuestas. (Se usara el srmbolo " sobre una letra para indicar una fuerza de impacto.) 
Dibujar los DCL durante el impacto e identificar las fuerzas de impacto son pasos 
muy importantes en el analisis de estos problemas. 

Al sumar las fuerzas en la direccion y para cualquier bloque se obtiene N A = 
W A y N B = Wb durante el movimiento. Cuando se aplica el principio de impulso- 
cantidad de movimiento, (£. 1 - 2 )* = al bloque A y se emplean las velocidades 
que se muestran en la figura 15.12(a) y (c), se tiene 


-f 

A 


P dt = m A (y A )2 - m A (v A )i 


(15-38) 


donde t = t\ a ?2 es la duracion del impacto. De manera similar, para el bloque B 
resulta 


f 


P dt = m B (y B )2 ~ m B (v B )\ 


(15-39) 


Observe que las integrales en las ecuaciones (15.38) y (15.39) representan los impul- 
sos de la fuerza de impacto P. 

De modo alternative podrfa analizarse el sistema que contiene ambos bloques, 
cuyo DCL se muestra en la figura 15.12(d). Debido a que el impulso externo que 
actua sobre el sistema durante el impacto es cero (la fuerza de impacto P es interna al 
sistema y los impulsos de las fuerzas normales cancelan los impulsos de los pesos), 
el vector cantidad de movimiento del sistema se conserva. El balance de la cantidad 
de movimiento en la direccion x para el sistema conduce a (p\) x = (p 2 )x\ es decir. 


m A (y A ) x + wg(vg)i = m A (v A ) 2 + m B (v B ) 2 (15-4°) 

Observe que la ecuacion (15.40) tambien puede obtenerse sumando las ecuaciones 
(15.38) y (15.39). 

Suponiendo que las velocidades iniciales se conocen, se ve que la ecuacion 
(15.40) contiene dos velocidades desconocidas: (Ah y (vgh. Para completar el ana- 
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lisis, se necesita otra ecuacion que tome en cuenta las caracterfsticas de la deforma- 
cion de los cuerpos que se impactan* (de manera obvia, la colision de los bloques 
de acero difiere del impacto de los de caucho). Por el momento, solo se considerara 
el caso especial del impacto plastico, donde las velocidades de los dos bloques son 
iguales justo despues del impacto. 

Asf, para el impacto plastico se tiene la ecuacion adicional 

(va) 2 = ( vb ) 2 (i 5 - 4 i) 

que, combinada con la ecuacion (15.40), proporciona la solucion para (va )2 y (v 1-1)2- 
Una vez que se han determinado las velocidades finales, es posible emplear la ecua¬ 
cion (15.38) o la (15.39) para calcular el impulso de la fuerza de impacto P que actua 
entre los bloques. 

Para ilustrar el analisis del impacto plastico, considere las graficas de P, v A y v B , 
que se muestran en la figura 15.13. La magnitud de la fuerza de impacto P es cero 
excepto para el intervalo de impacto At = t^- t\. Se supone que las velocidades ini- 
ciales (va)i y (vg)i ya se han dado y se sabe que (va) 2 = (vb)i- Las graficas de P y las 
velocidades durante el periodo de contacto se muestran con las lineas discontinuas 
de la figura 15.13 para enfatizar que esas funciones son desconocidas. Sin embargo, 
se puede calcular el area bajo el diagrama P contra t, ya que esta representa el impul¬ 
so entre los bloques. 

Observe que el analisis que se presenta aquf solo se ocupa de las velocidades 
inmediatamente antes y despues del impacto y, el impulso de las fuerzas de impacto. 
No se trata con las variaciones de las velocidades y las fuerzas de impacto que ocu- 
rren durante este. 


P 



^Observe que esta es una de las pocas situaciones que se han encontrado para las que se debe abandonar 
el modelo de cuerpo rfgido. No existe un analisis que sea valido para el impacto de dos objetos “rfgidos”. 
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Tambien observe que la duracion del impacto, At en la figura 15.13, no tiene 
que ser conocida ya que no entra en el analisis. Sin embargo, existe una clase de 
problemas de impacto que requiere la suposicion de que la duracion del impacto sea 
muy pequena. En el siguiente apartado se analizan esos problemas. 


Movimiento impulsivo 


El analisis que se presento en el apartado anterior es independiente de la duracion 
del impacto At. Sin embargo, existen muchos problemas de este tipo que pueden 
resolverse solo si At es tan pequena que sea posible despreciar los desplazamientos 
de los cuerpos durante el periodo de impacto. Cualquier movimiento que satisface 
esta condicion es un movimiento impulsivo. Por supuesto, los resultados obtenidos 
cuando se supone que el movimiento es impulsivo solo son aproximaciones. El ana¬ 
lisis solo es exacto en el caso idealizado en que At —> 0. 

Reconsidere el impacto plastico de los dos bloques que se indican en la figura 
15.12 con la idealizacion At —> 0. La figura 15.13, que muestra una duracion finita 
de impacto, se reemplaza por la 15.14. Observe que el intervalo de impacto At en la 
figura 15.13 se ha convertido en el periodo infinitesimal dt en la figura 15.14. 


15.9 


P 




Un analisis de la figura 15.14 permite concluir lo siguiente: 


1. Las magnitudes de las fuerzas de impacto son infinitas. El impulso de la 
fuerza de impacto P es finito, porque se calcula con las ecuaciones de impulso- 
cantidad de movimiento, (15.38) y (15.39). Pero como Pactua sobre el intervalo 
de tiempo infinitesimal dt, entonces la magnitud de P debe hacerse infinita para 
que su impulso permanezca finito. Una fuerza de magnitud infinita que actua so- 
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bre un intervalo de tiempo infinitesimal y ejerce un impulso finito (el area bajo la 
curva fuerza contra tiempo), se conoce como una fuerza impulsiva* 

2. Los impulsos de fuerzas finitas son despreciables. Si la magnitud de una fuerza 
es finita, su impulso durante el periodo de impacto es despreciable. Por ejemplo, 
el peso W de una partfcula es un caso de una fuerza finita o no impulsiva. Duran¬ 
te el intervalo de tiempo At, el impulso de W, es decir, W At, se aproxima a cero 
cuando At —> 0. 

3 . Las aceleraciones de los bloques son infinitas durante el impacto. Se supone 
que los cambios en las velocidades ocurren en un periodo infinitesimal, enton- 
ces los diagramas v contra t muestran discontinuidades (saltos) en el tiempo de 
impacto, como se muestra en la figura 15.14. Como a = dv/dt, resulta que los 
“saltos” corresponden a las aceleraciones infinitas. 

4 . Los bloques estan en la misma ubicacion antes y despues del impacto. Ya que 
Ar —> 0 , entonces las distancias recorridas por los bloques durante el impacto son 
infinitesimales (las velocidades son finitas). 


A continuation se enlistan los cuatro pasos en el analisis de los problemas de 
impacto. Estos se aplican al movimiento tanto impulsivo como no impulsivo. 


Paso 1 : Dibujar los DCL de las partfculas que se impactan. Debe prestarse aten- 
cion a la identification de las fuerzas de impacto; utilice un sfmbolo es¬ 
pecial, como un signo de intercalation, para etiquetar cada una de las 
fuerzas de impacto. 

Paso 2 : Trazar los diagramas de cantidad de movimiento para las partfculas en el 
instante inmediatamente anterior al impacto. (Recuerde que el diagrama 
de cantidad de movimiento de una partfcula es un esquema de esta que 
muestra su vector cantidad de movimiento.) 

Paso 3 : Trazar los diagramas de la cantidad de movimiento para las partfculas en 
el instante inmediatamente posterior al impacto. 

Paso 4 : Utilizar los diagramas de los pasos del 1 al 3 para deducir y resolver las 
ecuaciones de impulso-cantidad de movimiento apropiadas. 


*Una fuerza impulsiva es un ejemplo de una funcion delta de Dirac o un pico. A manera de ilustracion, 
considere el rectangulo de ancho Ax y altura 1/Ax:, que se muestra en (a). El area de este rectangulo es 1, 
independiente del valor de Ax. Si el ancho Ar se convierte en dx infinitesimal, la altura se aproxima a 
infinito, pero el area continua siendo igual a 1. El resultado de este procedimiento limitante es la funcion 
delta que se muestra en (b). 


t 




(a) 


(b) 














w 4 


B C 


* 


w. 


DCL durante el impacto 
(b) 


Problema de ejemplo 15.12 

El deslizador A y la placa B de la figura (a) se deslizan con friccion despreciable 
sobre la varilla gufa vertical. La placa descansa sobre un resorte con rigidez k = 
30 lb/pie cuando el deslizador se libera en la posicion que se muestra. El impacto re- 
sultante entre A y B es plastico y la duracion del impacto es despreciable. Determine: 
1. las velocidades de A y B inmediatamente despues del impacto; 2. el porcentaje de 
energfa mecanica perdida durante el impacto; 3. el impulso de la fuerza de contacto 
durante el impacto y 4. la maxima desviacion de B despues del impacto. 

Solution 

Existen cuatro posiciones del sistema que son relevantes en el analisis: 


Posicion l 
Posicion 2 
Posicion 3 
Posicion 4 


La posicion inicial. 

La posicion inmediatamente anterior al impacto. 
La posicion inmediatamente posterior al impacto. 
La posicion de maxima desviacion de la placa B. 


La duracion del impacto es infinitesimal, entonces el deslizador A y la placa B estan 
esencialmente en las mismas ubicaciones en las posiciones 2 y 3. 

Parte 1 

Movimiento de l a 2 La rapidez del deslizador A, justo antes del impacto, puede 
determinarse al aplicar el principio de trabajo y energfa cinetica al deslizador A entre 
las posiciones 1 y 2 : 

Di_ 2 = 72-7, 

1 

W A Ay A = -w A (v A ) 2 - 0 

1 10 9 

10(4) = 2 32 ^ 2 (Va) 

de donde (va )2 = 16.050 pies/s. 

Movimiento de 2 a 3 Las velocidades de A y B, justo despues del impacto, pueden 
encontrarse a partir del principio de impulso-cantidad de movimiento entre las posi¬ 
ciones 2 y 3. Debido a que la duracion del impacto es despreciable, el movimiento 
durante el impacto puede clasificarse como impulsivo. En los diagramas de cuerpo 
fibre de la figura (b) se muestran las fuerzas que actuan sobre Ay B durante el impac¬ 
to. Los pesos W A y Wb son fuerzas que tienen magnitudes finitas y tambien la fuerza 
F del resorte (ya que F = k 8 , F es finita si la deformacion S del resorte permanece 
finita). La fuerza de contacto P entre A y B es impulsiva; es decir, su magnitud es 
(teoricamente) infinita. 

Debido a que el analisis de movimiento impulsivo desprecia las contribuciones 
de fuerzas finitas, entonces es conveniente reestructurar los diagramas de cuerpo 
fibre mostrando solo las fuerzas impulsivas, como en la figura (c). Los diagramas de 
la cantidad de movimiento para las posiciones 2 y 3 se muestran en las figuras (d) y 
(e), respectivamente. Observe que despues del impacto plastico las dos masas tienen 
la misma velocidad; en otras palabras (va )3 = = V 3 . 

En la figura (c) se observa que el impulso neto que actua sobre el sistema que 
consiste en A y B es cero porque los impulsos de P sobre Ay B se cancelan entre sf. 
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A 

P 


<M v a)i 


B C 


B C 


B □ 


Los DCL muestran 
unicamente fuerzas 
impulsivas 

(c) 


(m A + m B )v 3 

Diagrama de la cantidad Diagrama de la cantidad 
de movimiento para de movimiento para 
la posicion la posicion 

© © 

(d) (e) 


Asf se conserva la cantidad de movimiento del sistema en la direction y: 

(Pyh = (p y ) 3 

+| m A (y A ) 2 = ( m A + m B )v 3 
5 


10 10 

-(16.050) = - 

32.2 32.2 


v 3 


entonces la velocidad inmediatamente despues del impacto es 

v 3 = 10.700 pies/s 


Respuesta 


Parte 2 

El cambio en la energfa cinetica durante el impacto es 


AT = r 3 - T 2 

1 2 1 2 

= m A + m s)v 3 - -ota(v a ) 2 


10 + 5 
32.2 


(10.700) 2 - 


1 


10 

32^2 


(16.050) 2 


= 26.67 - 40.00 = -13.33 lb ■ pie 
El porcentaje de energfa perdida durante el impacto es 


AT 13 33 

% perdida =-x 100% = - x 100% = 33.3% 

T 2 40.00 


Respuesta 


Parte 3 

El impulso de P se encuentra al aplicar la ecuacion de impulso-cantidad de movi¬ 
miento a A o B. Si se elige A, de las figuras de (c) a (e) se obtiene 

© 2 — 3) 3 = iPy )3 - (Py)2 
r' 3 , 

+| - / Pdt = m A [v 3 - (v A ) 2 ] 

Jt 2 

= -(10.700- 16.050) 

32.2 
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lo que conduce a 



P dt = 1.661 lb • s 


Respuesta 


La aplicacion de la ecuacion de impulso-cantidad de movimiento a B darla, por 
supuesto, el mismo resultado. Observe que solo se ha determinado el impulso de P 
durante el impacto; P por si misma queda indeterminada. 




B C 


Position no 
deformada del resorte 




© 


5 4 

j E 


v 4 = 0 
EE B 


(f) 


Parte 4 

Movimiento de 3 a 4 Como hemos visto en la figura (f), el maximo desplazamien- 
to de la placa B es (AjB)max = S 4 — S 3 , donde S 3 y S 4 son las deformaciones del 
resorte en las posiciones 3 y 4, respectivamente. Observe que S 3 es la deformation 
inicial del resorte causada por el peso de B, as! S 3 = W b! k = 5/30 = 1/6 pies. Res- 
pecto a la figura (f), el principio de trabajo-energla entre las posiciones 3 y 4 da 


t/3-4 = T 4 -Ti 

(W A + W b )(8 4 - S 3 ) - \k (8l - S 3 2 ) = 0 - \(m A + m B )v\ 


(10 + 5) | S 4 — D — ^(30) 


1 /10+5\ 

' ' (10.700) 2 


2 V 32.2 


La ralz positiva de esta ecuacion es S 4 = 1.874 pies. Por tanto, la maxima deflexion 
de la placa B es 


1 

(Ays) m ax = S 4 - S 3 = 1.874 — - = 1.707 pies Respuesta 


Precaucion Un error comun consiste en aplicar la ecuacion de trabajo-energla en¬ 
tre las posiciones 1 y 4: U\~ 4 = 7 ' 4 - T\. LI principio de trabajo-energla (o el princi¬ 
pio de conservacion de la energla mecanica) no toma en cuenta la perdida de energla 
cinetica durante un impacto, as! que solo puede emplearse entre las posiciones que 
no impliquen impactos. 
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Problema de ejemplo 15.13 

La cuna B de 10 kg que se muestra en la figura (a) se mantiene en reposo por medio 
del tope en C cuando la bala A de 50 g, que viaja horizontalmente con la rapidez 
(v A )i = 900 m/s, la golpea. La duracion del impacto es despreciable. Suponiendo 
que todos los impactos son plasticos y despreciando la friccion, calcule: 1. la velo- 
cidad con la que la cuna empieza a subir por el piano inclinado; y 2. el impulso de 
cada fuerza impulsiva. 



(b) Diagramas de cuerpo libre durante el impacto 


Solution 

Analisis preliminar 

Las dos posiciones de interes son: 

Posicion l La posicion inmediatamente anterior al impacto. 

Posicion 2 La posicion inmediatamente posterior al impacto. 

Como la duracion del impacto es despreciable, el movimiento es impulsivo, con la 
bala y la cuna ocupando la misma posicion antes y despues del impacto. Observe 
que en realidad existen dos impactos en este problema: entre A y B, y entre B y el 
piano inclinado. La suposicion de los impactos plasticos es equivalente a establecer 
que: (a) la bala queda incrustada en el bloque y (b) la cuna permanece en contacto 
con el piano inclinado. 

La figura (b) muestra los diagramas de cuerpo libre de A y B durante el impacto. 
Tambien muestra los ejes xy y ab que se utilizaran en el analisis. Las fuerzas que 
aparecen en esos DCL son W A y Wg, los pesos de A y B; F, la fuerza en C que impi- 
de a B deslizarse hacia abajo sobre el piano inclinado; P x y P y , las componentes de 
la fuerza de impacto P que actuan entre Ay B (por la tercera ley de Newton, esas 
componentes ocurren en pares iguales y opuestos); y N, la fuerza de impacto normal 
que el piano inclinado ejerce sobre B. Las fuerzas de impacto P y A' son las unicas 
impulsivas. 
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( v fl)l - 0 


P , 


X 


(c) DCL 

(solo fuerzas impulsivas) 


(d) Diagrama de la cantidad (e) Diagrama de la cantidad de 

de movimiento antes del impacto movimiento despues del impacto 


En la figura (c) se muestran los DCL que indican solo las fuerzas impulsivas. En 
las figuras (d) y (e) se presentan los diagramas de la cantidad de movimiento que 
muestran las cantidades de movimiento de A y B inmediatamente antes y despues del 
impacto. En la figura (e) se observa que la direccion de V 2 , la velocidad comun de A 
y B despues del impacto esta dirigida hacia arriba sobre el piano inclinado. 

A1 examinar las figuras de la (c) a la (e) se nota que hay un total de cuatro incog¬ 
nitas: el impulso de P x , el impulso de P y , el impulso de Ay la velocidad final V 2 . La 
igualacion de los vectores impulso con el cambio en los vectores cantidad de movi¬ 
miento para Ay B At manera individual conducira a cuatro ecuaciones escalares que 
pueden resolverse para las cuatro incognitas. Sin embargo, se obtiene una solution 
mas eficiente si al principio se considera que el sistema consiste en A y B. 


Parte 1 


De los DCL de la figura (c) se nota que A es la unica fuerza impulsiva que ejerce 
un impulso externo sobre el sistema que consta At Ay B (Pes una fuerza interna). 
Como Aactua en la direccion b, entonces se conserva la cantidad de movimiento del 
sistema en la direccion a. Respecto a las figuras (d) y (e), se tiene 


(Pa)\ = (Pah 

V m A (v A ) 1 cos 30° = (rn A + m B )v 2 
0.050(900) cos 30° = (0.050+ 10) v 2 


de donde es posible conocer la velocidad comun At Ay B inmediatamente despues 
del impacto: 


Respuesta 


V 2 = 3.88 m/s 


Parte 2 


El impulso de A puede encontrarse al considerar el cambio en la componente b 
de la cantidad de movimiento del sistema. La cantidad de movimiento del sistema 
en la direccion b antes del impacto solo se debe a la componente b de m A (x A ) \; des¬ 
pues del impacto, el sistema no tiene cantidad de movimiento en la direccion b. Por 
tanto, la componente b de la ecuacion vectorial Lj _2 = Ap es 


-J\ 



= 0 — [— m A (v A )i sen30°] = 0.050(900) sen30‘ 
= 22.5 N • s 


Respuesta 

















Los impulsos de P x y P y pueden calcularse al resolver las dos ecuaciones escalares de 
impulso-cantidad de movimiento para la bala A unicamente. Respecto a las figuras 
de la (c) a la (e), la componente x de la ecuacion de impulso-cantidad de movimiento 
para A es 


(L1-2) x = (p x )2 - (Px)\ 



P x dt = m A V 2 cos 30° — m A (v A )i 


= 0.050(3.88) cos 30° - 0.050(900) 


a partir de la cual 



dt = 44.8 N • s 


Respuesto 


De manera similar, la componente y de la ecuacion de impulso-cantidad de movi¬ 
miento para la bala A da 

(L1-2) y = (p y h ~ (Py) 1 
r>2 „ 

+]' / P y dt = m A V 2 sen 30° — 0 

Jti 


= 0.050(3.88) sen 30° 

= 0.0970 N • s Respuesta 


Es posible verificar las soluciones al considerar la ecuacion de impulso-cantidad de 
movimiento para la cuna B unicamente. Por ejemplo, en las figuras (d) y (e) se obser- 
va que la componente b de la cantidad de movimiento de B es cero, antes y despues 
del impacto. Por tanto, al usar la figura (c) para obtener la componente b del impulso 
que actua sobre B, resulta 


(Li-2)b = (Pb) 2 — (Pb) 1 = 0 — 0 

f'2 » r ‘2 » r'2 „ 

_f\ / N dt — P x dt sen 30° — / P y dt cos 30° = 0 

Jti Jti Jt\ 

El hecho de que las respuestas de los impulsos satisfagan esta ecuacion comprueba 
la solucion. 
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Problem as 


9 pies/s 


Fig. P15.88 



Fig. P15.89 


5 pies/s 


3 pies/s 


40000 lb 

U 


550001b 


Fig. P15.90 


- 4 ^ va 
7.5 g 


2 kg 


k = 7.5 kN/m 


Fig. P15.91 


15.8! Los tres bloques identicos de 2.5 lb se deslizan sobre una superficie hori¬ 
zontal con friccion despreciable. A1 principio A se mueve hacia la derecha a 9 pies/s 
mientras que B y C estan en reposo. Suponiendo que todas las colisiones son plas- 
ticas, determine las velocidades de los bloques despues de: (a) la primera colision y 
(b) la segunda. 

15.89 La bala A de 6 g que viaja a 420 m/s golpea la cara inclinada del bloque B 
inmovil. Si se supone que todos los impactos son plasticos y se desprecia la friccion, 
( r , c li a I sera la rapidez de B inmediatamente despues de que la bala lo golpea? 

15.90 Los vagones A y B se desplazan con la rapidez que se muestra. Despues 
de que A colisiona con B, ambos quedan acoplados. Obtenga la rapidez final de los 
vagones y el porcentaje de energfa cinetica perdida durante el proceso de acopla- 
miento. 


15.91 El bloque B de 2 kg al principio esta en reposo sobre el piano horizontal. 
Despues de que la bala A de 7.5 g se dispara contra el bloque, se observa que la 
maxima compresion en el resorte es de 49 mm. Establezca la velocidad inicial de 
la bala, suponiendo que esta queda incrustada en el bloque. 

15.92 El paquete A de 8 lb se libera a partir del reposo en la posicion que se indica 
y se desliza hacia abajo sin friccion sobre larampa hasta el tope B de 18 lb. El paquete y 
el tope quedan en reposo despues de recorrer una distancia d sobre el piso. Si el 
coeficiente de friccion cinetica entre el tope y el piso es 0.2, determine la distancia d. 



600 m/s 


B 


A 



Fig. P15.93 



Fig. P15.94 


3600 lb 



15-93 La bala B de 20 g golpea el bloque A inmovil de 10 kg con una velocidad 
horizontal de 600 m/s. El coeficiente cinetico de friccion entre el bloque y la superfi¬ 
cie horizontal es 0.25. Obtenga: (a) la distancia total recorrida por el bloque despues 
del impacto y (b) el porcentaje de energfa mecanica perdida durante el impacto. 
Suponga que la bala queda incrustada en el bloque. 

15.94 El costal B de 60 lb se desliza por una rampa para caer sobre la carreta A 
estacionaria de 220 lb con una velocidad de 8 pies/s dirigida como se muestra. Des- 
preciando la resistencia por rodamiento de la carreta, determine: (a) la rapidez de 
esta despues de que el costal queda en reposo sobre ella, y (b) el porcentaje de ener¬ 
gfa mecanica perdida durante el impacto. 

15-95 El automovil B de 3600 lb se encuentra estacionado con el freno aplicado 
cuando el automovil A de 5000 lb lo impacta en su parte posterior. Despues del im¬ 
pacto, los vehfculos quedan enganchados y se deslizan 22 pies antes de detenerse. 
El coeficiente de friccion cinetica entre la carretera y los neumaticos de B es 0.8. 
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A que rapidez viajaba A inmediatamente antes del impacto? Suponga que los frenos 
de este no se aplicaron. 

15.96 El pendulo de 6 kg con punta se deja caer desde la posicion 1. Cuando llega 
a la posicion 2, la punta ensarta el paquete de 2 kg y lo lleva a la posicion 3 antes de 
detenerse de manera momentanea. Determine el angulo 6 en la posicion 3. 



Fig. P15.96 

15-97 Cada uno de los carritos de supermercado Ay B pesa 50 lb. El paquete C de 
35 lb puede deslizarse libremente en A. Si se empuja el carrito A contra el B que se 
encuentra estacionado con la rapidez v = 15 pies/s, determine: (a) la rapidez de los 
carritos inmediatamente despues del impacto inicial, y (b) la rapidez final de ambos. 
Desprecie la friccion y suponga que todos los impactos son plasticos. 



Fig. P15.97 


15.98 Los automoviles Ay B colisionan con velocidades va y v B , en las direccio- 
nes que se muestran. Despues de la colision, los vehiculos se enganchan y patinan 
24 pies en la direccion que se indica antes de detenerse. Si se sabe que el coeficiente 
de friccion cinetica entre la carretera y los neumaticos es 0.65 para cada automovil, 
encuentre v A y v B . 
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y 



15.99 El costal B de arena de 10 lb cae verticalmente cuando la flecha A de 3.5 
oz que viaja a 120 pies/s en la direction que se muestra lo golpea. A1 tiempo del 
impacto, la rapidez del costal es de 12 pies/s. Establezca la velocidad del costal justo 
despues del impacto, suponiendo que la flecha queda clavada en el. 

15.100 El costal A de 60 lb se deja caer sobre una balanza de resortes desde la 
altura h = 0. La plataforma B de la balanza pesa 12 lb y la rigidez combinada de los 
resortes es de 1200 lb/pie. Determine la lectura maxima de la balanza. 



Fig. P15.100 


15.IOI La bala C de 25 g se dispara contra las pacas de heno Ay B a una veloci¬ 
dad de 600 m/s. La bala pasa a traves de A y queda incrustada en B. Inmediatamente 
despues de los impactos, se observa que las dos pacas tienen la misma velocidad. 
Obtenga la rapidez de la bala entre ambas pacas. Desprecie la friccion. 




Fig. P15.101 


15.102 Los collares Ay B se deslizan con friccion despreciable sobre el alambre 
en el piano vertical. El resorte unido a A tiene una rigidez de k = 10 lb/pie y su 
longitud no deformada es de 0.8 pies. Ambos collares estan en reposo cuando A se 
libera en la position que se muestra. Despues del impacto. Ay B quedan unidos y se 
mueven una distancia d antes de detenerse momentaneamente. Determine d. 



Fig. P15.102 
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15 .IO 3 El soporte A de 60 kg transporta un tubo B de 12 kg a una velocidad de 
8 m/s cuando golpea contra una pared rfgida. Suponiendo que todos los impactos son 
plasticos, determine la rapidez del tubo inmediatamente despues de los impactos. 
Desprecie la friccion. 


8 m/s 




Fig. P15.104 


15 .IO 4 La rapidez del trineo, justo antes de llegar al vertice en el fondo de la 
colina, es v. Cuando el trineo golpea el vertice, recibe un impulso vertical del piso 
que cambia su rapidez a u, dirigida horizontalmente. En terminos de v, la masa m del 
trineo y el conductor, y el angulo a de la pendiente, obtenga: (a) u y (b) la energfa 
perdida debido al impacto. 


15 .IO 5 El pendulo de 12 kg se encuentra inmovil en la posicion que se muestra 
cuando es golpeado por una bala de 20 g que viaja en sentido horizontal (a = 0 ). 
Despues del impacto, el pendulo y la bala incrustada oscilan hasta un angulo 6 = 
36°. Calcule la rapidez inicial de la bala. 


\ 

\ 

\ 



12 kg 


Fig. P15.105, P15.106 

15.106 La bala B de 20 g viaja a 980 m/s a un angulo a = 20° cuando queda in¬ 
crustada en la masa A de 12 kg del pendulo. Antes del impacto, el pendulo se encon- 
traba estacionario en la posicion vertical (9 = 0). Encuentre el vector de velocidad 
de A inmediatamente despues del impacto, suponiendo que A esta suspendida de: 
(a) una varilla rfgida, y (b) una cuerda elastica (deformable). 

* 15.107 El pendulo C esta suspendido del bloque B que puede moverse libremen- 
te sobre la superficie horizontal. El montaje esta en reposo cuando la bala A golpea el 
bloque con la rapidez v\ = 300 m/s y queda incrustada en el. Determine el maximo 
desplazamiento angular 9 del pendulo despues del impacto y la velocidad del bloque 
en ese instante. 
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Impacto elastico 


La mayorfa de los cuerpos tienen la habilidad de regresar, de manera total o parcial, 
a su forma original cuando se liberan de una posicion deformada, una propiedad 
que se conoce como elasticidad. Por tanto, existen dos etapas en el impacto de las 
partfculas elasticas. A1 inicio hay una etapa de deformacion en la que la partfcula se 
comprime debido a la fuerza de impacto. A esta le sigue una etapa de recuperacion, 
durante la cual la partfcula retorna parcial o totalmente a su configuration no defor¬ 
mada. Cuando dos partfculas elasticas colisionan, la etapa de recuperacion produce 
que estas reboten, o se separen, despues del impacto (no hay etapa de recuperacion 
durante el impacto plastico). Si las partfculas son perfectamente elasticas regresaran 
a su forma original sin perdida de energfa durante el impacto. Una situation mas 
comun es que las partfculas en colision sean deformadas de manera parcial por las 
relativamente grandes fuerzas de impacto, en cuyo caso se pierde una fraction de 
la energfa cinetica inicial debido a la deformacion permanente. La energfa cinetica 
tambien puede perderse en la generation de calor y sonido durante el impacto. Antes 
de caracterizar el impacto de dos partfculas elasticas, es necesario distinguir entre el 
impacto directo y el oblicuo. 

La figura 15.15 muestra el impacto entre dos discos circulares A y B que se 
deslizan sin friction sobre un piano horizontal. La lfnea que es perpendicular a la su- 
perficie de contacto (el eje x) es la linea de impacto. Las velocidades de las partfculas 
antes de la colision se denotan con (v\ 4 ) 1 y (v B )j. Cuando ambas velocidades iniciales 
estan dirigidas sobre la lfnea de impacto, como se muestra en la figura 15.15(a), 
este ultimo se denomina impacto directo. En caso contrario se llama oblicuo, como 


15.10 



(Va)i > (Vfl)l 
Antes del impacto 


( v a )2 < ( v b )2 
Despues del impacto 


(a) Impacto directo 



Antes del impacto 


( v Axh < ( v Bx )2 

Despues del impacto 


x 


(b) Impacto oblicuo 


Fig. 15.15 
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se indica en la figura 15.15(b). As! el impacto directo es equivalente a una colision 
frontal y el oblicuo se refiere a una con una desviacion (con cierto parametro de im¬ 
pacto). Observe que el impulso lineal que actua sobre el sistema es cero para los dos 
casos que se muestran en la figura 15.15 ya que ninguna fuerza externa actua sobre 
el sistema. 

Para el impacto directo de la figura 15.15(a), el balance de la cantidad de movi- 
miento en la direccion x da 



m A (v A )i +m B (v B ) 1 =m A (v A ) 2 + m B (v B ) 2 


(15-42) 


donde (v A ) 2 y (y B ) 2 son las velocidades despues del impacto. 

El coeficiente de restitution e es una constante experimental que caracteriza la 
“elasticidad” de los cuerpos que colisionan. Para un impacto directo este se define 
como 



Vaprox 


(15-43) 


donde 

v sep = ( v b) 2 - ( v a )2 es la velocidad de separation (la razon a la cual aumenta la dis- 
tancia entre las partfculas despues del impacto). 
v aprox = (va)i - ( v b)i es la velocidad de aproximacion (la razon a la cual disminuye 
la distancia entre las partfculas antes del impacto). 

Para que ocurra un impacto en la figura 15.15(a), se debe tener v aprox > 0; si las par¬ 
tfculas se separan despues del impacto (omitiendo la posibilidad de que A pudiera 
pasar a traves de B), se tiene v sep > 0. Asf que, en general, e es un numero no negativo. 

A partir de la ecuacion (15.43) se observa que e = 0 (v sep = 0) corresponde a un 
impacto plastico. Sic = 1, el impacto se llama perfectamente elastico, una situation 
en la que no hay perdida de energfa durante el mismo (vease el problema 15.108). 
Para la mayorfa de los impactos, los valores de e estaran entre 0 y 1. (Un coeficiente 
de restitucion negativo indica que un cuerpo ha pasado a traves del otro, como una 
bala que perfora una placa.) 

El impacto oblicuo se analiza suponiendo que e tiene el mismo valor que para 
un impacto directo; sin embargo, en la ecuacion de definition para e, las velocidades 
se reemplazan por sus componentes sobre la lfnea de impacto. Por tanto, si la Ifnea 
de impacto coincide con el eje x, como se muestra en la figura 15.15(b), se tiene 

Vsep = (v Bx )2 — (VAx) 2 

Vaprox = (AAx') 1 ~ (VfiJl (l5-44) 

Si la friction entre Ay B es despreciable, la fuerza de impacto que actua sobre cual- 
quier partfcula estara dirigida sobre el eje x, sin componente y. Para este caso, las 
componentes y de las velocidades de A y B no cambiaran durante el impacto. 

En general se considera que el valor de e es constante, dependiendo unicamente 
del material de las partfculas en colision. Pero esto es solo una aproximacion a la rea¬ 
lidad. La evidencia experimental indica que el coeficiente de restitucion en realidad 
depende de muchos factores (la magnitud de la velocidad relativa de aproximacion. 
la condition de las superficies que impactan, etcetera). 


-- 1.2 m/s 

(v B )i = 2.0 m/s 

[a 


| 1-8 kg | 

P 


(a) 
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Problema de ejemplo 15.14 

El bloque A de 1.8 kg que se muestra en la figura (a) se desliza hacia la derecha con 
velocidad de 1.2 m/s y golpea al bloque B, que se mueve hacia la izquierda con ve- 
locidad de 2.0 m/s. El impacto hace que A se detenga. Si el coeficiente de restitucion 
para el impacto es 0.5, determine: 1. la velocidad de B despues del impacto y 2. la 
masa de B. Desprecie la friccion. 

Solution 

Parte 1 

La velocidad de B despues del impacto, (v/;) 2 , puede calcularse con la ecuacion que 
define al coeficiente de restitucion. Respecto a la figura (a), se observa que la veloci¬ 
dad de aproximacion es v aprox = 1.2 + 2.0 = 3.2 m/s. Observe que el bloque A esta 
en reposo despues del impacto, la velocidad de separation es v sep = (ynh- Por tanto, 

C Vscn/r'anrox Sera 


de lo que se encuentra 


0.5 = 


(Vfl) 2 
3.2 


(v B )2 = 1-6 m/s 


Respuesta 


Parte 2 


Los diagramas de cuerpo libre de los bloques A y B durante el impacto, que se 
muestran en la figura (b), contienen las siguientes fuerzas: los pesos W A y W B , las 
fuerzas de contacto Na y Nb y la fuerza de impacto P. Como P es interna al sistema 
de ambos bloques, se concluye que el impulso neto que actua sobre el sistema en la 
direccion x es cero. 



'\n a 

(b) DCL 

durante la colision 


W R 


(Va) 2 = 0 


(c) Diagrama de la cantidad de (d) Diagrama de la cantidad de 
movimiento antes del impacto movimiento despues del impacto 


Respecto a las figuras (c) y (d), la conservation de la cantidad de movimiento 
lineal en la direccion x para el sistema resulta 

(Px) 1 = (Px) 2 

ota(va) 1 - m B (v B ) 1 = rn B (v B )2 
Al sustituir los valores numericos se obtiene 

1 .8(1.2) — m B (2.0) = mfl(1.6) 
y a partir de ello se encuentra 

m B = 0.6 kg Respuesta 
























Problema de ejemplo 15.15 

Dos discos identicos Ay B, con 2 lb de peso cada uno, se deslizan sobre una mesa 
horizontal y colisionan con las velocidades (v A )\ = 8 pies/s y ( Vb) i = 6 pies/s, diri- 
gidas como se indica en la figura (a). Si el coeficiente de restitucion para el impacto 
es e = 0.8, calcule los vectores velocidad de los discos inmediatamente despues de 
la colision. Desprecie la friccion. 


Solution 

Como se muestra en los diagramas de cuerpo libre de la figura (b), las unicas fuerzas 
que actuan en el piano xy durante la colision son las de impacto P, que estan dirigi- 
das en sentido opuesto sobre Ay B. (Los pesos de los discos y las fuerzas normales 
ejercidas por la superficie de la mesa son perpendiculares al piano horizontal xy.) En 
ausencia de friccion, P se dirigira sobre el eje y, que es la linea de impacto. Supo- 
niendo que la duracion de la colision es despreciable, el movimiento es impulsivo 
y los discos se localizaran en el origen del sistema de coordenadas justo antes y 
despues del impacto. 


y 



K 

® 


Recta de 
impacto 



y 



y 



(b) DCL durante la colision (c) Diagrama de la cantidad 
(fuerzas que actuan unicamente de movimiento 

en el piano xy) antes del impacto 


(d) Diagrama de la 
cantidad de movimiento 
despues de la colision 


En las figuras (c) y (d) se indican los diagramas que muestran los vectores de 
la cantidad de movimiento de A y B inmediatamente antes y despues del impacto. 
Observe que en la figura (d) se ha supuesto que todas las componentes de las veloci¬ 
dades finales actuan en las direcciones de las coordenadas positivas. 

A partir de la figura (b) a la (d) se observa que hay cinco incognitas: JP dt (el 
impulso de la fuerza de impacto), {vax)i, ( v Ay )i, (vbx)i y (yny)i- Ademas, hay cinco 
ecuaciones independientes: dos componentes de la ecuacion vectorial de impulso- 
cantidad de movimiento, Li 2 = Ap, para cada disco (un total de cuatro ecuacio¬ 
nes), mas la ecuacion del coeficiente de restitucion, la (15.43). Por supuesto, esas 
cinco ecuaciones podrian emplearse para la obtencion de las cinco incognitas. Sin 
embargo, como estas no se requieren para calcular fPdt, se logra una solucion mas 
eficaz si se analiza el sistema que contiene ambos discos. Asi la solucion consta de 
las siguientes cuatro partes. 

i. Aplicar (L1-2)* = A/j x al disco A 

A partir de la figura (b) se observa que no hay impulso sobre A en la direction x. Por 
tanto, se conserva la componente x de la cantidad de movimiento de A. Respecto a 




















los diagramas de la cantidad de movimiento para el disco A en las figuras (c) y (d), 
se obtiene 

(Px)l = (Px) 2 

m A (v A ) 1 cos60° = m A (v Ax ) 2 

A1 eliminar m A y sustituir (va)i = 8 pies/s, esta ecuacion resulta en 

0 ; a.v)2 = (va)i cos 60° = 8 cos 60° = 4.00 pies/s (a) 

2. Aplicar (Li_ 2 ) x = A p x al disco B 

Si se utiliza el mismo argumento que se ha presentado antes para el caso del disco 
A, se encuentra que 

( vbx)i = (vs.v)i = 0 (b) 

(Observe que las componentes x de las velocidades At Ay B no se modifican por el 
impacto porque P esta dirigida sobre el eje y). 

3. Aplicar (L,- 2 ) x = A p y al sistema que contiene ambos discos 

En la figura (b) se observa que no existen fuerzas externas y por tanto ningun im- 
pulso externo, que actuen sobre el sistema durante el impacto (P es una fuerza in¬ 
terna). Por tanto, la cantidad de movimiento del sistema se conserva. Respecto a las 
figuras (c) y (d), la conservacion de la componente y de la cantidad de movimiento 
para el sistema da 

(Py) 1 = (Py) 2 

+| m A (v A ) i sen60° - m B (v B ) i = m A (v Ay ) 2 + m B (v B yh 

-( 8 ) sen 60° - -(6) = -(v Ay ) 2 + -(v By ) 2 
8 8 8 8 ' 

que puede reducirse a 

(v A y )2 + ( v By )i = 0.9282 (c) 

4. Uso del coeficiente de restitucion 

Al observar que la linea de impacto es el eje y, la velocidad de aproximacion [vease 
la figura (a)] es v aprox = 8 sen 60° + 6 = 12.928 pies/s. Respecto a la figura (d), 
se deduce que la velocidad de separacion es v sep = (v Bv ) 2 — (vaAi- Por tanto, 
e v sep /v apro x sera 

Q 0 _ (VBy)2 — (v A y) 2 

~ 12.928 

que, despues de simplificar, puede escribirse como 

(■ v B yh - (VAv)2 = 10.342 (d) 

Cuando se resuelven las ecuaciones simultaneas (c) y (d), se obtiene 

Oav) 2 = -4.71 pies/s y (v By ) 2 — 5.63 pies/s (e) 
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Con los valores obtenidos con las ecuaciones (a), (b) y (e), las velocidades de los 
discos Ay B despues del impacto son: 


B \ 

K 

4.7 


{v B )i = 5.63 pies/s 


4.00 


_ ( 1^)2 = 6.18 pies/s 



Respuesta 


Si se necesitara, el impulso de la fuerza de impacto, f P dt, podria calcularse apli- 
cando la ecuacion (L\-4 y = A p Y ya sea al disco A o al B. 


Problema de ejemplo 15.16 

Como se muestra en la figura (a), la pelota A de masa m = 0.2 kg se deja caer so- 
bre una superficie rigida inclinada en un angulo 9 = 30° respecto a la horizontal. 
El coeficiente de restitucion para el impacto es 0.8 y la friccion entre la pelota y la 
superficie es despreciable. Determine: 1. la velocidad de rebote V 2 y el angulo a de 
rebote, y 2. el porcentaje de energfa cinetica perdida durante la colision. 



(a) 


Solution 

Parte 1 

Como se muestra en el diagrama de cuerpo fibre de la figura (b), las fuerzas que 
actiian sobre la pelota durante el impacto son su peso W y la fuerza de impacto N, 
que es normal para el piano sin friccion. El eje y, que es perpendicular al piano, es 
la fi'nea de impacto. 


y 

y 

ravj / 

y 

W / Lrnea de 
\. / impacto 

4 / 

\ el/ 

\ mvp 




n/ 



X 

X 

X 

(b) DCL durante el impacto 

(c) Diagrama de la cantidad 

(d) Diagrama de la cantidad 


de movimiento antes 

de movimiento despues 


del impacto 

del impacto 














Se desprecia la duracion del impacto, lo que significa que el movimiento es impulsi¬ 
ve). De esto se deduce que es posible despreciar el impulso de W. que es una fuerza 
finita, y que la pelota se encuentra en la misma ubicacion inmediatamente antes y 
despues del impacto. 

Debido a que la descripcion del impacto requiere dos partfculas, imagine que 
una segunda partfcula B esta incrustada en el piano rigido, como se muestra en el 
diagrama de cantidad de movimiento de las figuras (c) y (d). Ya que la velocidad de 
B siempre es cero, los diagramas de la cantidad de movimiento antes y despues de la 
colision solo contienen la cantidad de movimiento de la pelota A. 

En la figura (b) se observa que no habra impulso que actiie sobre la pelota en la 
direccion x durante la colision (recuerde que se ha despreciado el impulso de W). Por 
tanto, la componente x de la cantidad de movimiento de A se conserva. Respecto a 
los diagramas de la cantidad de movimiento de las figuras (c) y (d), se obtiene 

(Px) 1 = (Pxh 
mv\ sen# = mv 2 cosor 

que produce 

V 2 cos a = v\ sen 0 = 10 sen 30° = 5.0 pies/s (a) 

De las figuras (c) y (d) se observa que las velocidades de aproximacion y sepa- 
racion son v aprox = vi cos 9 y v sep = V 2 cos a. Por tanto, la definition del coeficiente 
de restitution, v sep = ev aprox , conduce a 

V 2 sen a = evi cos 9 = (0.8)(10) cos 30° = 6.928 pies/s (b) 

A1 resolver las ecuaciones (a) y (b), se obtiene 

v 2 = 8.544 pies/s y a = 54.18° Respuesta 

Parte 2 

El cambio en la energfa cinetica de la pelota durante el impacto es 

AT = T 2 - Ti = l -m(v 2 2 - v?) = ^(0.2)[(8.544 ) 2 - (10) 2 ] 

= 7.30 - 10.0 = -2.70 lb • pie 

El porcentaje de perdida de energfa cinetica es 

AT 2.70 

% perdida = - = 7 —: x 100% = 27.0% Respuesta 

1 \ 1U.U 
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Problemas 


15.108 Demuestre que no se pierde energfa durante el impacto directo de dos 
partfculas si e = 1 . 

( v a)i ( v fi)l 


15.109 Los dos bloques se deslizan sobre una superficie horizontal con las velo- 
cidades (va)i y (vb)i, donde (va)i > (vb)i. Demuestre que, despues del impacto, la 
rapidez respectiva de cada bloque es: 


m A 


A 


7)1 B 


B 


(V A ) 2 = 


(Vb)2 = 


(' v A )i(m A /m B - e) + (v g )i(l + e) 
1 + m A /niB 

Qa)i(1 + e) + (Vfi)i (m B /m A - e) 
1 + m B /m A 


Fig. P15.109 


donde e es el coeficiente de restitucion. Desprecie la friccion. 


15.IIO Tres bloques identicos (m A = m B = me) estan en reposo sobre una superfi¬ 
cie horizontal cuando al bloque A se le da una velocidad inicial vo. Determine la ra¬ 
pidez de cada bloque despues de que han ocurrido todas las colisiones. El coeficiente 
de restitucion para cada impacto es 0.5. Utilice las formulas que se proporcionaron 
en el problema 15.109 y desprecie la friccion. 




m A 

B 

m B 

c 

m c 


15.III Resuelva el problema 15.110 suponiendo que las masas de los bloques son Fig. P15.IIO, P15.III 

m A = me = m y m B = 0 . 6 m. 


15.112 Los tres pendulos identicos de masa m cada uno, estan suspendidos de 
manera que sus masas casi se tocan. Despues, el pendulo A se desplaza y se suelta, 
golpeando a B con la velocidad vo. Obtenga la rapidez de la masa C inmediatamente 
despues del impacto. Suponga que todos los impactos son perfectamente elasticos 

(e = 1). 



15.113 Despues de que el collar deslizante A golpea al collar estacionario B con 
una rapidez de 5 m/s, rebota con una rapidez de 2 m/s, dirigida hacia la izquierda. 
Determine el coeficiente de restitucion para el impacto. 



15.114 Se colocan dos monedas identicas sobre una superficie horizontal rugosa, 
como se muestra en (a). Despues de que se empuja la moneda A hacia la B estacio- 
naria con la velocidad inicial (v ; 0 i, las monedas quedan quietas en las posiciones que 


Fig. P15.114 
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se muestran en el inciso (b). Encuentre el coeficiente de restitucion para el impacto 
entre las monedas. 

15.115 La pelota elastica rebota sobre una superficie rfgida. Demuestre que la re- 
lacion entre el angulo de incidencia y el angulo de rebote es tan 62 = e tan B\. donde 
e es el coeficiente de restitucion. Desprecie la friccion. 


Fig. P15.115 



Fig. P15.116 



Fig. P15.119 


15.116 Dos automoviles que viajan con las velocidades que se muestran, chocan 
en una interseccion. El coeficiente de restitucion es 0.2 para el impacto y no existe 
friccion en las superficies que entran en contacto. Calcule la velocidad de cada au- 
tomovil despues del impacto. 

15.117 Los dos discos Ay B estan sobre una superficie horizontal. El disco A se 
lanza hacia B, que inicialmente esta en reposo, con la velocidad que se muestra. 
Si e = 0.85, calcule la velocidad de cada disco despues del impacto. Desprecie la 
friccion. 



0.5 lb 


O 


0.16 oz 


9 pulg 


R-—} 


9 pulg 


0.5 lb 


Fig. P15.117 


Fig. P15.118 


15.IIE Los bloques AyBde 0.5 lb estan unidos por una varilla de peso despre- 
ciable. El montaje, que al principio esta en reposo, es libre de rotar respecto al perno 
en O. Si el perdigon de 0.16 oz se dispara contra B con la velocidad vo = 300 pies/s, 
determine la velocidad angular de la varilla inmediatamente despues del impacto. El 
coeficiente de restitucion para el impacto es 0.75. 





Fig. P15.120 


15.119 Dos pendulos se sueltan de manera simultanea a partir del reposo en las 
posiciones que se muestran. Despues de que las masas colisionan, el pendulo A 
oscila de regreso a su posicion inicial. Calcule el coeficiente de restitucion para el 
impacto. 

15.120 Las pelotas A y B se liberan de manera simultanea desde las posiciones que 
se muestran, con un pequeno espacio entre ellas. Determine la altura maxima que B 
alcanza despues de chocar con A. El coeficiente de restitucion es 0.85 para todos los 
impactos. Observe que la masa de A es diez veces la masa de B. 

*15.121 Se suelta una pelota desde una altura h 0 sobre un piso rigido. Si el coefi¬ 
ciente de restitucion es 0.985, encuentre el numero de rebotes que la pelota efectua 
antes de que su altura de rebote se reduzca a h 0 / 2 . 
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15.122 Los dos discos que se mueven sobre trayectorias paralelas chocan con las 
velocidades que se muestran. El radio de A es 50 mm y su masa es 0.4 kg. El disco B 
tiene un radio de 100 mm y una masa de 0.8 kg. Obtenga la rapidez de cada disco 
inmediatamente despues del impacto si el coeficiente de restitucion es 0.7. Despre- 
cie la friccion. 


*15.11 


Flujo de masa 



a. Volumen de control 

Hasta ahora, la atencion se ha centrado en los sistemas que siempre contienen las 
mismas particulas. En otras palabras, se supuso que el sistema era cerrado en el 
sentido de que no entraba masa al mismo ni salfa de el. En este apartado se aplica 
el principio de impulso-cantidad de movimiento al flujo de masa', donde las partfcu- 
las se mueven continuamente a traves de una region espacial, llamada volumen de 
control. 

Un ejemplo es el flujo de agua a traves de la section de un tubo, como se mues- 
tra en la figura 15.16(a). Aquf una election conveniente para el volumen de control 
V es el interior del tubo. El agua entra al volumen de control con la velocidad v en t y 
sale con velocidad v sa i. Debido a que la cantidad de movimiento del agua en el tubo 
ha cambiado, debe existir una fuerza igual a la razon de cambio de dicha cantidad 
entre la superficie del volumen de control y el flujo de agua. 



Volumen de control V 



Fig. 15.16 


Un segundo ejemplo de flujo de masa es la turbina de un avion, vease la figura 
15.16(b). La turbina aspira aire (v en t ~ 0 ), que se mezcla con el combustible y se 
enciende. Los gases de la combustion se expulsan a la velocidad v sa i. El volumen de 
control V es el interior de la turbina, que en sf misma se mueve con velocidad v. En 
este caso, ocurren dos cambios dentro del volumen de control: la velocidad del aire 
se incrementa de cero a v sa i y la del combustible quemado se modifica de v a v sa i. La 
razon correspondiente de cambio de la cantidad de movimiento origina una fuerza 
entre la turbina y el flujo de masa, llamada empuje. 

Hablando en sentido estricto, el analisis del flujo de masa pertenece al campo 
de la mecanica defluidos, que esta fuera del alcance de este libro. Asf el analisis se 
restringira a los problemas que no requieren el conocimiento y tecnicas especiali- 
zados de la mecanica de fluidos. En particular, se supone que las velocidades v en t y 
v sa i son constantes a traves de las areas de entrada y salida del volumen de control, 
respectivamente. 
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b. Principio de impulso-ccmtidad de movimiento 

Ahora se formulara el principio de impulso-cantidad de movimiento, con base en el 
concepto de un volumen de control. 

La figura 15.17(a) muestra un volumen de control V que consiste en la region 
interior de un contenedor, como un tubo. En general, cualquier region del espacio 
puede seleccionarse como un volumen de control, con la mejor opcion determina- 
da por el problema en consideracion. Cuando la forma del volumen de control es 
mantenida por un recipiente, como en la figura 15.17(a), este ultimo puede incluirse 
como parte del sistema, si es conveniente. Sin embargo, el volumen de control debe 
quedar claramente especificado desde el inicio del analisis, ya que determina las 
ecuaciones que se usaran en la solucion. 



Ahora considere la cantidad de movimiento del sistema que consta de todas 
las particulas que estan dentro del volumen de control V al tiempo t, como el que 
se indica en la figura 15.17(a). Observe que, a diferencia del volumen de control, el 
sistema siempre contiene las mismas particulas: es decir, su masa es constante. Sean 
p la cantidad de movimiento del sistema al tiempo t y py la cantidad de movimiento de 
la masa dentro del volumen de control al tiempo t. Como el sistema esta dentro de V 
al tiempo t, entonces p = py. 

Ahora considere la cantidad de movimiento del sistema al tiempo t + A t, donde 
At es un pequeno intervalo de tiempo. Como se indica en la figura 15.17(b), algunas 
de las particulas del sistema han salido del volumen de control V y otras, que no son 
parte del sistema, han entrado a V. Las masas de esas particulas se han etiquetado 
como Am sa i y Am cn t, respectivamente. Debido a que se ha supuesto que las velocida- 
des de entrada y salida a traves de las areas transversales son constantes, entonces 
las cantidades de movimiento de las particulas que salen y entran del volumen de 
control son, respectivamente, 

Apsai — A/n sa i v sa i (a) 

Apent — A/77 en tV e nt (^) 

La cantidad de movimiento del sistema ha cambiado de p a p + Ap y la cantidad de 

movimiento de las particulas que ahora estan en V es py + Apy. Ya que la cantidad 

de movimiento de las particulas que abandonan V quiza no sea igual a la cantidad de 
movimiento de las particulas que entran a V, entonces Ap no es necesariamente igual 
a Apy. De la figura 15.17(b), se observa que la cantidad de movimiento del sistema 
es igual a la cantidad de movimiento de las particulas dentro de V mas la cantidad 
de movimiento de las particulas que salen de V (esas son parte del sistema) menos 
la cantidad de movimiento de las particulas que entran a V (esas no son parte del 
sistema); en otras palabras, 


p + Ap = py + Apy + Ap sa i - Ap ent 


(c) 
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A1 sustituir de las ecuaciones (a) y (b) y recordar que p = p v , se obtiene 

Ap = Api/ + Am sa iv sa i - Am ent Vent (d) 

La razon con la que cambia la cantidad de movimiento del sistema al tiempo t esta 
dada por 


r Ap 
p = lim — 

At 


que implica, en conjuncion con la ecuacion (d), 


P — Pv ^sal^sal ^entVent 


(15-45) 


donde 


A/w sa i A m ent 

m sa 1 = bm —— y m en t = lim —- 

Af->0 At Af—>0 At 

son las razones de flujos de masa de salida y entrada al volumen de control, respec- 
tivamente. (Las unidades para la razon de flujo de masa son: masa por unidad de 
tiempo, por ejemplo, slugs/s o kg/s.) 

La ecuacion (15.45) es una forma del teorema de transporte de Reynolds: 

La razon a la que cambia la cantidad de movimiento de un sistema es igual 
a la razon de cambio de la cantidad de movimiento dentro del volumen de 
control mas la razon neta con la que fluye la cantidad de movimiento hacia 
afuera del volumen de control. 

Si EF es la fuerza resultante que actua sobre el sistema en el tiempo t (cuando 
todo el sistema esta contenido en el volumen de control), entonces el principio de 
impulso-cantidad de movimiento establece que EF = p. que, al usar la ecuacion 
(15.45), implica 


EF — PV' 4“ Wsal Lai >il cnl \ cnl (15.46) 

Los siguientes dos ejemplos de flujos de masa representan aplicaciones de la 
ecuacion (15.46) que ameritan atencion especial por su importancia practica. 


c. Deflexion de una corriente de fluido estacionario 

Imagine una corriente que se desvla por un deflector estacionario, como se muestra 
en la figura 15.18. Se considera al volumen de control V como la region espacial que 
se indica, siendo v ent y v sa i las velocidades con las que la corriente entra y sale del 
volumen de control, respectivamente. La fuerza EF es la resultante que actua sobre 
el fluido dentro del volumen de control. 



Fig. 15.18 
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Para el flujo estacionario, m cn t = m S ai = m (una constante), que significa que 
no existe acumulacion de masa en el volumen de control V. Ademas, tambien es 
constante la cantidad de movimiento del fluido en el volumen de control; es decir, 
Pi/ = 0 . A1 hacer estas sustituciones en la ecuacion (15.46) se obtiene 


EF = m(v sa i - v ent ) 


(15-47) 


Observe que la fuerza resultante EF que actua sobre el fluido es constante en el caso 
del flujo estacionario. 



V S al = «-v 


(a) 


Volumen — 
de control V 



(b) DCL 


Fig. 15.19 


d. Propulsion de cohetes 

La figura 15.19(a) muestra un cohete en vuelo vertical. La masa del mismo, inclu- 
yendo su contenido, se denota con M(t) y su velocidad es v(f) = v(f)j, donde t es el 
tiempo. El cohete expulsa gases a razon m con la velocidad de tobera constante u = 
— «j relativa al cohete. 

El cohete y su interior se seleccionan como volumen de control V. El cohete 
consume solo el combustible que transporta (no hay toma de aire), entonces las 
razones del flujo de masa son 


m sa i = m y /«ent =0 (h) 

La cantidad de movimiento de la masa dentro del volumen de control es py = Mvj, 
que al derivarla respecto al tiempo se obtiene 

p t = Mvj + Mvj = -mvj + Mvj (i) 

donde se ha sustituido M = — m (esta es la razon con la que se consume el combus¬ 
tible). La velocidad del gas expulsado puede escribirse como 

Vsal = (v - u)j (j) 

En la figura 15.19(b) se muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) del cohete 
y su contenido. La unica fuerza que actua sobre el cohete es su peso total (la resis- 
tencia del aire y la presion de los gases en la salida de la tobera se desprecian). Al 
sustituir EF = —Mg'] y las ecuaciones de la (h) a la (j) en la ecuacion (15.46), se 
obtiene 


—Mgj = -mvj + Mvj + m (v — u) j 


que se simplifica a 


mu — Mg = Mi’ 


( 15 . 48 ) 


Se sustituye v = a, donde a es la aceleracion del cohete y queda 

T — mu ( 15 . 49 ) 


La ecuacion (15.48) sera 


T - Mg — Ma ( 15 - 50 ) 

La ecuacion (15.50) muestra que T representa una fuerza, llamada empuje, que 
tiende a impulsar al cohete. 

















Problema de ejemplo 15.17 

La figura (a) muestra el agua que entra en un codo doblado a 60° respecto a la hori¬ 
zontal, a una velocidad v ent = 20 pies/s. Conforme el agua pasa por el codo, su pre- 
sion cae de p cl)l = 6 lb/pulg 2 a p sil \ = 4 lb/pulg 2 y el diametro del tubo se incrementa 
de d ent = 8 pulg a t/ sa | = 10 pulg. Determine la fuerza ejercida por el agua sobre el 
codo. (El agua tiene un peso especffico de 62.4 lb/pie 3 .) 



Pent = 6 lb/pulg 2 

(a) 

Solution 

Este problema implica un flujo estacionario, entonces se puede resolver utilizando 
la ecuacion (15.47): 


EF = m(v sa i - Vent) (a) 

Como se indica en la figura (a), el interior del codo se selecciona como volumen V de 
control. En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo libre del agua en el volu¬ 
men de control, donde P ent y / J sa i son las fuerzas debido a las presiones en las seccio- 
nes de entrada y salida y R es la fuerza ejercida sobre el agua por la pared del codo 
(tambien deberfa incluirse el peso del agua si el piano del codo no fuera horizontal). 



(b) DCL 


























La fuerza EF en la ecuacion (a) es la resultante de las fuerzas que aparecen en el 
DCL. Si se supone que la distribucion de presion es constante en cada seccion trans¬ 
versal, se obtiene 



'tt(8) 2 1 

Pent — Pent-^ent — (6) 

4 


f 7T ( 10 ) : 

^sal = Psal ^sal = (4) 

4 


301.61b 

= 314.21b 


donde A denota el area de la seccion transversal del tubo. 

Debido a que el llujo es estacionario (es decir, no existe acumulacion de agua 
en V), se tiene A en tVent = A sa iv sa i. Por tanto, la rapidez del agua saliendo del volumen 
de control es 


Lai — Lnl 


A cnl 

A sal 



2 



12.800 pies/s 


La razon de flujo de masa a traves del tubo es n't = pAv, donde p es la densidad 
de masa del agua y v representa su rapidez. Utilizando los valores en la seccion de 
entrada del codo (tambien podrfan utilizarse los valores en la seccion de salida), se 
obtiene 


772 — pA ent V ent — 




(20) = 13.529 slugs/s 


Cuando se hace referenda a la figura (b), el lado izquierdo de la ecuacion (a) es 


EF = P ent i - P sa i (cos 60°i + sen 60°j) + R 

= 301.6i - 314.2(cos60°i + sen 60°j) + R = 144.5i - 272.2j + R lb (b) 

El lado derecho de la ecuacion (a) es 

77 *z(v sa i — Vent) = 13.529[12.800(cos60°i + sen60°j) - 20i] = -184.0i+ 150.0j lb 

(c) 


A1 igualar las ecuaciones (b) y (c), se obtiene 


144.5i - 272.2j + R = —184.01 + 150.0j 
que da la fuerza aplicada por el codo sobre el agua 

R = —329i + 422j lb 

Por tanto, la fuerza ejercida por el agua sobre el codo es 


-R = 329i - 422j lb 


Respuesta 





















Problema de ejemplo 15.18 

Un cohete en vuelo vertical tiene una masa total Mq en el despegue y consume 
combustible (incluyendo el oxidante) a razon constante m. Tambien es constante la 
velocidad it de los gases expulsados relativa al cohete. Deduzca la expresion para 
la velocidad de este ultimo como una funcion del tiempo t , donde 1 se mide desde el 
momento del despegue. 

Solution 

La ecuacion de movimiento del cohete esta dada por la ecuacion (15.48): 


mu — Mg = Mi’ 


(a) 


La masa del cohete al tiempo t despues del despegue es M = Mq — mt Al sustituir 
en la ecuacion (a) resulta 


mu — ( Mq — mt)g = (Mq — mt)v 


Cuando se despeja a v, se obtiene 


mu 

v = -:- g 

Mq - mt 


Al integrar respecto al tiempo se obtiene 


= f id, = 


= —u ln(Mo — mt) — gt + C 


(b) 


donde C es la constante de integracion. La condicion inicial es v = 0 cuando t = 0 
que, al sustituir en la ecuacion (b), da 


0 = —u In Mq + C 


Por tanto, 


C = u In Mq 


y la ecuacion (b) queda 


v = u In 


Mq 


Mq — m t 


n ~gt 


Respuesta 
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Problem as 



Fig. P15.126 



— d 


c 


15.123 Un cohete de 2.5 Mg esta en vuelo vertical por encima de la atmosfera de 
la Tierra, donde la aceleracion gravitacional es 9.5 m/s 2 . El motor consume combus¬ 
tible a razon de 98 kg/s y expulsa gases con velocidad de 500 m/s relativa al cohete. 
Determine: (a) el empuje del motor, y (b) la aceleracion del cohete. 

15.124 Un cohete Saturno V pesa 6.2 X 10 6 lb en el despegue. Su primera etapa 
desarrolla un empuje de 7.5 X 10 6 lb mientras consume 4.4 X 10 6 lb de combustible 
durante su encendido de 2.5 min. Obtenga: (a) la velocidad de los gases expulsados 
relativa al cohete y (b) la velocidad del cohete al final de la combustion. Suponga 
que el vuelo es vertical y desprecie la resistencia del aire y el cambio de la gravedad 
con la altura. (Sugerencia: vease el problema de ejemplo 15.18). 

15.125 El cohete V-2 de la Segunda Guerra Mundial pesaba 14 ton en el despegue, 
incluyendo 9.5 ton de combustible (alcohol y oxfgeno). El vuelo impulsado duraba 
65 s y el cohete alcanzaba una velocidad maxima de 3600 mi/h en vuelo vertical. 
Calcule el empuje del motor del cohete. ( Sugerencia: vease el problema de ejemplo 
15.18.) 

15.126 La sonda espacial pesa 1200 lb y viaja con una rapidez constante de 
25 000 mi/h cuando su impulsor se enciende durante 100 s. Durante el encendido, el 
consumo de combustible es de 5 lb/s y los gases se expulsan a 4000 mi/h relativos al 
vehfculo. Si la linea de empuje esta inclinada a 25° respecto a la direccion inicial de 
viaje, determine la velocidad final de la sonda. Desprecie el efecto de la gravedad. 

15.127 La manguera descarga un chorro de agua contra la placa plana. El dia- 
metro del chorro es d = 40 mm y la rapidez del agua es 50 m/s. Calcule la fuerza 
ejercida por el chorro sobre la placa si esta (a) es estacionaria y (b) se mueve hacia 
la derecha a 4 m/s. (La densidad del agua es 1000 kg/m 3 .) 




X 


Fig. P15.128 


15.128 El chorro de agua se desvfa 30° con un deflector estacionario, como se 
muestra. La razon de flujo es 210 gal/min y la rapidez del chorro es 50 pies/s. De¬ 
termine la fuerza ejercida por el chorro sobre el deflector. (El agua pesa 8.34 lb/gal.) 


15.129 La pelota de 0.15 kg se encuentra estacionaria gracias a un chorro de agua, 
como se muestra en la figura. En la boquilla, la rapidez del chorro es de 6 m/s y su 
diametro es d = 12 mm. Encuentre: (a) la velocidad con la que el chorro golpea a la 
pelota y (b) la altura h de la pelota. (La densidad del agua es 1000 kg/m 3 .) 


Fig. P15.129 
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15.130 El agua fluye sobre un vertedero a razon de 2 X 10 5 gal/min. Si la rapidez 
del agua en lo alto del vertedor es 8 pies/s, calcule la fuerza horizontal que el agua 
en movimiento aplica al vertedor. Suponga que la energfa mecanica del agua se con- 
serva. (Utilice 8.34 lb/gal para el peso especffico del agua.) 



Fig. P15.130 



Fig. P15.131 


15.131 El agua entra a la seccion reducida del tubo con una rapidez de 10 pies/s 
y una presion de 5 lb/pulg 2 . Si la presion en la salida es 2.27 lb/pulg 2 , determine la 
fuerza horizontal que el agua aplica sobre el reductor. (El agua pesa 62.4 lb/pies 3 .) 

15.132 El agua entra al codo horizontal en el tubo a una velocidad de 4.8 m/s. 
Las presiones de entrada y salida son 23 kPa y 32 kPa, respectivamente. Encuentre 
la fuerza horizontal que el agua aplica al codo en el tubo. (La densidad del agua es 
1000 kg/m 3 .) 

15.133 La cadena de masa 3.2 kg/m se levanta con rapidez constante de 1.5 m/s. 
Obtenga la tension en la cadena en A. 

15.134 Cuando se empuja el quitanieve a 3 pies/s, este elimina la nieve a razon de 
20 lb/s. La velocidad de descarga relativa al quitanieve es 30 pies/s en la direccion 
que se muestra. Determine la fuerza horizontal P que se requiere para empujar el 
quitanieve. Desprecie la resistencia por rodamiento. 





Fig. P15.133 


Fig. P15.134 


15.135 El diametro del orificio reentrante en un tanque de agua es 5 pulg. En la 
seccion a-a la presion del agua es de 624 lb/pie 2 y la velocidad del agua es despre- 
ciable. Si la velocidad del chorro saliente es 25.4 pies/s, encuentre el diametro d del 
chorro. ( Nota: el agua pesa 62.4 lb/pie 3 .) 

15.136 Es posible asistir el despegue de un avion a reaccion al dirigir hacia abajo 
el escape de su motor con la ayuda de un deflector. El motor que se muestra consu¬ 
me a ire a razon de 80 kg/s y combustible a 1.6 kg/s. La mezcla aire-combustible es 
expulsada a 660 m/s. Si dos de esos motores estan unidos a un avion de 8000 kg. 



25.4 pies/s 


Fig. P15.135 
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250 m/s 


5 km 


entonces /cual es el menor angulo 0 del deflector con el que se lograrfa un despegue 
inmediato? /C'ual es la aceleracion correspondiente del avion? 


Deflector 




Fig. P15.138 


15.137 El cohete de 5000 lb esta en vuelo propulsado a una altitud donde la acele¬ 
racion gravitacional es g = 28.8 pies/s 2 . El motor consume combustible a razon de 
250 lb/s, expulsando los gases a 1500 pies/s relativa al cohete. Calcule el angulo 6 
para que la aceleracion del cohete sea horizontal. 



15.138 El cohete de 80 kg esta conectado a una estacion de control en tierra me- 
diante un alambre gufa que se desenrolla conforme el cohete asciende. La masa del 
alambre es 0.005 kg/m y se mantiene una tension constante de 20 N en el alambre en 
A. En el instante que se muestra, el cohete se encuentra sin propulsion a una eleva- 
cion de 5 km y vuela a 250 m/s. Determine la aceleracion del cohete en ese instante. 

15.139 La fuerza P jala la cadena con velocidad constante x = 3 pies/s. Obtenga 
P si la cadena pesa 2 lb/pie. Desprecie la friccion. 



Fig. P15.139 



15.140 El modelo de 20 lb de un aerodeslizador toma aire con una rapidez 
v e nt = 80 pies/s y lo expulsa en sentido horizontal por abajo del faldon. Calcule la 
presion promedio abajo del faldon. Utilice 0.075 lb/pies 3 para el peso especffico del 


aire. 
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15.141 Un conducto vertical descarga carbon sobre una banda transportadora a 
razon de 60 kg/s. Si la rapidez de la banda es constante a 3 m/s, encuentre la potencia 
que se requiere para hacerla funcionar. Desprecie la friccion. 



Fig. P15.141 

15.142 Cada tobera de la turbina descarga agua a razon de 0.8 lb/s con la veloci- 
dad it = 18 pies/s relativa a la tobera. Encuentre: (a) la potencia generada por la tur¬ 
bina en terminos de la velocidad constante v de la tobera, y (b) la potencia maxima 
y el valor correspondiente de v. Desprecie la velocidad con la que el agua ingresa a 
las toberas. 



Repaso de ecuaciones 


Movimiento relativo entre dos partfculas 


r B — r A + r B/A VB — yA + V B/A &B — &A + &B/A 


Movimiento del centro de masa 
de un sistema de partfculas 


V = 


dr 

dt 


1 

m 


n 

y^w,v, 

1=1 



i=1 
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Ecuacion de movimiento del centro de masa 

EF = ma 

Principio de trabajo y energi'a tinetica 

(Ui- i)ext + (tA-2)int = Ti — Ti 

Conservation de la energfa mecanica 

Vi + Ti = V 2 + T 2 

Relationes fuerza-cantidad de movimiento 
y momento-cantidad de movimiento angular 

£F = p EM a = h A 

p = m\ = cantidad de movimiento lineal del sistema 

h A = cantidad de movimiento angular del sistema respecto a A 

Ecuaciones de impulso-cantidad de movimiento 

Li —2 = P2 - Pi 

(A a )i — 2 = (h A )2 - (h A )i (A es un punto fijo o centro de masa) 

L = impulso lineal de las fuerzas externas 
A A = impulso angular de fuerzas externas respecto de A 

Coeficiente de restitution de un impacto elastico 

velocidad de separacion 


e = 


velocidad de aproximacion 
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Problem as de repaso 


15.143 Despreciando la friccion, determine la aceleracion de cada bloque cuando 
se aplica al bloque A una fuerza horizontal de 80 lb. 

15.144 Los proyectiles Ay B se lanzan de manera simultanea en t = 0 con las ve- 
locidades que se muestran. Suponga que ambas trayectorias se encuentran en el mis- 
mo piano vertical, obtenga: (a) el vector de posicion relativa Tb/a como una funcion 
de t, y (b) la menor distancia entre los proyectiles. Desprecie la resistencia del aire. 



y 



Fig. P15.144 

15.145 Un automovil de 4000 lb se dirige a 25 mi/h hacia un vagon de ferrocarril 
de cama plana de 32 000 lb que se encuentra estacionario, y frena hasta detenerse 
relativo al vagon. Encuentre la velocidad final de ambos. 



Fig. P15.145 

15.146 Los vagones de carbon Ay B chocan con las velocidades que se muestran 
sin acoplarse. Si se sabe que la velocidad de B es 5.2 mi/h despues del choque, de¬ 
termine la velocidad de A. 


6 mi/h 



2 mi/h 



Fig. P15.146 
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15.147 Los bloques Ay B estan unidos por un cable que pasa por las cinco poleas. 
Encuentre la velocidad de B si A se mueve hacia abajo a 2 m/s. 




Fig. P15.147 Fig. P15.148 

15.14 La bala de j oz golpea al bloque estacionario de 6 lb con velocidad hori¬ 
zontal vo y queda incrustada. Si el desplazamiento maximo del bloque despues del 
impacto es d = 1.4 pies, obtenga vo. Desprecie la friccion y suponga que el bloque 
no se despega de la superficie inclinada. 

15.149 La velocidad aerodinamica del helicoptero en vuelo horizontal es 125 mi/h, 
hacia el este. Si la velocidad respecto al suelo es 160 mi/h en direccion de 25° al 
noreste, determine la magnitud y la direccion de la velocidad del viento. 



Fig. P15.151 


x 


velocidad respecto 



co 



Fig. P15.150 


15.150 Un disco, que tiene una pequena clavija en el centra, rota con rapidez 
angular co. Los bloques Ay B, cada uno con masa de 2 kg, estan unidos por medio 
de una cuerda que pasa alrededor de la clavija. Inicialmente, los bloques estan en 
reposo relativos al disco. Si se incrementa gradualmente la rapidez angular del disco, 
determine el valor de co en el que los bloques empezaran a deslizarse sobre el mismo. 
El coeficiente de friccion estatica para cada bloque es 0.25 y la friccion en la clavija 
es despreciable. 

15.151 Las tres masas estan suspendidas del sistema cable-poleas que se muestra. 
Obtenga la aceleracion de cada masa en terminos de la aceleracion gravitacional g. 
Desprecie las masas de las poleas. 

15.152 El cohete A de 620 lb esta en vuelo no propulsado cerca de la superficie 
terrestre cuando se rompe en dos partes; la punta conica B de 185 lb y el impulsor 
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C de 435 lb. La figura muestra las velocidades de las dos partes 60 s despues del 
rompimiento (observe que A, B y C estan en el mismo piano vertical). Determine la 
velocidad (magnitud y direccion) del cohete justo antes de romperse. 



15.153 Dos bolas de billar identicas de radio R estan sobre una mesa horizontal. 
Despues de que la bola A golpea a la bola B estacionaria con una velocidad de 8 m/s, 
la rapidez de B es 5.52 m/s. Obtenga: (a) el coeficiente de restitucion entre las bolas, 
y (b) la rapidez de A despues del impacto. Desprecie la friccion. 

15.154 Una pequena pieza de hierro al rojo vivo se coloca sobre un yunque y se 
golpea con el martillo que se mueve a la velocidad v n . Las masas del martillo y del 
yunque son m* y m a , respectivamente, y el coeficiente de restitucion entre el marti¬ 
llo y el hierro caliente es e. Si el yunque se encuentra encima de una base elastica 
(como indican los resortes en la figura), deduzca la expresion para el impulso que el 
martillo suministra al metal caliente. 

15155 La cuerda que une al deslizador A con la masa B pasa por dos pequenas 
poleas, una de las cuales esta unida a A. La masa B tiene una velocidad constante vo, 
dirigida hacia abajo. En el instante en que = b. determine: (a) la velocidad de A, 
y (b) la aceleracion de A. 


1.28 R 




Fig. P15.154 



15.156 Los dos discos Ay B estan sobre una superficie horizontal. A es propulsado 
contra B, que inicialmente se encuentra estacionario, con la velocidad que se mues¬ 
tra. Si e = 0.75, calcule la velocidad de cada disco despues del impacto. Desprecie 
la friccion. 



Fig. P15.156 
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15.157 Dos bloques identicos Ay B de, masa m estan en reposo sobre una super- 
ficie horizontal sin friccion. El resorte con rigidez k. que une a los bloques, no esta 
deformado. Si a B se le da una velocidad inicial vo hacia la derecha, determine: 
(a) la relacion entre Vbia y Xb/a para el movimiento subsiguiente y (b) el valor maxi- 
mo de xb/a- 


k 


Fig. P15.157 

15.158 Un canon dispara el proyectil de artillerfa A de 26 lb con velocidad inicial 
de 2000 pies/s. El resorte, con rigidez de 28 X 10 3 lb/pie, amortigua el retroceso del 
canon B de 700 lb en su montura C. Determine la deformation maxima del resorte 
despues del disparo. Desprecie la friccion. 




15.159 Determine la mayor fuerza P que puede aplicarse al bloque B de 6 lb sin 
hacer que el bloque A de 3 lb se mueva hacia arriba sobre B. En la figura se indican 
los coeficientes de friccion estatica y cinetica entre las superficies en contacto. 

15.160 Los automoviles Ay B viajan con las velocidades que se muestran cuando 
chocan. Si se supone que el impacto es plastico, determine: (a) la velocidad cornun 
de los vehfculos justo despues del impacto, y (b) el porcentaje de energfa mecanica 
absorbida por el choque. 



36 mi/h 




24 mi/h 



2800 lb 


3600 lb 


Fig. P15.160 

15.161 La bola de billar A debe rebotar en el punto B de la baranda, de manera 
que entre en la tronera C. El coeficiente de restitucion para el impacto entre la bola 
y la baranda es 0.85. Despreciando la friccion, encuentre la distancia x que establece 
la ubicacion de B. 


Fig. P15.161 




































i6 

Cinematica plana 
de cuerpos rigidos 




16.1 


Introduction 


Se dice que un cuerpo es rigido si la distancia entre cualesquiera dos puntos de 
este se mantiene constante. En otras palabras, un cuerpo rigido no se deforma. Por 
supuesto, este concepto es una idealizacion, ya que todos los cuerpos experimental! 
una deformacion cuando se encuentran sometidos a la accion de las fuerzas. Pero si 
la deformacion es suficientemente pequena (“pequena” en general significa despre- 
ciable comparada con las dimensiones del cuerpo) entonces se justifica la suposicion 
de rigidez. 

Este capitulo solo se ocupa de la cinematica del movimiento en un piano de 
los cuerpos rigidos. Un cuerpo realiza movimiento en un piano si todos sus puntos 
permanecen a una distancia constante de un piano de referenda fijo, llamado piano 
de movimiento del cuerpo. 


El rodamiento sin deslizamiento es 
un problema de la cinematica que 
se encuentra con mucha frecuencia. 
Este capitulo contiene varios proble- 
mas de ejemplo que analizan el roda¬ 
miento, como el 16.4 y los problemas 
16.20 y 16.23. 

(© SpelDreamstime.com) 
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En otras palabras, todos los puntos en el cuerpo se mueven en pianos que son parale- 
los al piano de movimiento. Existen tres categorfas de este movimiento: 

• Traslacion es el caso especial en el que el cuerpo se mueve sin rotacion; es de- 
cir, cualquiera de sus lfneas permanece paralela a su position inicial, como se 
muestra en la figura 16.1(a).* Debido a que todos los puntos en el cuerpo tienen 
el mismo desplazamiento, el movimiento de un punto determina el del cuerpo 
entero. 




Rotacion respecto a un eje fijo 

Fig. 16.1(b) 


• Rotacion respecto a un eje fijo es el caso especial en el que una lfnea en el cuer¬ 
po, llamada eje de rotacion, esta fija en el espacio. En consecuencia, cada punto 
que no esta sobre el eje de rotacion se mueve en un cfrculo alrededor del eje, 
como se muestra en la figura 16.1(b) (el eje de rotacion en O es perpendicular 
al piano de la pagina). 

• Movimiento general en un piano es la superposition de traslacion y rotacion. 
En la figura 16.1(c), el disco que rueda es un ejemplo de este movimiento: gira 
y se traslada simultaneamente. 



Movimiento general en un piano 

Fig. 16.1(c) 


*Cuando se ilustra el movimiento en un piano, con frecuencia es conveniente mostrar una seccion trans¬ 
versal representativa del cuerpo, que sea paralela al piano de movimiento. 
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Movimiento angular en un piano 


En este apartado se presentan el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion angu- 
lares de las Irneas y los cuerpos rfgidos que se mueven en un piano. 

Position angular Considere el cuerpo rfgido 28 de la figura 16.2 que se mueve 
en el piano xy. Sea AS una Hnea integrada en 28 y que se encuentra en el piano de 
movimiento.* El angulo 6(f) entre AS y una linea de referenda fija, como el eje x, es 
la coordenada de position angular de la recta AB. 


16.2 


Position en el tiempo t Posicion en el tiempo t + At 



Desplazamiento angular Durante el intervalo de tiempo At, la coordenada de po¬ 
sicion angular de AB cambia de 6 (t) a 6 (t + At), como se muestra en la figura 16.2. 
El desplazamiento angular de la recta AB durante este intervalo de tiempo se define 
como 


A 9 — 9 (t + At) - 9 (t) (16.1) 

Ahora se muestra que todas las rectas en 28 que estan en el piano de movimiento 
tienen el mismo desplazamiento angular. La figura 16.3 presenta dos de tales rectas, 


Posicion en el tiempo t 


Posicion en el tiempo t + At 




Fig. 16.3 


*Aqui y en el analisis que sigue el termino “piano de movimiento” tambien se aplica a cualquier piano 
que es paralelo al de movimiento. 
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AB y CD, con las coordenadas de posicion angular $,(f) y 0 2 {t), respectivamente. Ya 
que el cuerpo es rigido, el angulo [3 entre las li'neas no cambia entre las dos posicio- 
nes que se muestran en la figura; es decir, (3 = 0 2 {t) - 0,(t) = 0 2 (t + At) -0i(t + At). 
A esto sigue que 0i(t 4- At) - 0i(t) = 0 2 {t + At) - 0 2 {t) o 


A6\ = A0 2 


Puesto que AB y CD pueden elegirse de manera arbitraria en el piano de movimien- 
to, se concluye que todas las rectas en este piano tienen el mismo desplazamiento 
angular. Por tanto, A0 tambien se llama desplazamiento angular del cuerpo 28. 

Velocidad angular La velocidad angular co de la recta AB esta definida como la 
derivada temporal de su coordenada de posicion angular 0: 


A0 d0 

to = lim — — - = 0 

At^o At dt 


(16.2) 


Ya que todas las rectas en el piano de movimiento tienen el mismo desplazamiento 
angular A0, entonces tambien tienen la misma velocidad angular. Por tanto, a to tam¬ 
bien se le llama velocidad angular del cuerpo 28. Las unidades que se usan para la 
velocidad angular son rad/s y rev/min. 

Aceleracion angular La aceleracion angular a de la recta AB se define como la 
derivada respecto al tiempo de su velocidad angular: 


dto 

a = — = co o 
dt 


2 0 

dt 2 


(16.3) 


Debido a que la velocidad angular at es la misma para todas las rectas en el 
piano de movimiento, entonces a tambien se conoce como aceleracion angular del 
cuerpo 28. Las unidades de la aceleracion angular que en general se usan son rad/s 2 . 

El tiempo t en la ecuacion (16.3) puede eliminarse, como una variable explicita, 
si se utiliza la regia de la cadena para la derivacion: 


dot dco d0 dot 

dt dO dt dd 


(16.4) 


• Observe que las direcciones positivas de la velocidad y la aceleracion angulares 
son las mismas que la direccion positiva supuesta para 0. 

• Las ecuaciones (16.2)) a (16.4) son analogas a las (12.9) y (12.10) para el mo¬ 
vimiento rectilineo de una partfcula: v = x, a = v = xya = v(dvldx). Por tanto, 
los metodos matematicos que se presentan en el apartado 12.4 pueden utilizarse 
para analizar la rotacion angular en un piano. 


Representacion vectorial del movimiento angular Como A0, ary a tienen mag- 
nitud y direccion, algunas veces es conveniente representarlos como vectores em- 
pleando la regia de la mano derecha. Suponiendo que se tiene un sistema de coor- 
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denadas de mano derecha (en la figura 16.2 el eje z positivo deberfa apuntar hacia 
afuera de la pagina), puede escribirse 


A0 = AOk w = oik = 0k a = ak = co k = 0k ( 16 . 5 ) 


Comentario sobre el movimiento tridimensional En el movimiento en un piano, 
el desplazamiento angular es una cantidad vectorial porque tiene magnitud (AO) y 
direccion (perpendicular al piano de movimiento), y obedece la ley del paralelogra- 
mo para la adicion (sumar vectores colineales es un caso especial de la adicion del 
paralelogramo). A esto sigue que la velocidad y la aceleracion angulares tambien 
son vectores. Sin embargo, si el movimiento es tridimensional, los desplazamientos 
angulares no obedecen la ley del paralelogramo para la suma. Por tanto, los despla¬ 
zamientos angulares, en general, no son vectores. 

A modo de ilustracion del caracter no vectorial de los desplazamientos angu¬ 
lares, considere un libro que se ha colocado en la posicion inicial que se muestra en 
la figura 16.4(a) y las rotaciones angulares dadas AO, = 90° (respecto del eje x) y 
A0 V = 90° (respecto al eje y). La figura 16.4(b) muestra la posicion final del libro si 
las rotaciones son efectuadas en la secuencia AO, y despues A0 V . La figura 16.4(c) 
representa el resultado si se efectua primero A0 V seguida de AO,. A partir de esas figu- 
ras se observa que la orientacion final del libro depende del orden en que se ejecutan 






X 

Despues de Ad x seguida de Ad y 


(a) 


(b) 



(c) 

Fig. 16.4 
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las rotaciones. Se concluye que, en general, los desplazamientos angulares no son 
vectores porque no obedecen la propiedad conmutativa de la suma vectorial. Sin 
embargo, es posible demostrar* que los desplazamientos angulares diferenciales (in- 
finitesimales) son vectores, aun en el movimiento tridimensional. Por esta razon, la 
velocidad y la aceleracion angulares siempre son cantidades vectoriales. 


Rotation respecto a un eje fijo 


La rotacion respecto a un eje fijo es el caso especial de movimiento en un piano don- 
de una recta en el cuerpo, llamada eje de rotacion, esta fija en el espacio. La figura 
16.5 muestra un cuerpo rrgido que rota respecto a un eje. Sea B un punto en el cuerpo 
que esta a una distancia R del eje. Puesto que el cuerpo es rrgido, la trayectoria de 
B es un crrculo de radio R que esta en un piano perpendicular al eje de rotacion. El 
centra O del crrculo esta sobre el eje y la coordenada de posicion angular de la recta 
radial OB se denota con 6. Ya que OB esta en el piano de movimiento, la velocidad 
y la aceleracion angulares del cuerpo son, de acuerdo con las ecuaciones (16.2) y 
(16.3), 

to = 6 ol = d> — 6 (16.6) 


16.3 



Cinematica de un punto en el cuerpo El movimiento de una partr'cula sobre una 
trayectoria circular de radio R se analizo en el apartado 13.2 mediante las coorde- 
nadas de trayectoria. Con 0 que representa la velocidad angular de la recta radial a 


*Vease Principles of Dynamics, 2a. ed., Donald T. Greenwood, Prentice Hall, 1988, p. 350. 
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la partfcula, la velocidad (v) y las componentes normal (a„) y tangencial (a,) de la 
aceleracion de la partfcula, resultan ser 

v — RO (13.10, repetida) 

a n — RO 2 a, = RO (13.11, repetida) 

A1 sustituir para 0 y 0 de la ecuacion (16.6), la velocidad y las componentes de la 
aceleracion del punto B seran 


v = Rco 

2 

a n = Rco 2 = — = vco (16.7a) 

R 

a t = Rot 


Los vectores de velocidad y aceleracion del punto B estan en el piano de movi- 
miento (el piano del circulo), como se indica en la figura 16.6(a). La velocidad v y la 
componente tangencial de la aceleracion a, son tangentes al circulo, al senalar en 
la direccion de aumento de 6. La componente normal de la aceleracion a„ esta diri- 
gida hacia el centra de la trayectoria circular. 

Representation vectorial de la cinematica Algunas veces es conveniente calcular 
la velocidad y la aceleracion de un punto utilizando el algebra vectorial. 

En la figura 16.6(b), sea r el vector de posicion de B relativo a un punto de 
referenda arbitrario A que esta sobre el eje de rotacion. El angulo entre r y el eje se 
denota con /3. Se mostrara que las siguientes ecuaciones vectoriales proporcionan la 
magnitud y direccion de la velocidad y aceleracion del punto B: 


v = («) x r 

a„ = («> x v = to x (« x r) ( 16 . 7 b) 

a, = a x r 


Al utilizar las propiedades del producto cruz, las magnitudes de los vectores en las 
ecuaciones (16.7b) son 


v = | co x r] = cor sen fi — Rco 
a n = |co x v| = cov sen 90° — cov = Rco 2 
a, = |ot x r| = ar sen /3 = Rot 




Esos resultados concuerdan con las ecuaciones (16.7a). Empleando la regia de la 
mano derecha para el producto cruz, no es dificil ver que las direcciones de los vec¬ 
tores en las ecuaciones (16.7b) son las mismas que las que se muestran en la figura 
16.6(a). 


(b) 

Fig. 16.6 












Problema de ejemplo l6.1 

El disco rota respecto a un eje fijo en 0. Durante el periodo f = 0 a t = 4 s, la posi- 
cion angular de la recta OA en el disco varfa como 8(t) = t 3 - 12 1 + 6 rad, donde t 
esta en segundos. Determine: 1. la velocidad y la aceleracion angulares del disco al 
final del periodo; 2. el desplazamiento angular del disco durante el periodo; y 3. el 
angulo total en el que ha girado el disco durante el periodo. 


Solution 

Parte 1 

La velocidad y la aceleracion angulares del disco son 


co — 6 = 3 1 2 — 12 rad/s a = co = 6t rad/s 2 


Cuando t = 4 s, se tiene 


co = 3(4 ) 2 - 12 = 36rad/s (SCM*) Respuesta 

a = 6(4) = 24 rad/s 2 (SCM) Respuesta 


Parte 2 

Las posiciones angulares de la recta OA al inicio y al final del periodo son 
6\ l=0 — 6 rad 

9 | (=4s = 4 3 - 12(4) + 6 = 22 rad 

Por tanto, el desplazamiento angular del disco de f = 0 a r = 4 s es 

A 6 = 0| (=4s - 0| f=o = 22 - 6 = 16 rad (SCM) Respuesta 


Parte 3 

Observe que la direccion de rotacion del disco cambia cuando co = 0, es decir, 
cuando 


3r — 12 = 0 t = 2 s 
La posicion angular de OA en ese tiempo es 

9\ i=ls = 2 3 - 12(2) + 6 = —10 rad 

Se concluye que el disco rota en sentido negativo (de las manecillas del reloj) 
(co < 0), entre t = 0 y f = 2 s. siendo su desplazamiento angular 

— 0\ — Q\ = —10 — 6 = —16 rad 

1 \t= 2s l/=0 

*SCM, en sentido contrario a las manecillas del reloj. 












Entre f = 2syf = 4s, la rotation ocurre en sentido positivo (contrario a las maneci- 
llas del reloj o SCM) (co > 0); el desplazamiento angular correspondiente es 


A 02 = e\ l=As - e\ i=2s = 22- (-10) = 32 rad 
Por tanto, el angulo total que ha girado el disco de f = 0 a f = 4 s es 

| A0i| + |A 6 > 2 | = 16 + 32 = 48 rad Respuesta 

Problema de ejemplo 16.2 

La polea B funciona gracias a la polea motorizada A que gira a co A = 20 rad/s. En 
el tiempo t = 0 , se corta la corriente en el motor y la friction en los cojinetes hace 
que las poleas se detengan. La aceleracion angular de A durante la desaceleracion es 
a A = —2.5f rad/s 2 , donde t esta en segundos. Suponiendo que la banda no se desliza 
en las poleas, determine: 1. la velocidad angular de B como una funcion del tiempo; 
2. el desplazamiento angular de B durante el periodo de frenado y 3. la aceleracion 
del punto C sobre la parte recta de la banda como una funcion del tiempo. 



Solution 

Parte 1 

Debido a que la banda no se desliza, cada punto de ella que esta en contacto con una 
polea tiene la misma velocidad que el punto adyacente sobre la polea. Por tanto, la 
rapidez de cualquier punto sobre la banda es 


v = Racoa = Rb^b 


(a) 


tal que 


Ra 3 

cdb = —&A = -o>a = 0.5 o>a 
Rb 6 


A1 derivar respecto al tiempo, se obtiene la aceleracion angular de la polea B 
a B = 0.5 a A — 0.5(—2.5f) = — 1.25? rad/s 2 










Ya que a B = du> B ldt, entonces se tiene dco B = a B dt o 

cob = Ja B dt = J — 1.25? dt — —0.625? 2 + Ci 

La condition inicial, a> B = 20 rad/s cuando t = 0, implica que C, = 20 rad/s. Enton¬ 
ces, la velocidad angular de la polea B es 

co B = -0.625? 2 + 20 rad/s Respuesta 

Parte 2 

Sea 0 B la posicion angular de una recta en B medida desde una recta de referenda 
fija. Si se recuerda que co B = d6 B ldt, se integra d0 B = a> B dt para obtener 

e B = J w B dt = J (—0.625 1 2 + 20 )dt = -0.2083? 3 + 20? + C 2 

Si se establece que 0 B = 0 cuando 1 = 0, se tiene C 2 = 0, lo que da 

0 B = —0.2083? 3 + 20? rad 

La polea llega al reposo cuando a> B = —0.625? 2 + 20 = 0, de donde ? = 5.657 s. 
La posicion angular correspondiente de la recta en B es 

9b |, =5 657 s = —0.2083(5.657) 3 + 20(5.657) = 112.0 rad 

Por tanto, el desplazamiento angular de la polea B hasta que llega al reposo es 

A d B = 0 B ] (=5 657 s - 0b | t=0 = 112.0 -0=112.0 rad Respuesta 

Ya que la direccion de rotacion no cambia, el angulo total que la polea B ha girado 
durante la desaceleracion tambien es 112.0 rad. 

Parte 3 

Al sustituir R B = 6 pulg y oj„ = —0.625? 2 + 20 rad/s en la ecuacion (a), la rapidez del 
punto C (que es la misma para todos los puntos de la banda) es 

v c = 6(—0.625? 2 + 20) = —3.75? 2 + 120 pulg/s (b) Respuesta 

Ya que la trayectoria del punto C sobre la banda es una linea recta, entonces la 
aceleracion de C es 

a c = v c = -7.5? pulg/s 2 Respuesta 

Serfa posible obtener el mismo resultado si se observa que a c es igual a la com- 
ponente tangencial de la aceleracion de un punto sobre el borde de la polea B (tam¬ 
bien podn'a utilizarse la polea A). Asi a c = R B a B = 6( —1.25?) = —7.5? pulg/s 2 . 

Observe que la expresion para v c de la ecuacion (b) es valida para todo el pe- 
riodo de desaceleracion (0 < ? < 5.657 s), mientras que la respuesta para a c solo se 
aplica a aquellos tiempos en los que C no esta en contacto con alguna polea. Los 
puntos sobre la banda siguen trayectorias circulares cuando estan en contacto con 
una polea. 










Problema de ejemplo 16.3 


El cuerpo rfgido rota respecto al eje y. En la posicion que se muestra en la figura 
(a), la velocidad y la aceleracion angulares del cuerpo son como ahi' se especifica. 
Determine los vectores de velocidad y aceleracion del punto A en esta posicion em- 
pleando: 1. ecuaciones vectoriales, y 2. ecuaciones escalares. 



(a) 


Solution 

Parte i 

Cuando se utiliza la regia de la mano derecha, los vectores de velocidad angular y 
aceleracion del cuerpo son 

w = 3j rad/s a = —2j rad/s 2 

El vector de posicion de A relativo al punto O sobre el eje de rotacion es 

r = 8 cos 30°j + 8 sen 30° k = 6.928j + 4.0k pulg 

Los vectores de velocidad y aceleracion del punto A pueden calcularse a partir de 

v A = to x r = 3j x (6.928j + 4.0k) = 12.Oi pulg/s Respuesta 

ayi = (oxY+o(xr=3jx 12i + (— 2 j) x (6.928j + 4.0k) 

= -36.0k — 8.0i pulg/s 2 


Respuesta 









Parte 2 


La figura (a) muestra el piano de movimiento del punto A (mirando desde C hacia 
B). La trayectoria de A es un cfrculo de radio R = 8 sen 30° = 4.0 pulg. Las magni¬ 
tudes de la velocidad y las componentes de la aceleracion de A son, empleando las 
ecuaciones (16.7a), 


va = Ra> — 4.0(3) = 12.0 pulg/s 


(a A )„ = Rw 2 = 4.0(3) 2 = 36.0 pulg/s 2 


(a a ), = Ra = 4.0(2) = 8.0 pulg/s 2 


En la figura (b) se muestran esas componentes. Sus direcciones se determinaron de 
la siguiente manera: 

• v A es tangente a la trayectoria; su sentido es consistente con la direccion positiva 
de co. 

• (a A )„ se dirige hacia el centra de la trayectoria. 

• (a A ), es tangente a la trayectoria; su sentido es consistente con la direccion nega- 
tiva (en sentido de las manecillas del reloj) de a. 

Por tanto, los vectores de velocidad y aceleracion del punto A son 


v A = 12.Oi pulg/s 


Respuesta 


36.0k — 8.0i pulg 2 /s 


Respuesta 


z 


v A = 12.0 pulg/s | A 


A I ( °a)i = 8-0 pulg/s 2 


. 


(a A )„ = 36.0 pulg/s 2 


R = 4 pulg 




(b) 
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Problemas 


16.I En cada mecanismo que se muestra es preciso caracterizar el movimiento de 
los cuerpos Ay B como: 1. traslacion; 2. rotacion respecto a un eje fijo, o 3. movi¬ 
miento general en un piano. 



Fig. P16.1 


16.2 Cuando un motor electrico se enciende en t = 0, su aceleracion angular es 
a = 10e^ 05 ' rad/s 2 , donde t es el tiempo en segundos. ^Cual es su velocidad angular 
terminal? ^Cuantas revoluciones se requieren para que alcance la mitad de su velo¬ 
cidad angular terminal? 


16.3 Un motor gira a 8000 rev/min cuando se le corta el suministro de combusti¬ 
ble, causandole desaceleracion a razon constante. Si la rapidez angular es 4000 rev/ 
min despues de 3200 revoluciones, determine el tiempo total para que se detenga el 
motor. 


16.4 La position angular de la varilla OA varfa con el tiempo como 9 = —4 1 2 + 
24 1 - 10, donde 9 esta en radianes y t en segundos. Obtenga: (a) la velocidad y la 
aceleracion angulares de la varilla en f = 4 s, y (b) el angulo total que la varilla ha 
girado entre f = 0yf = 4s. 

16.5 La aceleracion angular de la varilla OA es 9 =4 + 6 1 rad/s 2 , donde t esta en 
segundos. Suponiendo que la varilla estaba en reposo en t = 0, calcule su desplaza- 
miento angular entre t = 0 y cl tiempo en que la rapidez angular alcanza los 24 rad/s. 

16.6 La velocidad angular de la varilla OA es at = 3 1 2 - kt rad/s, donde t esta 
en segundos y k es una constante. Cuando t = 0, 9 = 8 rad, en sentido negativo; 
y cuando t = 4 s, 9 = 16 rad, en sentido negativo. Encuentre: (a) la constante k y 
(b) el angulo total que OA gira entre t = 0 y f = 4 s. 


A 



Fig. P16.4-P16.7 
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16.7 La aceleracion angular a de la varilla OA esta dada por a = kO 2 rad/s 2 , donde 6 
esta en radianes y k es una constante. Cuando 0 = 0. oj = 2 rad/s y cuando 6=3 rad, 
co = 7 rad/s. Determine: (a) la constante k, y (b) co cuando 6 = 2 rad. 

16.8 La aceleracion angular constante del disco que rota es a = 12 rad/s 2 . La ve- 
locidad angular del disco es 24 rad/s, en sentido negativo, cuando t = 0. Obtenga el 
angulo total en que el disco ha girado entre t = 0 y t = 4 s. 

16.9 La velocidad angular del disco que rota es co = 4\/t rad/s. donde t esta en 
segundos. Encuentre el desplazamiento angular del disco para el intervalo de tiempo 
f = 0af = 6s. 

16.10 La aceleracion angular a (rad/s 2 ) del disco que rota se relaciona con su ve¬ 
locidad angular co (rad/s) mediante a = 4Vw. Cuando t = 0, el disco esta en reposo 
y la coordenada de posicion angular de una recta en el disco es 0 = 8 rad. Encuentre 
las expresiones para lo siguiente: (a) 6{co)\ (b) co(t) y (c) 6(f). 

16.11 La velocidad y aceleracion de la banda que corre entre el motor A y la polea 
B son v = 16 m/s y a = —9 m/s 2 , respectivamente. Determine las velocidades y las 
aceleraciones angulares de las poleas By C. 



Fig. P16.11 


16.12 En el instante que se muestra, la rapidez de la banda que une a las dos poleas 
es de 12 pies/s y la magnitud de la aceleracion del punto A es 600 pies/s 2 . / Cu;il es 
la magnitud de la aceleracion del punto B en este instante? 






16.13 La placa rectangular rota en el piano xy respecto a la esquina O. En el ins¬ 
tante que se muestra, la aceleracion de la esquina A es a A = 60 m/s 2 en la direccion 
que se indica. Determine el vector de aceleracion del punto medio C de la placa en 
este instante. 


Fig. P16.13 
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16.14 Justo antes de que las ruedas con friccion se pongan en contacto, B rota a 18 
rad/s en sentido negativo y A esta estacionaria. Las ruedas se deslizan en los prime- 
ros seis segundos de contacto; durante este tiempo, la rapidez angular de cada rueda 
cambia de manera uniforme. Si la rapidez angular final de B es 12 rad/s, determine: 
(a) la aceleracion angular de A durante el periodo de deslizamiento, y (b) el numero 
de revoluciones que A realiza antes de alcanzar su rapidez final. 

16.15 En la posicion que se muestra, la varilla OABC rota respecto al eje y con 
velocidad angular co = 2.4 rad/s y aceleracion angular a = 7.2 rad/s 2 en la direccion 
que se indica. Para esta posicion, calcule los vectores de velocidad y aceleracion del 
punto C empleando: (a) ecuaciones vectoriales, y (b) ecuaciones escalares. 




Fig. P16.15 Fig. P16.16 

16.16 La varilla doblada rota alrededor del eje AC. En la posicion que se muestra, 
la rapidez angular de la varilla es co = 2 rad/s y se incrementa a razon de 7 rad/s 2 . 
Para esta posicion, determine los vectores de velocidad y aceleracion del punto B. 




Fig. P16.17 


16.17 La placa doblada rota respecto al eje fijo OA con la velocidad angular cons- 
tante co = 20 rad/s en la direccion que se indica. Calcule las magnitudes de la velo¬ 
cidad y aceleracion del punto B. 

16.18 La varilla doblada ABC rota respecto al eje AC con la velocidad angular 
constante co = 25 rad/s dirigida como se muestra. Obtenga los vectores de velocidad 
y aceleracion del punto B para la posicion que se indica. 


I6.4 


Movimiento relativo de dos puntos 
en un cuerpo rigido 


z 



En el apartado 15.2 se analizo la cinematica del movimiento relativo de partfculas 
(puntos). La definicion de movimiento relativo entre los puntos Ay B condujo a las 
siguientes relaciones: 


= Va + Vbm 

&B = &A + &B/A 


(15.3, repetida) 
(15.4, repetida) 
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Trayectoria de B 



(a) 


donde el submdice BIA denota el movimiento de B relativo a A. Es util recordar que 
v B/A y a BM pueden verse como la velocidad y aceleracion de B para un observador 
que no rota unido al punto A. 

Si los puntos Ay B pertenecen al mismo cuerpo rigido en traslacion (es decir, 
que no rota), su vector de position relativo r s/A es constante y no existe movimiento 
relativo (v B/A = a B/A = 0). Por tanto, todos los puntos en el cuerpo en traslacion tienen 
las mismas velocidades y aceleraciones. 

Ahora considere el cuerpo en la figura 16.7(a) que efectua un movimiento gene¬ 
ral en un piano (traslacion y rotacion simultaneas). Los ejes x'y' no rotatorios estan 
unidos al punto A. La velocidad angular del cuerpo es oo = 0 y su aceleracion angular 
es a = cb = 9, donde 9 es el angulo entre r s/A y el eje x’. Conforme el cuerpo se 
mueve, la direccion de r s/A cambia, pero su magnitud r WA (la distancia entre A y B) es 
constante. A esto le sigue que la trayectoria de B, en el sistema de coordenadas x'y' 
en traslacion, es un cfrculo de radio r B/A que se encuentra en el piano de movimiento, 
como se muestra en la figura 16.7(b). Asf, el movimiento de B relativo a A solo se 
debe a la rotacion del cuerpo respecto a un eje que pasa por A. Por tanto, la velocidad 
y la aceleracion relativas entre dos puntos sobre un cuerpo rigido pueden calcularse 
con las ecuaciones que se han desarrollado en el apartado anterior para la rotacion 
respecto a un eje fijo. Con los cambios apropiados en la notacion, las ecuaciones 
(16.7a) seran: 


y' 



vbia = xbiao) 

v 2 

(««/a)» = r B /A(xi 2 = = vbiau (16.8a) 

K 

( a B / A )t = r B/A oi 


La figura 16.7(b) muestra cada uno de los terminos en las ecuaciones (16.8a). 
Esta figura es identica a la 16.6(a) para la rotacion respecto de un eje fijo, excepto 
por los cambios de notacion. Es importante entender que en los calculos se emplean 
la velocidad angular absoluta (oj = 0) y la aceleracion angular absoluta (a = d> = 
9 ). Debido a que el angulo 9 se mide desde la direccion x' fija, todas las mediciones 
angulares son cantidades absolutas. 

Las formas vectoriales de las ecuaciones (16.8a) son 


Ybia = <»> x r B/A 

(a bia),i = W X \ bia = MX (MX r b/a ) (16.8b) 

(a bia)i =otx r b/a 


16.5 


Metodo de velocidad relativa 


Existen dos metodos para analizar las velocidades asociadas con los cuerpos rigidos 
que realizan movimiento en un piano. Este apartado se refiere al metodo de la velo¬ 
cidad relativa, que utiliza la ecuacion v B = v A 4- v BM para dos puntos en el mismo 
cuerpo rigido. El otro metodo, que se basa en los centros instantaneos para la velo¬ 
cidad, se describe en el siguiente apartado. 
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Vjfl = M X r B/A 


Trayectoria de H v s 




Notacion 

vectorial 


(c) 


+ 1 o 


(a) 


(b) 



Notacion 

escalar 


(d) 


Mo vimiento en un piano = Traslacion + Rotacion respecto de A 


Fig. 16.8 


La figura 16.8(a) muestra un cuerpo rfgido que experimenta un movimiento 
general en un piano. Si A y B son puntos en el cuerpo, entonces de acuerdo con las 
ecuaciones (16.8), la velocidad de B relativa a A es 


(16.9) 


Vb/A = W X r B / A ( Vb/A = r B!A^) 


donde co es la velocidad angular del cuerpo. A1 sustituir la ecuacion (16.9) en v B = 
v A + \ B /a, se obtiene 


(16.10) 


VB = v A + W X r B /A 


En la figura 16.8 se ilustra la interpretacion ffsica de la ecuacion (16.10). La 
figura muestra que el movimiento general en un piano es equivalente a la superposi- 
cion de los dos movimientos mas sencillos.* 

1 . Una traslacion del cuerpo rfgido, donde la velocidad de cada punto es igual a 
la velocidad del punto de referencia A (v B = v A ), como se muestra en la figura 
16.8(b). 

2 . Una rotacion del cuerpo rfgido respecto a un eje fijo en A (v B /a = CO x r B/A ), que 
se indica en las figuras 16.8(c) o (d). La presentacion de un perno de apoyo en 
A refuerza el concepto de que A se considera fijo en el instante en que se calcula 
la contribucion de la rotacion. 

*Esta representacion del movimiento general en un piano es una forma bidimensional del teorema de 
Chasle: el desplazamiento mas general de un cuerpo rigido es equivalente a una traslacion de un punto 
en el cuerpo mas una rotacion respecto a un eje que pasa por ese punto. Para obtener una prueba de este 
teorema, vease Principles of Dynamics, 2a. ed., Donald T. Greenwood, Prentice Hall, 1988, p. 339. 
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La contribution de la rotation del cuerpo a la velocidad de B puede calcularse 
al utilizar la notation vectorial en la figura 16.8(c) o la notation escalar en la figura 
16.8(d). La election de la notation es un asunto de preferencia personal. Cuando se 
emplea la notation escalar, se considera que la direction de la velocidad es perpen¬ 
dicular a AB y su sentido se determina por la direction de la velocidad angular co 
del cuerpo (recuerde que co es una propiedad de este ultimo y es independiente de la 
election del punto de referenda). 

El metodo de la velocidad relativa consiste en escribir la ecuacion (16.10), 
v„ = v,, + oj x r BM , para dos puntos en el mismo cuerpo rigido y despues despejar 
las incognitas. Para el movimiento en un piano, la ecuacion (16.10) es equivalente 
a dos ecuaciones escalares (por ejemplo, las ecuaciones que resultan de igualar las 
componentes horizontal y vertical de ambos lados de la ecuacion vectorial). El nu- 
mero de variables que aparecen en la ecuacion (16.10) es cinco (suponiendo que se 
conoce r BM ): 


v B : dos variables (magnitud y direction o componentes horizontal y vertical) 
v^: dos variables (magnitud y direction o componentes horizontal y vertical) 
co: una variable (magnitud co de la velocidad angular). Observe que la direc¬ 
tion del vector co es conocida porque siempre es perpendicular al piano de 
movimiento. 


Evidentemente, la ecuacion (16.10) no puede resolverse a menos que tres de las 
cinco variables que se muestran se conozcan de antemano. Por tanto, la election 
de A o B esta restringida a los puntos cuyas velocidades contengan menos de dos 
incognitas. Estos se conocen como puntos de importancia cinematica para la veloci¬ 
dad.* De ellos, un ejemplo comun es un punto fijo; es deck, el que esta anclado a un 
soporte. Debido a que la velocidad de un punto fijo es cero, este no tiene incognitas. 
Un segundo ejemplo es un punto que viaja sobre una trayectoria dada. Puesto que se 
sabe que la direction de la velocidad es tangente a la trayectoria, la velocidad de tal 
punto tiene como maximo una incognita, a saber, la magnitud. 

Los pasos en la aplicacion del metodo de la velocidad relativa son: 


Paso 1: Identificar dos puntos de importancia cinematica, por ejemplo. Ay B, 
sobre el mismo cuerpo rigido. 

Paso 2: Escribir v B = v A + co x r BM , identificando las variables incognitas (es 
posible emplear la notation vectorial o la escalar). 

Paso 3: Si el numero de incognitas es dos, resuelva la ecuacion. 


Si el numero de incognitas es mayor que dos, el problema aun puede resolverse 
si se considera el movimiento de otros puntos de importancia cinematica. 


Rodamiento sin deslizamiento La figura 16.9(a) muestra un disco circular de ra¬ 
dio R que rueda sobre una superficie horizontal con velocidad angular to y acelera- 
cion angular a, ambas en sentido negativo. Observe que la trayectoria del centra O 


*Como ya hemos analizado las velocidades, por el momento nos referiremos a estos puntos como “puntos 
de importancia cinematica”. 
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Fig. 16.9 


es una lrnea recta paralela a la superficie. El rodamiento sin deslizamiento ocurre si 
el punto de contacto C sobre el disco no tiene velocidad, es decir, si el disco no se 
desliza sobre la superficie. Esto amerita especial atencion porque sucede en muchas 
aplicaciones de la ingenierfa. 

A1 relacionar las velocidades de los puntos O y C, se tiene 


Vo = v c + W X r o/c 


Cuando se sustituye v c = 0 , at = — <wk y r 0/c = Rj, resulta 


v 0 = — o)k x Rj = Ra> i 


(16.11a) 


Como se esperaba, este resultado indica que la velocidad del centro O es paralela a 
la superficie sobre la que rueda el disco, cuya magnitud es 


Vo = Ru> 


(16.11b) 


como se muestra en la figura 16.9(b). 

Aquf tambien es conveniente deducir la aceleracion de O, no obstante que esta 
informacion se utilizara hasta el apartado 16.7. La aceleracion de O puede obtenerse 
por derivacion de la ecuacion (16.11a). A1 observar que R e i son constantes, se tiene 


a 0 = Vo = Ra i (16.12a) 

donde a = wes la aceleracion angular del disco. Asi, la aceleracion de O es paralela 
a la superficie horizontal y su magnitud es 


flo = R a 


(16.12b) 


como se muestra en la figura 16.9(c). 











(a) 



Problema de ejemplo 16.4 

La figura (a) presenta una llanta de radio R que rueda sin deslizarse con velocidad 
angular to en sentido negativo. Para la posicion que se muestra, determine los vecto- 
res de velocidad de: 1. punto A, y 2. punto B. 

Solution 

Comentarios introductorios 

Este problema se resolvera empleando las notaciones escalar y vectorial. (Por su- 
puesto, los resultados son identicos para ambas.) Se elige O (el centra de la llanta) 
como el punto de referenda ya que de la ecuacion (16.11) se sabe que su velocidad 
es v 0 = Ron. como se muestra en la figura (b). El lector puede encontrar instructiva 
la repeticion de la solucion utilizando el punto de contacto C (v c = 0 ) como el de 
referenda. 

Solution I (uso de la notation escalar) 

Parte i 

Cuando se utiliza la notacion escalar para relacionar las velocidades At Ay O, v A/0 
se calcula con la suposicion de que el punto O es fijo. Por tanto, la ecuacion de la 
velocidad relativa queda 


VA = v 0 + Va/o 



de donde se encuentra que la velocidad de A es 


Va = V2 Ra> 



Respuesta 


como se muestra en la figura (b). 

Parte 2 

Utilizando la notacion escalar, las velocidades de los puntos B y O estan relaciona- 
das por 

v B = v 0 + \ BI0 


B 


Rco 


■ Rco 


A 


lo que implica 


\b = 2 Rco 


Respuesta 


En la figura (b) tambien se muestra la velocidad de B. 





























Solution II (uso de la notation vectorial) 

Parte 1 

En la notacion vectorial, la relacion entre las velocidades de A y O es 


VA = V 0 + w X r A / 0 


A1 sustituir v 0 = Rcoi, co = —<wk y r A/0 = —Ri, [vease la figura (c)], se obtiene 

va = /?cc>i + (—co k) x (—Ri) = Rcoi + Rcoj Respuesta 

Parte 2 

Las velocidades de B y O estan relacionadas por 


B 



Vb = v 0 + w x r bio 

A1 sustituir v 0 = Rcoi, co = — <wk y r BIO = R\, [vease la figura (c)], se obtiene 


v b = Rcoi+ (-<ok) x (7?j) = 2Rooi Respuesta 


Problema de ejemplo 16.5 

En la figura (a), la velocidad angular de la barra AS es 3 rad/s, en sentido negativo, 
en la posicion que se muestra. Determine la velocidad angular de la barra BC y la 
velocidad del deslizador C en esta posicion. 


B 




Solution 

Comentarios introductorios 

De la geometria en la figura (b) se tiene que 5 sen 30° + 4 = 8 sen fi. de lo que se 
encuentra que /3 = 54.34° para la posicion que se muestra. 
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Los siguientes son los puntos de importancia cinematica: 

A: Es un punto fijo. 

C: Su trayectoria es una Irnea recta horizontal. 

B: Su trayectoria es un cfrculo con centra en A; tambien conecta las barras AB y 
BC. 

Ya que B y C son puntos en la misma barra rfgida BC, entonces parece razo- 
nable investigar la ecuacion v c = v B + v c/B (tambien podria emplearse la ecuacion 
equivalente v B = v c + v B/c ). 

Mas adelante se presentan dos soluciones, una en la que se utiliza la notacion 
escalar y la otra que se apoya en la notacion vectorial. En la figura (b) se muestran 
los vectores de posicion relativos que se usan en las soluciones. 

Solution I (uso de la notation escalar) 

Cuando se usa la notacion escalar, las velocidades de B y C se relacionan con: 

Vc = + \ C /B 


v c 



Comentarios sobre la ecuacion (a): 

1 . Se supone que v c se dirige hacia la derecha. 

2 . v B se encuentra al reconocer que la trayectoria de B es un cfrculo centrado en A. 
Asf, su magnitud es v B = r^WAs = 5(3) = 15 pulg/s, que va en angulos rectos 
hacia AB. El sentido de v B esta determinado por la direccion negativa de co AB . 

3 . v c/B se obtiene al considerar a B como el punto fijo en este instante, que da 
v c/B = ''(-«&),((; = 8 <w bc . La direccion del vector es perpendicular a BC, con su 
sentido determinado por la suposicion de la direccion positiva de co BC . 

Como existe un total de dos incognitas (v c y a> BC ), la ecuacion (a) puede resol- 
verse. Al igualar las componentes x y y, se obtiene 

v c = 15 sen 30° + 8 w BC sen 54.34° (b) 

0 = -15 cos 30° + 8 a.Bc cos 54.34° (c) 



La solucion es 


vc = 25.60 pulg/s y a> BC = 2.785 rad/s Respuesta 

Los signos positivos significan que las direcciones que se han empleado para v c y 
co BC son correctas. 
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Solution II (uso de la notation vectorial) 

La ecuacion vectorial que relaciona las velocidades de los puntos ByCes 


vc = vb + vc/s = mab x + «bc x r c/s (d) 

De la informacion dada y de un examen de la figura (b), se obtiene 

v c = v c i (suponiendo que la velocidad de C se dirija hacia la derecha) 
u) AB = — 3k rad/s 

r WA = 5 cos 30°i + 5 sen 30°j = 4.330i + 2.500j pulg 
o>bc = w /;r k (suponiendo que el sentido de a> BC es positivo) 
r c/B = 8 cos 54.34°i - 8 sen 54.34°j = 4.66i - 6.500j pulg 

Si se examinan las expresiones anteriores se observa que solo existen dos incognitas: 
v c y co BC . Por tanto, la ecuacion (d) puede resolverse porque es equivalente a dos 
ecuaciones escalares. 

Si las expresiones anteriores se sustituyen en la ecuacion (d), se tiene 

v c i = (-3k) x (4.330i + 2.500j) + (co BC k) x (4.664i - 6.500j) 

= —12.990j + 7.500i + 4.664« /jC j + 6.500&> BC i 

La igualacion de los coeficientes de i y j resulta en: 


vq = 7.500 + 6.500 co B c 
0 = -12.990 + 4.664 co BC 

A1 resolver las dos ecuaciones, se encuentra que 

v c = 25.60 pulg/s y w BC = 2.785 rad/s Respuesta 

Los signos positivos indican que las direcciones supuestas para v c y oj nc son co- 
rrectas. 


Problema de ejemplo 16.6 

En la posicion que se muestra en la figura (a), la velocidad angular de la barra AB 
es 2 rad/s en sentido negativo. Calcule las velocidades angulares de las barras BC y 
CD para esta posicion. 


Solution 

Comentarios introductorios 

En la figura (a) se muestra un mecanismo conocido como conexion articulada de 
cuatro barras. (La base que une los soportes en A y D se considera como la cuarta 
barra.) 
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r BIA 
60 mm 


B 




(b) 


De la figura (a) se observa que los siguientes puntos tienen importancia cine- 
matica: 

A: Es un punto fijo. 

B: Su trayectoria es un cfrculo con centra en A y tambien conecta las barras AB 
y BC. 

D: Es un punto fijo. 

C: Su trayectoria es un cfrculo centrado en D y tambien conecta las barras BC 
y CD. 

Puesto que B y C pertenecen al mismo cuerpo n'gido, es posible considerar la 
ecuacion v c = v s + v c/B (tambien podrfa emplearse la ecuacion equivalente v„ = 
v c + \me). Se presentan dos soluciones, una que utiliza la notacion escalar y la otra 
que se apoya en la notacion vectorial. En la figura (b) se muestran los vectores de 
position relativos que se emplearon en la solution. 


Solution I (uso de la notation escalar) 

La ecuacion que relaciona las velocidades de B y C es 


vc 


vu + v c/B 


(a) 



Comentarios de la ecuacion (a): 

1 . v c se encuentra al reconocer que la trayectoria de C es un cfrculo centrado en 
D. Por tanto, su magnitud es v c = r aD w CD = 80 co CD , siendo su direccion per¬ 
pendicular a CD. El sentido de v c se obtiene de la direccion propuesta (sentido 
negativo) para co CD . 

2 . y B resulta al observar que la trayectoria de B es un cfrculo centrado en A. Su 

magnitud es v B = = 60(2) = 120 mm/s. La direccion de v s es perpen¬ 

dicular a AB y su sentido se obtiene de la direccion negativa dada de co AB . 

3 . \ C /b se traza considerando a B como un punto fijo en este instante, que da 
v aB = r aB u> BC = 50w bc . La direccion de v C7 , es perpendicular a BC y su sentido 
se encuentra a partir de la direccion supuesta (el sentido positivo) para co BC . 

La ecuacion (a) contiene un total de dos incognitas, co CD y co BC , que pueden ob- 
tenerse al resolver las dos ecuaciones escalares equivalentes. Cuando se igualan las 
componentes x y y en la ecuacion (a), se obtiene 


+ 

80 co C D cos 60° = 0 + 50cobc 

(b) 

4 

— 80&>cd sen 60° = —120 + 0 

(c) 






















A1 resolver estas ecuaciones, resulta 


(do = 1.732 rad/s y <w BC = 1.386 rad/s Respuesta 

Los signos positivos indican que las direcciones adoptadas para u> CD y co BC son 
correctas. 

Solution II (uso de la notation vectorial) 

Las velocidades de los puntos By C estan relacionadas por 


Vc = Vb + \CIB 

&CD X Tc/D = X Yb/A + W BC x Yq/B (d) 

Si se utiliza la information dada y los vectores que se muestran en la figura (b), se 
obtiene 

u> CD = —<w CD k (se supone que la direccion de co CD es negativa) 
r ciD = 80 cos 30°i + 80 sen 30°j = 69.28i + 40.00j mm 
u> AB = — 2k rad/s 
r W a = 60i mm 

co BC = oj ll( k (se supone que la direccion de co BC es positiva) 
r G B = ~50j mm 

Se observa que las ecuaciones anteriores solo contienen dos incognitas: co CD y co BC . 
Por tanto, es posible resolver la ecuacion (d) para las dos incognitas ya que es equi- 
valente a dos ecuaciones escalares. 

A1 sustituir las expresiones anteriores en la ecuacion (d) resulta 

(-<w CD k) x (69.28i + 40.00j) = (-2k) x (60i) + (a BC k) x (—50j) 

que se convierte en 


—69.28aicDj + 40. OO^Y)' — —120j + 

la igualacion de los coeficientes de i y j resulta en 

40.00 to cd — 50 cobc 
—69.28&>cd = —120 

y la solucion de esas dos ecuaciones es 

cocd = 1.732 rad/s y oj H c = L386 rad/.s Respuesta 


Las respuestas positivas indican que las direcciones propuestas para a> CD y a> BC son 
correctas. 
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Problemas 



8 pies/s 


JB 


2 pies 


Fig. P16.19 


16.19 En cierto instante, la velocidad del extremo A de la barra AB es 8 pies/s en 
la direccion que se muestra. Si se sabe que la magnitud de la velocidad del extremo 
B es 6 pies/s, determine la velocidad angular de la barra AB. 

1($,20 La rueda gira sin deslizarse. En la posicion que se muestra, la componente 
vertical de la velocidad del punto B es 8 pies/s y se dirige hacia arriba. Para esta po¬ 
sicion, calcule la velocidad angular de la rueda y la velocidad de su centro C. 



Fig. P16.20 


l6.21 El disco rueda sin deslizarse con la velocidad angular constante u>. Para la 
posicion que se indica, encuentre la velocidad angular de la barrera de conexion AB 
y la velocidad del deslizador A. 



l6.22 El pinon diferencial engrana sobre las dos cremalleras. Si estos se mueven 
con las velocidades que se muestran, determine la velocidad angular del pinon y la 
velocidad de su centro C. 



Fig. P16.24, P16.25 




Fig. P16.22 Fig. P16.23 

16.23 La rueda gira sin deslizarse hacia la derecha con velocidad angular constan¬ 
te. La velocidad del centro de la rueda es v 0 . Obtenga la rapidez del punto B sobre el 
borde como una funcion de su posicion angular 6. 

16.24 LI brazo que une las dos ruedas con friccion rota con velocidad angular 
constante oj (( . Suponiendo que la rueda A es estacionaria y que no hay deslizamiento 
entre las dos, determine la velocidad angular de la rueda B. 
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16.25 Resuelva el problema 16.24 si la rueda A rota en sentido negativo con la 
velocidad angular u> A = 2w 0 . 

16.26 El engrane A, del tren de engranes planetarios, rota en sentido negativo 
con co A = 8 rad/s. Calcule las velocidades angulares del engrane B y del brazo AB. 
Observe que el engrane externo C es estacionario. 



Fig. P16.26 



16.27 La barra AB rota en sentido positivo con la velocidad angular constante a> 0 . 
(a) Encuentre las velocidades de los extremos Ay B como funciones de 6. (b) Derive 
los resultados obtenidos del inciso (a) para determinar las aceleraciones de 4 y B en 
terminos de 6. 

16.28 El extremo A de la barra AD se empuja hacia la derecha con velocidad 
constante v A = 1.2 pies/s. Encuentre la velocidad angular de AD como una funcion 
de 9. 

16.29 La rapidez angular de la barra articulada AB en la posicion que se muestra 
es 2.8 rad/s, en sentido negativo. Calcule la rapidez angular de los enlaces BC y CD 
en esta posicion. 


D 



Fig. P16.28 




Fig. P16.30 


16.30 La barra articulada AB del mecanismo rota con rapidez angular constante de 
6 rad/s, en sentido positivo. Obtenga las velocidades angulares de las barras articu- 
ladas BD y DE en la posicion que se muestra. 































225 


300 CAPITULO l6 Cinematica plana de cuerpos rigidos 



Fig. P16.31 



16.31 Cuando el mecanismo esta en la position que se muestra, la velocidad del 
deslizadorD es v D = 1.25 m/s. Determine las velocidades angulares de las barras AB 
y BD en este instante. 

16.32 Cuando la barra articulada esta en la position que se indica, la barra AB 
rota en sentido positivo a 16 rad/s. Obtenga la velocidad del collar deslizante C en 
esta position. 


B 



Fig. P16.32 


12.5 pulg 



16.33 En el instante que se muestra, el extremo A de la barra ABC tiene una velo¬ 
cidad de 2 m/s hacia abajo. Encuentre la velocidad angular de la barra y la rapidez 
del extremo C en este instante. 

16.34 La barra AB rota en sentido positivo con velocidad angular constante 
co 0 = 30 rad/s. Obtenga las velocidades angulares de las barras BD y DE en la posi¬ 
tion que se indica. 

16.35 La rueda gira sin deslizarse. Su centra tiene una velocidad constante de 0.6 
m/s hacia la izquierda. Calcule la velocidad angular de la barra BD y la velocidad 
del extremo D cuando 0=0. 



B 



Fig. P16.36 


16.36 La manivela AB rota con velocidad angular constante de 16 rad/s, en senti¬ 
do positivo. Determine la velocidad angular de la barra BE cuando 6 = 60°. 
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16.37 El cilindro hidraulico eleva el perno B a razon constante de 30 mm/s. Ob- 
tenga la rapidez del extremo D de la barra AD en el instante que se muestra. 



Fig. P16.37 

16.38 En la posicion que se muestra, las rapideces de los vertices A y B de la placa 
triangular recta son v A = 3 m/s y v s = 2.4 m/s, dirigida como se indica. Encuentre: 
(a) el angulo a, y (b) la rapidez del vertice D. 


D 



Fig. P16.38 



16.39 La barra DE rota en sentido positivo con velocidad angular constante 
w 0 = 5 rad/s. Determine las velocidades angulares de las barras AB y BD en la po¬ 
sicion que se muestra. 


Centro instantaneo para las velocidades 


El centra instantaneo para las velocidades de un cuerpo que realiza movimiento en 
un piano, se define como el punto que tiene velocidad cero en el instante en conside¬ 
ration.* Este punto puede estar dentro o fuera del cuerpo (en el “cuerpo extendido”)- 
Con frecuencia es conveniente emplear el centra instantaneo del cuerpo al calcular 
las velocidades de los puntos en el mismo. 


16.6 


*Algunas veces se emplean tres “centros” en el analisis cinematico del movimiento en un piano: el centro 
instantaneo de rotacion para el movimiento virtual (vease el apartado 10.6), el centro instantaneo para 
las velocidades y para las aceleraciones. Cada uno de estos puntos simplemente se denota como el centro 
instantaneo cuando es claro a partir del contexto a que centro se refiere. El analisis del centro instantaneo 
para las velocidades que se presenta aquf es comparable con el del centro instantaneo de rotacion para el 
movimiento virtual del apartado 10.6. 
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Fig. 16.10 


La figura 16.10(a) muestra un cuerpo rigido que efectua movimiento en un pia¬ 
no. Se supone que los vectores de velocidad para los puntos A y B no son paralelos 
y que la velocidad angular to del cuerpo tiene sentido positivo (contrario a las ma- 
necillas del reloj). Para localizar el centro instantaneo para las velocidades, se traza 
una recta a traves de A que sea perpendicular a v A y una a traves de B perpendicular 
a \ B . Esas dos rectas se cortaran en el punto O de la figura. Si el punto O no esta en 
el cuerpo, simplemente imagine que este se ha alargado para incluirlo, dando as! 
origen al cuerpo extendido. 

Ahora se muestra que el punto O es el centro instantaneo, es decir, que la veloci¬ 
dad de O es cero. Como A, B y O son puntos que se encuentran en el mismo cuerpo 
rigido (o cuerpo extendido), entonces pueden escribirse las siguientes ecuaciones de 
velocidad relativa: 


vo=v a -Mx r Aio (a) 

Vo = - G) X r B/0 (b) 

donde r A/0 y r wo son los vectores de posicion relativa que se muestran en la figura 
16.10(b). Debido a que tanto co como r A/0 son perpendiculares a v A , se tiene que to 
X r A/G en la ecuacion (a) es paralelo a v A . Esto significa que v 0 es paralelo a v A . De 
modo similar, a partir de la ecuacion (b) es posible probar que v 0 es paralelo a \ B . 
Ya que un vector distinto de cero no puede ser paralelo de manera simultanea a dos 
direcciones diferentes, entonces se concluye que v 0 = 0 . Por tanto, el punto O es en 
efecto el centro instantaneo para las velocidades. 

En general, el centro instantaneo para las velocidades no es un punto fijo. Por 
tanto, su aceleracion no por fuerza es cero. Sin embargo, si un punto de un cuerpo es 
fijo, entonces es evidente que ese punto es el centro instantaneo tanto para velocida¬ 
des como para aceleraciones. 

Si O es el centro instantaneo, la ecuacion (a) se reduce a: 


v A = a) x r A/o (va = r A/0 co) (16.13) 

Esta ecuacion tiene la misma forma que la primera de las ecuaciones (16.8) para 
la rotacion alrededor de un eje fijo que pasa por O. Sin embargo, es preciso reiterar 
que para el movimiento general en un piano el centro instantaneo no es un punto 
fijo. Por tanto, la analogfa con la rotacion respecto a un eje fijo es valida solo para 
las velocidades en un instante de tiempo dado (a esto se debe el termino “centro 
instantaneo”)- La analogia no se aplica a las aceleraciones. 

Las siguientes reglas, que se deducen directamente de la ecuacion (16.13), se 
aplican cuando se utiliza el centro instantaneo. 

1. La velocidad de cualquier punto en el cuerpo es perpendicular a la lrnea que se 
dibuja del punto al centro instantaneo. 

2 . La magnitud de la velocidad de cualquier punto del cuerpo es proporcional a la 
distancia del punto a partir del centro instantaneo. 

3. El sentido del vector de velocidad de cualquier punto debe ser consistente con 
el sentido de la velocidad angular del cuerpo. 

El trazo que se muestra en la figura 16.10(a) para localizar el centro instantaneo 
es valido de manera evidente solo si v A y \ B no son paralelas. La figura 16.11 ilustra 
los metodos para ubicar el centro instantaneo cuando v A y x B son paralelas. 
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Fig. 16.11 


En la figura 16.11(a), las rectas perpendiculares a los vectores de velocidad son 
paralelas, lo que significa que el centra instantaneo esta a una distancia infinita de A 
y B. Esto conduce a la conclusion de que w = 0; es decir, el cuerpo se traslada con 
V A = V B . 

En las partes de la (b) a la (d) de la figura 16.11, las rectas que unen Ay B son 
perpendiculares a ambos vectores de velocidad y la construccion comun para loca- 
lizar el centra instantaneo no funciona. En el caso en que v A = v B , como en la figura 
16.11(b), el centra instantaneo esta en el inlinito, asf que oj = 0 (es decir, el cuerpo se 
traslada). Si las magnitudes de las velocidades no son iguales, el centra instantaneo 
se localiza empleando las construcciones de las partes de la (c) a la (d) de la figura 
16.11, que son solo aplicaciones de las reglas de la 1 a la 3 que se han establecido 
recientemente. 

Surge la pregunta de si vale la pena hacer la simplificacion del analisis de velo¬ 
cidad con base en el centra instantaneo, debido al trabajo que cuesta encontrar a este 
ultimo, en primer lugar. Una regia general es iniciar por marcar el centra instantaneo 
sobre un esquema del cuerpo. Si es facil calcular las distancias entre los puntos de 
importancia cinematica del cuerpo (o cuerpo extendido) y el centra instantaneo, el 
analisis es adecuado para el uso del centra instantaneo. Sin embargo, si se requiere 
una cantidad de trigonometrfa prohibitiva para calcular la ubicacion de dicho cen¬ 
tra, serfa preferible emplear como solution el metodo de la velocidad relativa del 
apartado anterior. Por supuesto, existen muchos problemas que necesitan la misma 
cantidad de trabajo usando otros metodos, en cuyo caso la preferencia personal le 
indicara cual de ellos aplicar. 




























Problema de ejemplo 16.J 

Cuando el mecanismo de la figura (a) esta en la position que se muestra, la velocidad 
angular de la barra AB es oj An = 3 rad/s, en sentido negativo. Utilizando los centres 
instantaneos para las velocidades, calcule la velocidad angular de la barra BC y la 
velocidad del deslizador C para esta position. (Este problema se ha resuelto antes 
como el de ejemplo 16.5 con el metodo de la velocidad relativa.) 



Solution 

Primero es preciso localizar los centres instantaneos de los dos cuerpos rfgidos AB 
y BC. Debido a que A es un punto fijo, es evidentemente el centre instantaneo de la 
barra AB. El centre instantaneo de BC, que se ha marcado como O en la figura (b), se 
localiza en el punto de intersection de las rectas que son perpendiculares a los vecto- 
res velocidad de By C. Observe que v„ es perpendicular a AB y v c es horizontal. Por 
tanto, O se ubica en la intersection de la recta AB y la recta vertical que pasa por C. 

De la geometrfa en la figura (b) se observa que 5 sen 30° + 4 = 8 sen (3, de 
donde (3 = 54.34°. Por tanto, las distancias a, b y c son 

a — 8 sen 54.34° = 6.500 pulg 
b — 8 cos 54.34° = 4.664 pulg 
c = 7>tan30° = 4.664 tan 30° = 2.693 pulg 

Las distancias desde O a B y C son 

r B/0 = d sen 30° = 2.693/ sen 30° = 5.386 pulg 
r c/0 = a + c = 6.500 + 2.693 = 9.193 pulg 

Ahora que se ha encontrado el centre instantaneo para cada barra es posible calcular 
las velocidades solicitadas. 

Si se considera el movimiento de AB (su centre instantaneo esta en A), se en- 
cuentra que v B = r B/A w AB = 5(3) = 15 pulg/s, dirigida como se muestra en la figu¬ 
ra (b). El analisis de movimiento de BC (su centre instantaneo esta en O) da 

v B 15 

w BC = — = -= 2.785 rad/s 

r B , 0 5.386 

(x) B c = 2.79 rad/s O Respuesta 
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y 


Respuesto 


v c = rc/o^Bc = 9.193(2.785) = 25.60 pulg/s 
vc = 25.6 pulg/s —>■ 


Problema de ejemplo 16.8 

En la figura (a), cuando la conexion articulada esta en la posicion que se muestra, 
la velocidad angular de la barra AB es co AH = 2 rad/s, en sentido negativo. Para esta 
posicion, utilice los centres instantaneos para las velocidades y determine las ve- 
locidades angulares de las barras BC y CD, y la velocidad de C. (Este problema se 
resolvio como el de ejemplo 16.6 con el metodo de la velocidad relativa.) 

Solution 

Debido a que los puntos Ay D son fijos, son los centres instantaneos para las barras 
AB y CD, respectivamente. El centre instantaneo para la barra BC, que se ha marca- 
do como O en la figura (b), se localiza en el punto de interseccion de las rectas que 
son perpendiculares a los vectores de velocidad de B y C. Ya que los vectores v /( y 
v c son perpendiculares a AB y CD, respectivamente, el centre instantaneo se encuen- 
tra en la interseccion de esas dos rectas. Observe que el cuerpo BC debe “extender- 
se” para incluir al punto O. 



(a) 



Las distancias desde O a B y C, que se han encontrado a partir del triangulo 
OBC, son 


r B/0 = 50/tan 30° = 86.60 mm 
r C io = 50/ sen 30° = 100 mm 


Ahora los centres instantaneos A, Oy D pueden utilizarse para calcular, directamen- 
te de la figura (b), las velocidades angulares solicitadas. 


50 mm 

























A1 considerar el movimiento de AB (su centra instantaneo esta en A), se encuen- 
tra que v B = r WA w AB = 60(2) = 120 mm/s, dirigida como se muestra en la figura (b). 
Cuando se analiza el movimiento de BC (su centra instantaneo se encuentra en O) 
resulta 


&bc = 


vb 


120 


r bio 86.60 

Wsc = 1.386 rad/sO 


= 1.386 rad/s 


Respuesta 


y 


v c = rc/o^BC = 100(1.386) = 138.6 mm/s 

\ 30 ° 


Vc = 138.6 mm/s 


Respuesta 


Ya que el punto C tambien esta sobre la barra CD (su centra instantaneo se encuentra 
en D), la velocidad angular de la barra CD es 


v c 138.6 

a> CD = -= -= 1.733 rad/s 

rcio 80 

m C d = 1-733 rad/s O Respuesta 


Problema de ejemplo 16.9 

En la figura (a), la rueda gira sin deslizarse con velocidad angular constante to,, = 
1.6 rad/s, en sentido negativo. Calcule la velocidad angular de la barra AB y la ve¬ 
locidad del deslizador B cuando el mecanismo esta en la posicion que se muestra. 
Utilice los centres instantaneos para las velocidades. 



Solution 

En la figura (b) se muestran los vectores de velocidad, las distancias y los puntos 
requeridos para resolver este problema. 
























Puesto que la rueda gira sin deslizarse, su centra instantaneo esta en el punto de 
contacto C. Por tanto, v A es perpendicular a la recta AC. Observe que la pendiente 
de AC es igual a OC/AO = 400/200 = 2. 

El centra instantaneo de la barra AB, que se ha etiquetado como D en la figura 
(b), se localiza en la interseccion de las rectas que son perpendiculares a v,, y v /( . Ya 
que v A es perpendicular a AC, entonces D tambien esta sobre AC. La recta BD, que 
se dibuja perpendicular a v B , es horizontal porque v„ es vertical (aquf no es necesario 
saber que el sentido de v B es hacia arriba). 

A1 consultar la figura (b), las distancias de interes se calculan como sigue 


di = iJaO 2 + OC 2 = v^OO 2 + 400 2 = 447.2 mm 
a = 1000 sen 30° = 500 mm 

b = all = 250 mm (la pendiente de la recta AC es 2) 

d 2 = Va 2 + b 2 = V 500 2 + 250 2 = 559.0 mm 

d 3 = 1000 cos 30° + b = 1000 cos 30° + 250 = 1116 mm 


A1 utilizar las distancias d u d 2 y d A , y cu 0 = 1.6 rad/s, se encuentra que 


va = dicoo = 447.2(1.6) = 715.5 mm/s 


Va 


716 mm/s 



u>ab 

u>ab 


v A _ 715.5 
~d 2 ~ 559.0 * 
1.280 rad/s O 


1.280 rad/s 


v B = d 2 a>AB = 1116(1.280) = 1428 mm/s 


\ B = 1428 mm/s f 


Respuesta 


Respuesta 


Respuesta 


El sentido de v A se encontro al considerar que la velocidad angular de la rueda va 
en sentido negativo y que su centra instantaneo esta en C. La direccion positiva de 
co AB se dedujo al observar el sentido de v A y la ubicacion del centra instantaneo D. 
La direccion de co AB y la localizacion de B relativa a D determinan que el sentido de 
v B sea hacia arriba. 

Con frecuencia es conveniente mostrar en el mismo esquema los centros ins- 
tantaneos de mas de un cuerpo, como en la figura (b). Sin embargo, es preciso tener 
cuidado al utilizar el centra instantaneo apropiado cuando se analiza la velocidad de 
un punto en particular. Por ejemplo, un error comun al consultar la figura (b) serfa 
escribir v c = (d, + d 2 )a> AB , que es incorrecto porque D es el centra instantaneo de la 
barra AB, que no incluye el punto C. 
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Problem as 


y 

CO 



Fig. P16.41 



Dimensiones en mm 


Fig. P16.42 


Nota: los siguientes problemas deben resolverse empleando los centros instanta- 
neos para las velocidades. 

16.40 El extremo de la cuerda enrollada alrededor del centro de la rueda se jala 
hacia la derecha con la velocidad v 0 = 28 pulg/s. Encuentre la velocidad angular de 
la rueda, suponiendo que no se desliza. 



Fig. P16.40 

16.41 La rueda gira sin deslizarse con la velocidad angular a> = 8 rad/s. Determi¬ 
ne las coordenadas de un punto B sobre la rueda para el que el vector de velocidad 
es v s = —2.4i + 0.7j m/s. 

16.42 La rueda desbalanceada gira y se desliza sobre un piano horizontal. En el 
instante que se muestra, se indican la velocidad angular a> de la rueda y la veloci¬ 
dad v 0 de su centro. Encuentre la magnitud y direccion de la velocidad de G en este 
instante. 

16.43 Una rueda de 500 mm de diametro gira y se desliza sobre un piano hori¬ 
zontal. La velocidad angular de la rueda es co = 12 rad/s (en sentido positivo) y la 
velocidad del centro de la rueda es 1.8 m/s hacia la izquierda. (a) Determine el centro 
instantaneo para las velocidades de la rueda. (b) Calcule la velocidad del punto sobre 
la rueda que esta en contacto con el piano. 

16.44 Determine las coordenadas del centro instantaneo para las velocidades de 
la barra AB en (a) y (b). 

y 




Fig. P16.44 
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16.45 Encuentre las coordenadas del centra instantaneo para las velocidades de 
la barra AB en (a) y (b). 



(a) 


(b) 


Fig. P16.45 


16.46 El brazo que une los centros de los engranes Ay B rota en sentido positivo 
con la velocidad angular de 4.8 rad/s. A1 mismo tiempo, A rota a 24 rad/s, tambien 
en sentido positivo. Determine la velocidad angular de B. 



16.47 El pinon engrana con las dos cremalleras. Si estos se mueven con las ve¬ 
locidades que se muestran, obtenga la velocidad angular del pinon y la velocidad 
de su centra C. ( Nota: este problema se resolvio como el 16.22 con el metodo de la 
velocidad relativa.) 



Fig. P16.47 


16.48 La barra AB rota en sentido positivo con la velocidad angular constante de 
6 rad/s. Determine la velocidad angular de la barra CD cuando el mecanismo esta en 
la posicion que se indica. 

16.49 Dibuje el esquema del lugar geometrico del centra instantaneo de las velo¬ 
cidades de la barra AB en la figura P 16.44(a) conforme 6 varfa de 0 a 90°. (Esta curva 
se llama centrodo espacial.) 


8pulg 



16.50 La tabla de madera de 8 pies rota conforme cae en el piano vertical. Cuan¬ 
do la tabla esta en una posicion horizontal, las velocidades de los extremos Ay B 
son como se indica en la figura. Para esta posicion, obtenga la ubicacion del centra 


Fig. P16.48 


4 pulg 
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instantaneo para las velocidades, la velocidad angular de la tabla y la velocidad del 
punto medio G. 


C 



y 


G 

B 


8 pies 


15 pies/s 


7 pies/s 


Fig. P16.50 


16.51 Para una placa triangular que efectua movimiento en un piano, se conocen 
\ A y la direction de v s . Calcule la rapidez angular de la placa y las velocidades de 
los vertices By C. 

16.52 En el instante que se muestra, la velocidad angular del cilindro, que rueda 
sin deslizarse, es 2 rad/s, en sentido positivo. Encuentre la velocidad del extremo B 
de la varilla que esta sujeta al cilindro en A. 


Fig. P16.51 


y 




Fig. P16.53 



Fig. P16.54 


16.53 Cuando la barra AB esta en la posicion que se indica, el extremo B se desli- 
za hacia la derecha con una velocidad de 0.8 m/s. Determine la velocidad del extre¬ 
mo A en esta posicion. 

16.54 El deslizador C del mecanismo tiene una velocidad descendente constante 
de 30 pulg/s. Obtenga la velocidad angular de la manivela AB en la posicion que se 
muestra. 

16.55 La barra BC de la conexion articulada se desliza en el collar D. Si la barra 
AB rota con velocidad angular de 12 rad/s, en sentido negativo, determine la velo¬ 
cidad angular de BC cuando se encuentra en la posicion horizontal que se indica. 



Fig. P16.55 
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16.56 La barra BC de la conexion articulada se desliza en el collar D. Si la barra 
AB rota con velocidad angular constante de 12 rad/s, en sentido negativo obtenga la 
velocidad angular de la barra BC en la posicion que se muestra. 



Fig. P16.56 

16.57 Cuando el mecanismo esta en la posicion que se presenta, la velocidad an¬ 
gular de la barra AB es de 72 rad/s, en sentido negativo. Para esta posicion, calcule 
la velocidad angular de la placa BCD y la velocidad del vertice D. 


C 



Fig. P16.57 

16.58 La manivela AB del mecanismo rota a 8 rad/s, en sentido positivo. Calcule 
las velocidades de los deslizadores C y D en el instante que se muestra. 


B 



Fig. P16.58 
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16.59 La barra AB del mecanismo rota con velocidad angular to„, en sentido nega- 
tivo. Calcule las velocidades angulares de las barras BD y DE para la posicion que 
se muestra. 




Fig. P16.60 


16.60 Cuando el mecanismo esta en la posicion que se indica, la velocidad del 
centra O del disco es de 16 pulg/s hacia la derecha. Suponiendo que el disco rueda 
sin deslizarse, calcule la velocidad del collar B en esta posicion. 


l6.7 


Metodo de la aceleracion relativa 


En los apartados 16.5 y 16.6, se analizaron las velocidades de los puntos en un cuer- 
po rfgido que efectuan movimiento en un piano. Se presentaron dos metodos: el de 
la velocidad relativa y el de los centros instantaneos para las velocidades. En este 
apartado se presenta el metodo de la aceleracion relativa , que utiliza la ecuacion 
a s = a A + a /;M para dos puntos en el mismo cuerpo rigido. 

La figura 16.21(a) muestra un cuerpo rigido que realiza un movimiento general 
en un piano. Los vectores de velocidad y aceleracion angulares del cuerpo son co y 
a, respectivamente. Sean Ay B dos puntos en el cuerpo, la aceleracion de B respecto 
de A es, de acuerdo con las ecuaciones (16.8), 


&BIA = (3b/a)« + (a B/a)i 


(16.14a) 


donde las componentes normal y tangencial de la aceleracion relativa son 


(a b/a)« = w x (« x r B/A ) [ (a B , A ) n = r B , A m 2 ] (16.14b) 

(a B/A ), = a x r B , A [{a B/A ), = r B , A a\ (16.14c) 


A 1 sustituir las ecuaciones ( 16 . 14 ) en a g = a A + a g/A se obtiene 


a B = a A + w x (« x r B/A ) + a x r B/A 


(16.15) 
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16.7 


Trayectoria de B 



Trayectoria de A / 


(a) 


(b) 


( a B/A>t = a X r B/A a B/A>n - (0 X (to X r B/A ) 




(C) 


+ 1 o 



(d) 

Movimiento en un piano = Traslacion + Rotation respecto de A 


Fig. P16.58 


En la figura 16.12 se ilustra la interpretation fisica de la ecuacion (16.15). En 
ella se muestra que el movimiento general en un piano es equivalente a la superpo- 
sicion de dos movimientos mas sencillos (esta equivalencia tambien formo la base 
para el analisis de la velocidad relativa): 

1. Una traslacion del cuerpo rigido, donde la aceleracion de cada punto es igual a 
la aceleracion del punto de referencia A (a B = a,), como se muestra en la figura 
16.12(b). 

2 . En las figuras 16.12(c) o (d) se muestra una rotacion del cuerpo rigido respecto 
a un eje fijo en A [a B/A = ( a B/A )„ + (a B/A ),]. La indicacion de un apoyo articulado 
en A refuerza el concepto de que A se considera fijo en el instante en que se 
estudia el movimiento. 

La contribution de la rotacion del cuerpo a la aceleracion de B puede calcularse 
con la notacion vectorial indicada en la figura 16.12(c) o la notacion escalar indica- 
da en la 16.12(d). La eleccion de la notacion es un asunto de preferencia personal. 
Cuando utilice la notacion escalar recuerde que: 1. (a s/A )„ siempre se dirige hacia el 
punto de referencia A, y 2. (a BIA ), es perpendicular a AB y su sentido esta determinado 
por la direccion de la aceleracion angular a del cuerpo (recuerde que a es una pro- 
piedad de este ultimo y que es independiente de la eleccion del punto de referencia). 
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El metodo de la aceleracion relativa consiste en escribir la ecuacion a, ; = 
a A + co X (co X r B/A ) + a X r B/A para dos puntos en el mismo cuerpo rigido y despues 
resolverla para las incognitas. Para el movimiento en un piano, la ecuacion (16.15) 
es equivalente a dos ecuaciones escalares (por ejemplo, las que resultan de igualar 
las componentes horizontales y verticales de ambos lados de la ecuacion vectorial). 
El numero de variables que se presentan en la (16.15) es seis (suponiendo que se 
conoce r s/A ): 


a s : dos variables (magnitud y direccion. o componentes horizontal y vertical) 
a A : dos variables (magnitud y direccion. o componentes horizontal y vertical) 
co: una variable (magnitud co de la velocidad angular) 
a: una variable (magnitud a de la aceleracion angular) 


La ecuacion (16.15) tiene solucion solo si cuatro de las seis variables mencio- 
nadas se conocen de antemano. En general es posible encontrar la velocidad angular 
co del cuerpo mediante el analisis de la velocidad descrito en los apartados previos, 
dejando asf la necesidad de conocer tres variables adicionales (esta situacion es si¬ 
milar a la que se encuentra en el analisis de la velocidad relativa). A esto le sigue que 
es preciso restringir la eleccion de A o B como puntos cuyas aceleraciones contienen 
menos de dos incognitas y que se designan como puntos con importancia cinematica 
para la aceleracion. 

Los pasos en la aplicacion del metodo de la aceleracion relativa son: 


Paso 1: Si se desconoce la velocidad angular co, entonces encuentrela por medio 
del analisis de la velocidad relativa descrito en los apartados previos. 

Paso 2: Identifique dos puntos con importancia cinematica (A y B) en el mismo 
cuerpo rigido. 

Paso 3: Escriba a s = a A + co X (co X r B/A ) + a X r WA . identificando las variables 
desconocidas (puede utilizar la notacion vectorial o escalar). 

Paso 4. Si el numero de incognitas es dos, resuelva la ecuacion. 


Si el numero de incognitas es mayor que dos, el problema puede resolverse 
considerando el movimiento de otros puntos con importancia cinematica. 

El centra instantaneo para las aceleraciones es el punto en el cuerpo que tie¬ 
ne aceleracion cero. En general, los centros instantaneos para las velocidades y las 
aceleraciones no coinciden. Se puede probar que ambos centros coinciden solo si la 
velocidad angular del cuerpo es cero o si este rota respecto a un eje fijo. En princi- 
pio, es posible encontrar el centra instantaneo para las aceleraciones en el caso de 
cualquier cuerpo que realiza movimiento en un piano. Sin embargo, la dificultad 
para localizar este punto usualmente no compensa las ventajas que se obtienen con 
su uso. Por esta razon, en este libro no se emplea el centra instantaneo para las ace¬ 
leraciones. 


Problema de ejemplo 16.10 

La rueda de radio R, que se muestra en la figura (a), gira sin deslizarse. En el instante 
que se indica, su velocidad y aceleracion angulares son u> y a, ambas en sentido 
negativo. Determine los vectores de aceleracion de: 1. C, el punto de contacto sobre 
la rueda, y 2. el punto A. 

Solution 

Comentarios introductorios 

Este problema se resolvera empleando las notaciones escalar y vectorial. Se elige O 
(el centra de la rueda) como el punto de referencia, porque a partir de la ecuacion 
(16.12a) se sabe que su aceleracion es a 0 = Rai, como se ilustra en la figura (b). 

Solution I (uso de la notation escalar) 

Parte 1 

Cuando se usa la notation escalar para relacionar las aceleraciones de C y O, enton- 
ces a ao se calcula suponiendo que el punto O es fijo. Por tanto, se tiene 

a c = a o 


Ra 




Rco 2 


que da 


a c = Rco 2 t Respuesta 

En la figura (b) se muestra este resultado. No obstante que C es el centra instantaneo 
para las velocidades, su aceleracion no es cero. Esto tiene sentido porque la veloci¬ 
dad de C cambia su direction de arriba hacia abajo conforme pasa sobre el punto de 
contacto con el piso. Asf, la aceleracion de C en el instante de contacto es diferente 
de cero y se dirige hacia arriba. 

Parte 2 

Las aceleraciones de A y O se relacionan con 


= a 0 

+ 

&AIO 


Ra a 




Ra 

Rar 

R(( V 

A 






































que da 


Ra 

a a = |_ 

R(a +a> 2 ) 

En la figura (b) tambien se muestra el vector de aceleracion de A. 


Respuesta 


Solution II (uso de la notation vectorial) 

Parte 1 

A1 utilizar la notation vectorial, la relacion entre las aceleraciones de C y D es 
a c = a 0 + a x r c/0 + to x (w x r ao ) 

Cuando se sustituye r ao = —Rj [vease la figura(c)], u> = —cuk y a = — crk, se ob- 
tiene 

ac = /?ai+ (—crk) x (— 7?j) + (—<uk) x [(—<wk) x (—/?j)] 

= Rai — Ra i + (—oik) x (— Rcoi) 

— Rco 2 j Respuesta 

Parte 2 

La relacion entre las aceleraciones de A y O queda, sustituyendo r A;0 = —Ri [vease 
la figura(c)], 

a A — a 0 + a x r AIO + m x (w x r A/0 ) 

= /?ai+ (—ak) x (—Ri) + (—«wk) x [(—&>k) x (— /fi)] 

= /?ai + Raj + (—o>k) x (Rw j) = Rai + Raj + Rco 2 i 
= R(a + co 2 ) i + Raj Respuesta 


Problema de ejemplo 16,11 

En la figura (a) la barra AB del mecanismo que se muestra rota con una velocidad 
angular constante de 3 rad/s, en sentido negativo. Determine la aceleracion angular 
de la barra BC y la aceleracion del deslizador C en el instante en que AB forma un 
angulo de 30° con la horizontal, como se indica. 


B 



(a) 


















Solution 

Comentarios introductorios 


Este problema se resolvera con la notation escalar (Solucion I) y la vectorial (So¬ 
lution II). Debido a que no se ha proporcionado la velocidad angular de la barra 
BC, debe calcularse antes de obtener las aceleraciones. Suponga que esto ya se ha 
hecho, de lo que resulta que co BC = 2.785 rad/s en sentido positivo.* Aun mas, se 
supone que el valor del angulo /3 que se muestra en la figura (b) se ha calculado con 
trigonometria. 

Es evidente que B y C son los puntos de importancia cinematica sobre la barra 
BC: la aceleracion de B puede calcularse a partir del movimiento establecido para la 
barra AB y de que se conoce la trayectoria del punto C. Por tanto, es posible resolver 
el problema al relacionar las aceleraciones de los puntos B y C. 

Se supone que la aceleracion de C se dirige hacia la derecha y que la aceleracion 
angular de BC va en sentido positivo. Se ha dicho que esta ultima es cero. 

Solution I (uso de la notation escalar) 

La aceleracion de C esta relacionada con la de B por medio de 


B 




La observation de la ecuacion (a) revela que tiene dos incognitas: a c y a BC . Al igua- 
lar las componentes horizontal y vertical, se obtienen las dos ecuaciones escalares 
siguientes. 


a c = -45 cos 30° + 8a BC sen 54.34° - 62.05 cos 54.34° (b) 

+j 0 = -45 sen 30° + 8a BC cos 54.34° + 62.05 sen 54.34° (c) 

Para las cuales la solucion es a c = —114.0 pulg/s 2 y a BC = —5.99 rad/s 2 . Por tanto, 

a c = 114.0 pulg/s 2 <— a ac = 5.99 rad/s 2 O Respuesta 

Observe que si co BC no se ha determinado previamente, las ecuaciones (b) y (c) la 
tendrlan como una tercera incognita que impedina resolver las ecuaciones. 


*Vease la solucion del problema de ejemplo 16.5 (metodo de la velocidad relativa) o la del 16.7 (centros 
instantaneos). 
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Solution II (uso de la notation vectorial) 

Los vectores de position relativos que se muestran en la figura (b) son 


y 


r b/a = 5 cos 30°i + 5 sen 30°j 
= 4.330i + 2.500j pulg 

r c/b = 8 cos 54.34°i — 8 sen 54.34°j 
= 4.664i — 6.500j pulg 


La ecuacion de la aceleracion que resuelve el problema es 


(d) 

(e) 


3C = &B + 3(7 B (0 

Ya que la direction de a c es horizontal, se tiene 

a c = a c i (g) 

La aceleracion de B en la ecuacion (f) puede determinarse observando que B se 
mueve sobre una trayectoria circular centrada en A. Por tanto, 

a B = <*ab x r B / A + x (m ab x r B/A ) 

A1 sustituir a AB = 0, m ab = —3k rad/s y r BM de la ecuacion (d), se obtiene 

a B = 0 + (-3k) x [(-3k) x (4.330i + 2.500j)] 

= (-3k) x (—12.99j + 7.500i) 

= —38.97i - 22.50j pulg/s 2 (h) 

De acuerdo con la ecuacion (16.15), la aceleracion de C relativa a B es 

a CIB = &BC X r CIB + X ((OfiC x TqIb) 

Si se sustituye a BC = a sc k, co BC = 2.785k rad/s y r c/B de la ecuacion (e) se deduce 
que: 


a cib = («Bck) x (4.664i - 6.500j) 

+ (2.785k) x [(2.785k) x (4.664i - 6.500j)] 

= 4.664a BC j + 6.500a BC i 
+ (2.785k) x (12.99j + 18. lOi) 

= 4.664« B (-j + 6.500a BC i — 36.18i + 50.4lj pulg/s 2 (i) 

Cuando se sustituyen las ecuaciones (g), (h), e (i) en la ecuacion (f), y se igualan 
los coeficientes de i y j, resultan las dos ecuaciones escalares siguientes. 


ac = —38.97 + 6.500a#c ~ 36.18 
0 = -22.50 + 4.664q' B c + 50.41 


0 ) 

(k) 








Si se resuelven de manera simultanea las ecuaciones (j) y (k), esto da a c 
—114.0 pulg/s 2 y a BC = —5.99 rad/s 2 . Por tanto, 


a c = — 114.01 pulg/s 2 y u BC = —5.99k rad/s 2 Respuesta 


Problema de ejemplo 16.12 

Cuando la conexion articulada en la figura (a) esta en la posicion que se muestra, 
la barra AB rota con velocidad angular co AB = 2.4 rad/s y aceleracion angular a AB = 
1.5 rad/s 2 , ambas en sentido positivo. Determine las aceleraciones angulares de las 
barras BC y CD para esta posicion. 


Solution 

Calculos preliminares 

Este problema se resolvera al emplear la notacion escalar (Solucion I) y la vectorial 
(Solucion II). 

La observation de la conexion articulada de la figura (a) revela que A, B, C y 
D son los puntos de importancia cinematica: Ay D son fijos, y se sabe que las tra- 
yectorias At By C (que son puntos sobre la misma barra rfgida BC) son los cfrculos 
centrados en A y D. respectivamente. La figura (c) muestra los vectores de posicion 
relativos entre los puntos de importancia cinematica. Se encontro que el angulo entre 
BC y la horizontal es 6 = sen '(40/95) = 24.90°. 

Antes de establecer las aceleraciones angulares, es preciso conocer las velocida- 
des angulares de las barras BC y CD. Esas velocidades pueden determinarse ya sea 
con el metodo de la velocidad relativa o con el de los centros instantaneos para las 
velocidades, este ultimo es mas conveniente para este problema. 

En la figura (b) se indica que debido a que v s y v c son horizontales, el centro 
instantaneo para la barra BC esta en el infinito. Por tanto, en ese instante BC se tras- 
lada; es decir, co BC = 0. 

La magnitud de v s es v B = r B/A w AB = 80(2.4) = 192.0 mm/s, el sentido es hacia 
la derecha porque a> AB tiene sentido positivo. Ya que la barra BC se traslada, resulta 
que v c = v B = 192.0 mm/s (todos los puntos de un cuerpo en traslacion tienen la 
misma velocidad), tambien es hacia la derecha. Por tanto, u> CD = v c lr aD = 192.0/120 
= 1.6 rad/s en sentido positivo, como se muestra en la figura (b). Al resumir tales 
resultados en notacion vectorial se tiene 


<j Oab = 2.4k rad/s = 0 w C d = 1.6k rad/s (a) 

Suponiendo que a BC y a CD tienen sentido positivo, las aceleraciones angulares de las 
barras son 



(b) 


A D 



(c) 


a AB — 1.5k rad/s 2 a. BC — a^ck rad/s 2 


a cd = «cok rad/s 2 (b) 




















Solution I (uso de la notation escalar) 

Las aceleraciones de los puntos B y C se relacionan por medio de a c = a s + a G/j . La 
expresion para la aceleracion relativa a c/g se obtiene imaginando que el punto B 
es fijo en el instante de interes. Las aceleraciones a„ y a c se deducen de la rotation 
de las barras AB y CD respecto a los puntos fijos Ay D, respectivamente. Por tanto, 
la relation entre las aceleraciones queda 


a c 



JZ 

c. 


— 120a 


CD 


120(1.6) 2 = 307.2 mm/s 2 


a B + a CIB (c) 



80(2.4) 2 = 460.8 mm/s 2 


La observation de esta ecuacion revela que hay dos incognitas: ot BC y a CD , que 
pueden encontrarse al igualar las componentes horizontal y vertical de la ecua¬ 
cion (c): 


-t* 120 « C d = 120 + 95 a B c sen 24.90° (d) 

+| 307.2 = 460.8 + 95a BC cos 24.90° (e) 

Al resolver las ecuaciones (d) y (e) se obtiene a BC = —1.783 rad/s 2 y a CD = 
0.406 rad/s 2 ; es decir, 

ci BC = 1.783 rad/s 2 O <x CD = 0.406 rad/s 2 O Respuesta 


Solution II (uso de la notation vectorial) 

Los vectores de posicion relativos que se muestran en la figura (c) pueden escribirse 
en forma vectorial: 


r B/A = — 80j mm 


r as = 95 cos 24.90°i - 95 sen 24.90°j 
= 86.171 — 40.00j mm 




r cid = — 120j mm 
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La relacion entre las aceleraciones de B y C es 

ac = + a cm (g) 

Debido a que la trayectoria de C es un circulo centrado en D, entonces 

3c = «CD x r CID + WCD x (<*>CD x *C/D ) (h) 

A1 sustituir los vectores en las ecuaciones (a), (b) y (f), el resultado es 

a c = (« C /)k) x (—120j) + (1.6k) x [(1.6k) x (—120j)] 

= 120acoi+ (1.6k) x (192.0i) 

= 1 20a a) i + 307.2j mm/s 2 (i) 

Cuando se observa que B se mueve sobre una trayectoria circular centrada en A, se 
concluye que 

a B = o cab x r B/A + u AB x (u AB x r B/A ) 

= (1.5k) x (—80j) + (2.4k) x [(2.4k) x (—80j)] 

= 120i+ (2.4k) x (192.Oi) 

= 120i + 460.8j mm/s 2 (j) 

De las ecuaciones (16.13) se obtiene 

a CIB — a BC x r CIB + x {M B c x T c / b ) 

= (a BC k) x (86.171 - 40.00j) + 0 

= 86.17a BC j + 40.00a BC i mm/s 2 (k) 

A1 sustituir las ecuaciones de la (i) a la (k) en la ecuacion (g), e igualar los coefi- 
cientes de i y j, resultan las siguientes dos ecuaciones escalares: 


120a cd — 120 + 40.00o'/ iC 
307.2 = 460.8 + 86.17a BC 


0 ) 

(m) 


A1 resolver las ecuaciones (1) y (m) resulta a BC = — 1.783 rad/s 2 y a CD = 0.406 rad/ 


s 2 , o 


otgc = —1.783k rad/s 2 y a CD = 0.406k rad/s 2 Respuesta 
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Problem as 



Fig. P16.61 


16.61 En un instante dado, los extremos de la barra AB tienen las aceleraciones 
que se muestran. Determine la velocidad y aceleracion angulares de la barra en este 
instante. 

16.62 Una rueda gira sin deslizarse sobre su cubo interior de 12 pulg. La velo¬ 
cidad angular de la rueda es de 3 rad/s. Obtenga la aceleracion del punto D sobre 
el borde de la rueda si la aceleracion angular de esta es: (a) 6.75 rad/s 2 , en sentido 
negativo y (b) 6.75 rad/s 2 , en sentido positivo. 



16.63 Una cuerda esta enrollada alrededor del cubo de un carrete. Un jalon en 
el extremo de la cuerda hace que el carrete ruede sin deslizarse sobre el piano 
horizontal. En cierto instante, la velocidad y aceleracion angulares del carrete son 
como se muestra en la figura. Para este instante, encuentre: (a) la aceleracion del 
punto D sobre el carrete; (b) la aceleracion de B y (c) la aceleracion a 0 del extremo 
de la cuerda. 

16.64 Una cuerda esta enrollada alrededor del cubo de un carrete. Un jalon en el 
extremo de la cuerda hace que el carrete ruede y se deslice sobre el piano horizon¬ 
tal. En cierto instante, la velocidad y aceleracion angulares del carrete son como se 
indica en la figura, mientras que la velocidad y aceleracion del extremo de la cuerda 
son v 0 = 10 pulg/s y a 0 = 20 pulg/s 2 , respectivamente. Para este instante obtenga 
la aceleracion de: (a) el punto D sobre el carrete; (b) el punto A y (c) el punto B. 




Fig. P16.63, P16.64 


Fig. P16.65 



16.65 Cuando 9 = 30°, la velocidad angular de la barra es de 2 rad/s en sentido 
positivo y la aceleracion del deslizador B es de 8 m/s 2 , dirigida hacia la derecha. 
Calcule la aceleracion del deslizador A en este instante. 

16.66 Cuando la varilla AB esta en la posicion horizontal que se muestra, la ve¬ 
locidad y aceleracion del collar son v A = 5 pies/s y a A = 14 pies/s 2 , dirigidas como 
se indica. Obtenga la aceleracion del collar B y la aceleracion angular de la varilla 
en esta posicion. 


Fig. P16.66 
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16.67 La manivela AB rota con velocidad angular constante de 20 rad/s en sentido 
negativo. Determine la aceleracion del piston C cuando 9 = 90°. 



Fig. P16.67 



16.68 En la posicion que se muestra, la velocidad y aceleracion angulares de la 
barra AB son (o An = 3 rad/s (en sentido negativo) y « 1B =12 rad/s 2 (en sentido posi- 
tivo). Calcule la aceleracion del rodillo C en esta posicion. 


16.69 Cuando el mecanismo esta en la posicion que se indica, la barra AB rota 
con la velocidad angular co y la aceleracion angular a, ambas en sentido positivo. 
Determine la aceleracion angular de la barra BC y la aceleracion del rodillo C en 
esta posicion. 



A C 

Fig. P16.69 


16.70 La varilla AB del mecanismo se desliza hacia la derecha con velocidad 
constante de 4 m/s. Encuentre la aceleracion del rodillo C en la posicion que se 
muestra. 


16.71 Cuando el mecanismo esta en la posicion que se indica, la velocidad del co¬ 
llar deslizante es v A = 2 m/s y se incrementa a razon de 1.2 m/s 2 . Para esta posicion, 
calcule las aceleraciones angulares de las barras AB y BC. 


V A 



Fig. P16.71 



0.6 m 


C 



































80 mm 
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16.72 Conforme se extiende el cilindro hidraulico, se eleva el perno B del meca- 
nismo. Cuando el sistema esta en la posicion que se muestra, la velocidad del perno 
B es 40 mm/s hacia arriba, que se incrementa a razon de 80 mm/s 2 . Para este instante, 
determine las aceleraciones angulares de las barras AD y AE. 

16.73 La barra AB rota en sentido negativo con velocidad angular constante de 
20 rad/s. Para la posicion que se indica obtenga las aceleraciones angulares de las 
barras BD y DE. 


Fig. P16.72 


E 0.8 m D 



16.74 La rueda gira sin deslizarse con velocidad angular constante de 0.8 rad/s en 
sentido negativo, mientras que el extremo B de la barra AB se desliza sobre el suelo. 
Calcule la aceleracion de B en la posicion que se muestra. 




16.75 La barra BC del mecanismo rota con velocidad angular constante de 
24 rad/s en sentido negativo. Determine las aceleraciones angulares de las barras AB 
y CD en la posicion que se indica. 




Fig. P 16.75 

16.76 En la posicion que se muestra, la velocidad y la aceleracion angulares de la 
barra CD son 6 rad/s y 20 rad/s 2 , respectivamente, ambas en sentido positivo. Calcu¬ 
le las aceleraciones angulares de las barras AB y BC en esta posicion. 

16.77 La barra AB del mecanismo rota con velocidad angular constante de 3 rad/s 
en sentido positivo. Para la posicion que se muestra, obtenga las aceleraciones angu¬ 
lares de las barras BD y DE. 
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16.78 La rueda gira sin deslizarse sobre la superficie horizontal. En la posicion 
que se muestra, la velocidad angular de la rueda es 4 rad/s en sentido positivo y su 
aceleracion angular es de 5 rad/s 2 en sentido negativo. Encuentre la aceleracion an¬ 
gular de la varilla AB y la aceleracion del deslizador B en esta posicion. 

16.79 El disco rota con velocidad angular constante de 2 rad/s en sentido positivo. 
Para la posicion que se indica, obtenga las aceleraciones angulares de las barras AB 
y BD. 




16.80 El brazo que une las ruedas con friccion Ay B rota con velocidad angular 
co = 5 rad/s y aceleracion angular a = 12.5 rad/s 2 , ambas en sentido positivo. Supon- 
ga que la rueda A es estacionaria y que no existe deslizamiento, entonces determine 
la magnitud de la aceleracion del punto del borde de B que esta en contacto con A. 

16.81 Cuando el mecanismo esta en la posicion que se indica, la velocidad angu¬ 
lar del engrane es 2 rad/s en sentido negativo y su aceleracion angular es de 4 rad/s 2 
en sentido positivo. Obtenga las aceleraciones angulares de las barras AB y BD en 
esta posicion. 



Fig. P16.80 


B 



Fig. P16.81 

16.82 La barra AB del mecanismo rota con velocidad angular constante de 
1.2 rad/s en sentido negativo. Para la posicion que se muestra: (a) compruebe que 
las velocidades angulares de las otras dos barras son co BD = 1.358 rad/s en sentido 
positivo y co DE = 1.131 rad/s en sentido negativo y (b) determine el vector de acele¬ 
racion del punto D. 


B 0.5 m D 



Fig. P16.82 


0.6 m 
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16.8 


Derivadas absolutas y relativas de vectores 


a. Introduction 



Hasta aquf, el analisis cinematico se ha apoyado en las formulas para el movimien- 
to relativo entre puntos del mismo cuerpo. A1 sistema de coordenadas que se ha 
utilizado se le permitio trasladarse pero no rotar. Sin embargo, existe una clase de 
problemas asociada con las conexiones deslizantes en las cuales el punto de interes 
no esta en un cuerpo, pero se conoce su trayectoria relativa a un cuerpo. Para los 
problemas de este tipo es conveniente describir el movimiento del punto respecto a 
un marco de referencia que este integrado al cuerpo. Dicho sistema de coordenadas 
puede rotar y trasladarse. 

En el siguiente ejemplo puede verse la utilidad de un sistema de coordenadas 
que rota. En la figura 16.13, considere el movimiento del collar B deslizandose sobre 
la barra OA en rotacion. Se presentan dos sistemas de coordenadas: los ejes fijos xy 
(con vectores base i y j) y los ejes x'y' giratorios (con vectores base i' y j'), que 
estan integrados en la barra. La trayectoria absoluta de B (que se mide respecto a los 
ejes xy) sera, en general, muy complicada. Sin embargo, la trayectoria relativa de B, 
es decir, la trayectoria en el sistema de coordenadas x'y ', es conocida: es una lfnea 
recta sobre el eje x'. Sean v B/OA y a B , OA la rapidez y magnitud de la aceleracion de B 
respecto a la barra, los vectores velocidad y aceleracion relativos correspondientes 
son simplemente y B/0A = v B/0A i' y a B/0A = a B/0A i'. 

Este ejemplo muestra que en algunos casos la description del movimiento se 
simplifica mucho cuando se usa un sistema de coordenadas en rotacion. En el apar- 
tado 16.9 se mostro como determinar el movimiento absoluto de un punto si su mo¬ 
vimiento relativo se da en un sistema de coordenadas en rotacion. Este apartado esta 
dedicado a la deduction de las formulas necesarias para este calculo. 



Fig. 16.14 


b. Derivadas temporales relativas y absolutas de vectores 

Considere el cuerpo rigido 2d que se mueve en el piano xy, como se muestra en la 
figura 16.14. La figura muestra dos marcos de referencia: 


• El marco de referencia xyz es fijo, los vectores unitarios sobre los ejes se deno¬ 
tan con i, j y k. Un vector V puede expresarse en terminos de los ejes fijos como 


V = VA + Vyj + v z k 


(16.16) 


• La derivada respecto al tiempo de este vector, tambien conocida como derivada 
absoluta, es 


V = 


d\ 

dt 


v x i + Vyj + V z k 


(16.17) 


• Los ejes x'y'z! estan integrados al cuerpo, con vectores unitarios i', j' y k'= k. 
La expresion para V en terminos de las coordenadas integradas es 


V = vj + Vyj ' + VM (16.18) 

La derivada relativa (relativa al cuerpo 2d) de V se define como: 



1 + Vyj ' + V z - k ! 


d Y 
dt 


(16.19) 










16.8 Derivadas absolutas y relativas de vectores 327 


La ecuacion (16.19) representa la razon de cambio de V respecto al marco de re¬ 
ferenda x'y'z es decir, la razon de cambio de V vista por un observador unido 
al cuerpo 28. La derivada absoluta del vector en la ecuacion (16.18) es 


d\ 

dt 


d i' 


dj’ 


dk! 


V x d' + V/j' + Vyk' + V x >— + Vy-f + VV — 


z/V 




d i' 


4T 


eft 

z/k' 


z/ f 


— + V X ’— + L/-F + Vy — 


z/r 


z/f 


dt 


( 16 . 20 ) 


Como los ejes x’y’z’ rotan con el cuerpo, en general las derivadas temporales 
de los vectores base i' y j' no valdran cero (la traslacion de 28 no afecta a las 
derivadas). Sin embargo, para el movimiento en un piano dk’ldt = 0 . 


c. Derivadas de vectores unitarios anclados 

Ahora deducimos las expresiones para las derivadas absolutas de i' y j'. Al observar 
la figura 16.14, pueden escribirse 

i' = cos 0 i + sen 0 j j' = — sen 6 i + cos 6 j 
Por tanto, las derivadas absolutas de los vectores unitarios anclados son: 

di! ■ dj' . 

— = (— sen# i+cos0 j)0 = coj — — cos 0 1— sent? j)0 = —coi ( 16 . 21 ) 
dt dt 

donde co = 9 es la velocidad angular de 28. Al incluir el vector de velocidad angular 
co = tok. las derivadas absolutas tambien pueden escribirse como 


di' 

dt 


— w x 


d\’ 

dt 


= w x j 


dk! 

dt 


= 0 


( 16 . 22 ) 


d. Relaciones entre derivadas absolutas y relativas 

Al sustituir las ecuaciones (16.22) en la (16.20) se obtiene 


d\ (d\\ 

— = ( — ) + Vx'(w X l) + Vy(« X j ) 

dt V dt ) m 


( 16 . 23 ) 


Es posible comprobar facilmente que la ultima ecuacion es equivalente a 



+ w x Y 


( 16 . 24 ) 


La ecuacion (16.24) es conveniente para evaluar la derivada absoluta de un vector 
cuando se conoce su derivada relativa. 
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La expresion para la segunda derivada absoluta de V puede obtenerse al derivar 
la ecuacion (16.24): 


d 2 V 

1 

/(/V\ 

d 

II 

1 

1 ^ 

dt 

\dt ) 

dt 


(df V 
~ { dt 2 


m 


( d -f) t .«v' 

V dt J 


fd\\ 

wx —— + (O x V + (O x 

\ dt 1 m 


/d\\ 

( — ) + to x V 

\ dt I m 


Despues de simplificar, se obtiene 


d 2 \ 

(d 2 \\ 

dt 2 

1 ca 

-*-~4 

l ^ 


/SB 


(d\ 

+ (oxV + (ox((oxY) + 2(ox I — 

V dt 


( 16 . 25 ) 


e. Caso especial: vector anclado en un marco 
de referenda en rotacion 

Si el vector V esta anclado en el cuerpo '-’l\ , sus componentes Vy, Vy y V 7 > permanecen 
constantes, asf que (d\ldt) :t , = 0. En consecuencia, las ecuaciones (16.24) y (16.25) 
quedan 


— = to x V ( 16 . 26 ) 

dt 

d 2 \ 

—— = (oxV+(ox((oxV) ( 16 . 27 ) 

dt A 

f. Nota sobre el movimiento general 

Hasta ahora se ha supuesto que el movimiento ocurre en un piano. Si no es asf, es 
posible demostrar que* 


dM dj’ , d k' , . . 

— = ( 0 x 1 — = (oxj -= (o x k ( 16 . 28 ) 

dt dt dt 

Observe que las primeras dos ecuaciones son identicas a las (16.22). En consecuen¬ 
cia, la derivada absoluta de V en la ecuacion (16.20) se convierte en 


d\ (dS\ 

— = ( — ) + 14/(« x 1 ) + Y v /((o x j ) + Y z /(w x k) 

dt \dt ) m 


que puede escribirse exactamente en la misma forma que la ecuacion (16.24): 


d\ dW\ 

— = — + (o x V 

dt \dt 


Por tanto, se concluye que las ecuaciones de la (16.24) a la (16.27) no estan 
restringidas al movimiento en un piano. 


*Vease Principles of Dynamics, 2a. ed., Donald T. Greenwood, Prentice Hall, 1988, p. 33. 
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16.9 


Movimiento relativo a un marco 
de referenda en rotacion 


Ahora se aplicaran las formulas que relacionan las derivadas absolutas y relativas 
de un vector arbitrario V, que se dedujeron en el apartado anterior, a los vectores de 
velocidad y aceleracion de un punto. Como se muestra en la figura 16.15, sea 31 un 
cuerpo rfgido que ejecuta movimiento en un piano xy, donde el sistema de coorde- 
nadas xyz es fijo. Los ejes x'y'z! estan anclados en el cuerpo y, por tanto, rotan con 
la velocidad angular a> = wk del mismo. En el analisis se trataran los siguientes tres 
puntos: 

• A es el origen del sistema de coordenadas anclado x'y'z'. 

• P es un punto o una partlcula que se mueve independientemente de 31. 

• P' (no se muestra) es un punto anclado en 31 que coincide con P en el instante 
que se muestra. 


(D 



De la figura 16.15, se tiene que r P = r A + r P/A , que al derivarse respecto al tiem- 
po queda 


Vp = V A + V PI A 


(16.29) 


donde 


Vp/A = 


dr pi a 
dt 


( 16 . 30 ) 


La velocidad en la ecuacion (16.30) se mide respecto al sistema de coordenadas 
fijo xyz. Sin embargo, en muchas situaciones es mas facil describir la velocidad de 
P relativa al cuerpo 31 en movimiento. La relacion entre esas dos velocidades puede 
encontrarse al reemplazar V por r m en la ecuacion (16.24) del apartado previo, que da 


dr 


PIA 


dt 


dr 


P/A 


dt 


w x r p/a 


( 16 . 31 ) 


/SB 


donde el submdice “/3l” denota cantidades medidas respecto al cuerpo 31. Al incluir 
la notation 


dr pia 


m 


vp/sa = 


dt 


( 16 . 32 ) 
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para la velocidad de P relativa a 96 y sustituir la ecuacion (16.31) en la (16.29), se 
obtiene 


Vp = v A + co x r p/A + \ Pm ( 16 . 33 ) 

Como P' y A estan anclados al cuerpo 96, la velocidad de P' relativa a A esta dada 
por 


VP'IA = W X Tp/ A 


(l6.34) 


Por tanto, la ecuacion (16.33) puede escribirse en la forma 


Vp 

1 

II 

- < 

+ 

Vp'/A 

1 

+ Vp/gj 

I 

1 

velocidad 

1 

velocidad del 

1 

velocidad de 

1 

velocidad 

de P 

origen de los 

P'relativa 

de P 


ejes x'y'z'- 

a A(P' esta 

relativa 


los cuales 

anclado al 

al cuerpo 96 


estan 

cuerpo (3) y 



anclados 

coincide 



al cuerpo 96 

con P en 




este instante) 



La figura 16.16 muestra los terminos que aparecen en la ecuacion (16.35) (se su- 
pone que la velocidad angular u> tiene sentido positivo). Observe que el movimiento 
se representa como una traslacion y una rotacion del cuerpo, mas la velocidad de 
P relativa al mismo. La velocidad \ P es tangente a la trayectoria absoluta de P, 
mientras que v P/3 es tangente a su trayectoria relativa. El termino de rotacion en la 
figura 16.16 se muestra como el producto cruz vectorial a> X r P/A , pero esto podrfa 
reemplazarse por la notacion escalar de la figura 16.8(d). 



Fig. 16.16 


La aceleracion de P se encuentra al derivar la ecuacion (16.29): 


&P — &A + &P/A 


( 16 . 36 ) 


donde la aceleracion relativa es 


d\p/A d 2 r P/A 

dt 2 


&P/A = 


dt 


(16.37) 
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A1 sustituir r P/A para V en la ecuacion (16.25), se ve que la (16.37) puede escri- 
birse como 


' d 2 r pia\ 

= 1 -Or), 


m x r p/a + m x (m x r P/A ) + 2m x \ Pm ( 16 . 38 ) 


El primer termino de la ecuacion (16.38) es la aceleracion de P relativa al cuerpo ' 


am = 


d 2 r P/A 
dt 2 


( 16 . 39 ) 


/SB 


Los siguientes dos terminos en la ecuacion (16.38) representan la aceleracion de P’ 
relativa a A, a saber 


a p’ia — m x r P / A + m x (m x r P/A ) ( 16 . 40 ) 

El ultimo termino en la ecuacion (16.38) es la aceleracion de Coriolis (en honor al 
matematico frances G. G. Coriolis), se denotara con 


a c = 2m x vp/gj ( 16 . 41 ) 

Observe que la aceleracion de Coriolis representa una interaccion entre la velocidad 
angular del cuerpo y la velocidad de P relativa al cuerpo. 

Al sustituir las ecuaciones de la (16.38) a la (16.41) en la ecuacion (16.36), la 
aceleracion de P sera: 


a P = a A + [m x Tp/a + m x (m x r P/A )] + a P/Si + 2m x y P/ ® ( 16 . 42 ) 


Esta ecuacion tiene una forma con mayor significado ffsico: 


ap = a A + a.p’iA + ap/gj + a c 

III II 

aceleracion aceleracion aceleracion aceleracion aceleracion 
de P del origen de de P' de P relativa de Coriolis 

los ejes x'y'z' relativa a A al cuerpo 9) 
que estan (P' esta inmersa 

anclados al en el cuerpo 9) 
cuerpo 95 y coincide 
con P en 
este instante) 


(16.43) 
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La figura 16.17 muestra los terminos que aparecen en la ecuacion (16.42) (se 
supone que la velocidad angular to y la aceleracion angular to tienen sentido posi- 
tivo). Observe que el movimiento se representa como una traslacion y rotacion del 
cuerpo mas la aceleracion relativa de P relativa al cuerpo mas la aceleracion de 
Coriolis. Los terminos de rotacion en la figura 16.17 se muestran usando sus repre- 
sentaciones vectoriales, to X r m y io X (w X r m ); que pueden reemplazarse por 
las notaciones escalares que se representan en la figura 16.12(d). En la figura 16.17 
se observa que la aceleracion de Coriolis a r es perpendicular tanto a v,, /a como a to. 
Cuando se utiliza la representacion escalar, la magnitud de a c es 2cov P/a y su direc- 
cion se determina al fijar la cola de v Pm y rotar 90° a este vector en la direccion de to. 



“a 



Fig. 16.17 



Problema de ejemplo 16.13 

Como se muestra en la figura(a), el collar P se desliza desde A hacia B sobre una 
varilla semicircular AB cuyo radio es de 200 mm. La varilla rota respecto al perno en 
A y la rapidez constante de P relativa a la varilla es de 120 mm/s. Cuando el sistema 
esta en la posicion que se muestra, la velocidad y la aceleracion angulares de la va¬ 
rilla son co 1/( = 0.8 rad/s en sentido positivo y a AB = 0.5 rad/s 2 en sentido negativo. 
Para esta posicion, determine los vectores de velocidad y aceleracion de P. 


y 

L 



(a) 


Solution 

Comentarios preliminares 

Este problema se resolvera con la notacion escalar (Solucion I) y con la notacion 
vectorial (Solucion II). En ambas se utiliza el punto P', que se identifica como el 
punto sobre AB que coincide con P en el instante de interes. En la figura (b) se pre- 
sentan los vectores de posicion relativos requeridos en las soluciones. 

Observe que: 1. la trayectoria absoluta de P' es un cfrculo centrado en el punto 
fijo A, y 2. la trayectoria de P relativa a AB es un cfrculo centrado en el punto O. 

Solution I (uso de la notation escalar) 

Al establecer en la ecuacion (16.35) que el cuerpo 2S es la varilla AB, entonces la 
velocidad de P se convierte en 




de lo que se encuentra que 


(a) 


(vp) x = 226.2 sen 45° + 120 = 280 mm/s 
(vp) y = 226.2 cos 45° = 160 mm/s 
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200 mm 













o 


Vp 


160 *-322 mm/s 


280 


A1 utilizar la ecuacion (16.43), la aceleracion de P es 


Respuesta 


a P'IA 


a P/AB 


+ 


a c 




200 mm 


P 


120 2 

200 


= 72 mm/s 2 


2(0.8)(120) = 192 mm/s 2 



(b) 


Observe que en la ecuacion (b) la direccion de la aceleracion de Coriolis a c se en- 
cuentra al fijar la cola de \ P/AB y despues rotar este vector 90° en la direccion de u> AB . 
Alin mas, observe que a mB solo contiene la componente normal de v 2 p /AB /rp /0 porque 
la magnitud de v P/AB es constante. Al evaluar las componentes de la ecuacion (b) 
resulta 


(a P ) x = —181 cos 45° - 141.4 sen45° = -228 mm/s 2 
(ap)y = 181 sen 45° - 141.4 cos 45° + 72 + 192 = 292 mm/s 2 


o 


a P 



Respuesta 


Solution II (uso de la notation vectorial) 

De la ecuacion (16.35), la velocidad de P es 


Vp = VA + Vp'/A + Vp/AB 


(c) 


Ya que A es un punto fijo, se tiene 


va = 0 (d) 

Al notar que P ', siendo un punto anclado en la varilla AB, viaja sobre una trayectoria 
circular centrada en A, se obtiene 

Vp'/A — <*>ab x r p'/a — (0.8k) x (200i — 200j) = 160j + 160i mm/s (e) 

















La velocidad de P relativa a la barra AB esta dada igual a 

\p/AB = 1201 mm/s (0 

A1 sustituir las ecuaciones de la (d) a la (f) en la ecuacion (c), la velocidad de P 
queda 

\ P = 0 + (160j + 1601) + ( 1201 ) 

= 280i + 160j mm/s Respuesta 

La aceleracion de P es, de acuerdo con la ecuacion (16.42), 


ap = a A + a p'/a + &p/ab + a c 


(g) 


Ya que A es un punto fijo, se tiene 


a A = 0 (h) 

Si se observa que la trayectoria de P' es un cfrculo con centro en A, la aceleracion 
de P' relativa a A (que tambien es la aceleracion absoluta de P', considerando que 
A es un punto fijo) es 


a P'IA — &AB X f p'/A + &AB X (C Oab X Tp>/a) 

= (-0.5k) x (200i - 200j) + (0.8k) x (1601 + 160j) 

= (—lOOj - lOOi) + (128j - 1281) 

= —228i + 28j mm/s 2 (i) 


La aceleracion de P relativa a AB solo tiene una componente normal porque v PjAB 
es constante. Como la componente normal de la aceleracion relativa se dirige hacia 
el centro de la curvatura de la trayectoria relativa (es decir, hacia el punto O), se 
encuentra que 


v 2 pmr ( 120) 2 , 

a p/ab = (a p/ab),, = —= onn j = 72j mm/s- ()) 

r P/0 200 

La aceleracion de Coriolis a partir de la ecuacion (16.41) es 

a c — 2 m ab x \piab = 2(0. 8 k) x (120i) = 192j mm/s 2 (k) 


A1 sustituir las ecuaciones de la (h) a la (k) en la ecuacion (g), resulta 


a p — 0 + (—228i + 28j) + 72j + 192j 

= —228i + 292j mm/s 2 Respuesta 










Problema de ejemplo 16.14 

En la figura(a), la manivela AB del mecanismo de retorno rapido rota con velocidad 
angular constante (jj ah = 6 rad/s en sentido positivo. Cuando el mecanismo esta en 
la posicion que se muestra, calcule la velocidad y la aceleracion del deslizador B 
relativas al brazo DE, y la velocidad angular y la aceleracion de este ultimo. 



(a) 


Solution 

Comentarios introductorios 

Observe que la trayectoria del deslizador B relativa al brazo DE es la ranura en este 
ultimo. Ya que esta trayectoria relativa es una linea recta, v B/DE y a bide (la velocidad y 
la aceleracion de B relativas al brazo DE) se dirigen a lo largo de la ranura. 

Sea B' el punto sobre DE que coincide con B en el instante de interes. La ve¬ 
locidad y la aceleracion de B a partir de las ecuaciones (16.35) y (16.43), respecti- 
vamente, son v s = v D + v s7D + \ B/DE y a B = a D + a B7D + a BID e + a c , donde a f es la 
aceleracion de Coriolis. Si se observa que D es un punto fijo (v D = 0 y a D = 0 ), las 
ecuaciones de velocidad y aceleracion quedan 


vb = Vb'/d + vb/de (a) 


y 


3 b = a b'ID + &BIDE + ac 


(b) 


Esas ecuaciones se analizaran con la notacion escalar (Solucion I) y la vectorial 
(Solucion II). 
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Una inspeccion de la ecuacion (i) revela que hay dos incognitas, u> DE y v WDE , que 
pueden encontrarse resolviendo las dos ecuaciones escalares equivalentes. 

A1 igualar las componentes horizontal y vertical de ambos lados de la ecua¬ 
cion (i) resulta 

-3+ —60 sen 30° = —16. 13a> DE sen 18.05° — vb/de cos 18.05° (j) 

+]' — 60 cos 30° = 16. 13cl> de cos 18.05° — vbide sen 18.05° (k) 

A1 resolver las ecuaciones (j) y (k) resulta que co DE = —2.486 rad/s y v B/DE = 
44.63 pulg/s, de donde se encuentran los valores 

< o DE = 2.486 rad/sO \b/de = 44.63 pulg/s ^ 18,05 Respuesta (1) 


Aceleracion 

La ecuacion (b) es 



Observe que en la ecuacion (m) la magnitud de la fuerza de Coriolis es a c = 2w DE v WDE 
y su direccion se encuentra al fijar la cola de v B/DE y rotar este vector 90° en la direc- 
cion de co DE . En la ecuacion (m) las incognitas son a DE y a B!DE , que pueden resolverse 
por medio de la igualacion de las componentes horizontal y vertical 

—360cos 30° = — 16.13ao£ sen 18.03 3 

- 99.69 cos 18.05° - ci B ide cos 18.05° 

-221.9 sen 18.05° (n) 

+| —360 sen 30° = 16.13a 0£ cos 18.05° 

— 99.69 sen 18.05° — cibide sen 18.05° 

+ 221.9 cos 18.05° (o) 

Al resolver las ecuaciones (n) y (o) de manera simultanea resulta a DE = —30.35 rad/s 2 
y a B / DE = —340.3 pulg/s 2 . Por tanto, los resultados son 

a DE = 30.35 rad/s 2 D y a bide = 340 pulg/s 2 ^--^T ^ 18 ' 05 Respuesta 















Solution II (uso de la notation vectorial) 

Velocidad 

Primero se calculan los tres terminos que aparecen en la ecuacion (a). 

Ya que B es un punto sobre AB, se tiene 

y b = m A b X r B/A 

= (6k) X (—8.660i + 5.00j) 

= -51.96j - 30.00ipulg/s (p) 

Utilizando el hecho de que B' es un punto sobre DE, se tiene 

Vb'/d = m de x r B '/ D 

= (® D£ k) x (15.341 + 5.00j) 

= \534(d de $ - 5.00ffl D£ i pulg/s (q) 

El vector de la velocidad relativa y wde se encontro en la ecuacion (g): 

yb/de = v B /de(- cos 18.05°i - sen 18.05°j) pulg/s (r) 

A1 sustituir las ecuaciones de la (p) a la (r) en la ecuacion (a) e igualar los coefi- 
cientes de i y j, respectivamente, se tiene 

—30.00 = —5.00 code — yb/de cos 18.05° (s) 

—51.96 = 15.34 code — vsen 18.05° (t) 

Cuando se resuelven las ecuaciones (s) y (t) simultaneamente se obtiene que w DE = 

—2.486 rad/s y v WDE = 44.64 pulg/s, de donde 

c ode = -2.486k rad/s Respuesta 

y 

v BIDE = 44.64(— cos 18.05°i - sen 18.05°j) 

= —42.44i - 13.83j pulg/s Respuesta 

Aceleracion 

Ahora se calcularan los terminos de la ecuacion (b). 

Ya que B es un punto sobre AB, la aceleracion de B queda como 

a B = m ab x ( u AB x r B/A ) 

= (6k) x (—51.96j - 30.00i) 

= 311.8i- 180j pulg/s 2 (u) 

_ ■_ 
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Ya que B' es un punto sobre el brazo DE, se obtiene 

a B'ID = 01 DE x r B'AD + M DE x (C0 o£ X Tg’/ D ) 

= (a D£ k) x (15.341 +5.00j) 

+ (-2.486k) x [(-2.486k) x (15.34i + 5.00j)] 

= 15.34a 0£ j - 5.00a D£ i 
+ (-2.486k) x (—38.14j + 12.43i) 

= 15 .34cy/j/-j — 5.00«/)/-;i — 94.82i — 30.90j pulg/s 2 (v) 

El vector de aceleracion de B relativo al brazo DE se dio en la ecuacion (h) como: 

a bide = ob/de(- cos 18.05°i - sen 18.05°j) pulg/s 2 (w) 

De la ecuacion (16.41), la aceleracion de Coriolis sera 

a c = 2 &de x v B /de 

= 2(—2.486k) x (—42.44i — 13.83j) 

= 21 l.Oj — 68.76i pulg/s 2 (x) 

Al sustituir las ecuaciones de la (u) a la (x) en la ecuacion (b) e igualar los coefi- 
cientes de i y j, respectivamente, resulta 

311.8 = — 5.00 (%de — 94.82 — @b/de cos 18 . 05 ° — 68.76 (y) 

—180 = 15 . 34 oiaE — 30.90 — cibide sea 18 . 05 ° + 211.0 ( z ) 

Cuando se resuelven las ecuaciones (y) y (z) simultaneamente se deduce que 
a DE = —30.35 rad/s 2 y a B/DE = —340.3 pulg/s 2 . Por tanto, los resultados escritos en 
notacion vectorial son 

a DE = -30.35k rad/s 2 Respuesta 


y 


a bide = 340.3(cos 18.05°i + sen 18.05°j) 
= 323.6i + 105.4j pulg/s 2 


Respuesta 
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Problemas 


16.83 La varilla OB rota en sentido positivo con velocidad angular constante de 
30 rev/min. A1 mismo tiempo, el collar A se desliza hacia B con la rapidez constante 
de 3 pies/s relativa a la varilla. Utilizando un marco de referenda giratorio anclado 
a OB, calcule la aceleracion del collar cuando R = 0.6 pies y 6 = 0. (Este proble- 
ma tambien podrfa resolverse empleando coordenadas polares, vease el problema 
13.33.) 

16.84 Los marcos triangulares 28 en las figuras (a) y (b) rotan respecto de A con 
una velocidad angular constante de 2 rad/s. A1 mismo tiempo, el deslizador P se 
mueve hacia la derecha con la rapidez constante de 0.2 m/s relativa al marco. Deter¬ 
mine la aceleracion de P en las posiciones que se muestran. 





Fig. P16.84 

16.85 La varilla OAB rota con velocidad angular constante co = 5 rad/s en sentido 
positivo. En la posicion que se muestra, el collar P se desliza hacia A con una rapidez 
constante de 0.8 m/s, incrementandose a razon de 8 m/s 2 , ambas medidas relativas a 
la varilla. Obtenga la aceleracion de P en esta posicion. 

16.86 En la posicion que se muestra, la placa ranurada 28 rota respecto al perno 
A con velocidad angular de co = 3 rad/s (sentido positivo) y aceleracion angular de 
a = 6 rad/s 2 (sentido negativo). El deslizador P se mueve sobre la ranura con rapidez 
constante de 36 pulg/s relativa a la placa, en la direccion que se indica. Calcule los 
vectores de velocidad y aceleracion de P en este instante. 



36 pulg/s 
P 


y 



Fig. P16.85 


Fig. P16.86 
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16.87 La varilla telescopica AB se extiende a razon constante de 2 m/s conforme 
rota respecto de A con velocidad angular constante co en sentido positivo. En el ins- 
tante que se muestra, el vector de velocidad del extremo B se dirige hacia donde se 
indica. Encuentre co y el vector de aceleracion de B en este instante. 



16.88 El collar P se desliza sobre la varilla gufa semicircular. Un perno unido al 
collar mantiene la ranura en el brazo rotatorio AB. Cuando 6 = 45°, la velocidad y 
la aceleracion angulares de AB son co = 4 rad/s y a = 12 rad/s 2 , ambas en sentido 
positivo. Determine la rapidez y el vector de aceleracion del collar P en este instante. 


y 



Fig. P16.88 


16.89 El perno P, unido a la varilla deslizante PD, mantiene una ranura en el bra¬ 
zo giratorio AB. La varilla PD se desliza hacia la izquierda con velocidad constante 
de 1.2 m/s. Determine la velocidad y la aceleracion angulares de AB cuando 6 = 60°. 




Fig. P16.90 


16.90 El disco ranurado rueda sin deslizarse. En la position que se muestra, la 
velocidad angular del disco es de 5 rad/s en sentido negativo y la aceleracion angular 
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es de 2 rad/s 2 en sentido positivo. En la misma posicion, la velocidad y la aceleracion 
del deslizador P relativas a la rueda son de 6 pies/s y 28 pies/s 2 , respectivamente, 
ambas se dirigen hacia abajo. Encuentre la aceleracion de P en esta posicion. 

*16.91 El extremo A de la barra ABD se empuja hacia la derecha con la rapidez 
constante de 2 pies/s. Cuando 9 = 30°, determine: (a) la velocidad angular de la 
barra, y (b) las componentes del vector de aceleracion del punto B que son paralela 
y perpendiculares a la barra. 

16.92 El collar C se empuja sobre la barra horizontal con el perno P que se des- 
liza en el brazo ranurado AB. El brazo rota con velocidad angular constante de u> = 
4 rad/s en sentido positivo. En la posicion que se muestra obtenga: (a) la velocidad 
de P relativa a AB, y (b) la aceleracion de P relativa a AB. 

16.93 La manivela AD rota con velocidad angular constante de 8 rad/s en sentido 
negativo. Para la posicion que se indica, determine la rapidez angular de la varilla 
BE y la velocidad del deslizador D relativa a BE. 


D 




Fig. P16.94 


16.94 El agua que entra al tubo doblado en A se descarga en D. El tubo rota 
respecto de A con la velocidad angular constante co = 10 rad/s y el agua tiene una 
rapidez constante de 12 pies/s relativa al tubo. Encuentre la aceleracion del agua: 
(a) inmediatamente despues de entrar al doblez en B, y (b) justo antes de que se 
descargue en D. 




Fig. P16.92 



16.95 En la figura se muestra un mecanismo, llamado tope Ginebra, que convierte 
la velocidad angular constante del disco si en un movimiento de “parar y avanzar” 
del disco ranurado 2S. En la posicion que se muestra, el perno P, que esta unido a si, 
acaba de entrar a la ranura en el disco 91. Calcule la aceleracion angular de 91 para 
esta posicion. (Observe que su velocidad angular es cero en este instante.) 

16.96 El brazo AB rota con rapidez angular constante de 4 rad/s en sentido po¬ 
sitivo. Al mismo tiempo, el disco gira con rapidez angular de 8 rad/s relativa a AB 
en sentido negativo. Determine la aceleracion del punto P sobre el borde del disco: 
(a) considerando que (a) es AB un marco de referenda en rotacion, y (b) empleando 
el metodo de la aceleracion relativa del apartado 16.7. 
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16.97 El disco rueda sin deslizarse sobre la superficie horizontal con velocidad 
angular constante de 2 rad/s en sentido positivo. El perno P, unido al borde del disco, 
mantiene la ranura en el brazo AB giratorio. Calcule la velocidad y la aceleracion 
angulares de AB cuando el sistema esta en la posicion que se muestra. 



16.98 La varilla AB del mecanismo rota con rapidez angular constante de 8 rad/s 
en sentido negativo. Para la posicion que se muestra, calcule la velocidad angular 
de la varilla BE. 


y 



*16.10 


Metodo de las restricciones 


En el apartado 15.3, se demostro como las ecuaciones de restriction y sus deriva- 
das temporales pueden utilizarse para resolver los problemas de la cinematica de 
partfculas. Esta tecnica tambien se aplica a la cinematica de los cuerpos rfgidos. 
Entonces, primero se extendera a estos liltimos la terminologfa que se presento en 
el apartado 15.3: 

• Restricciones cinematicas: son las restricciones geometricas impuestas sobre el 
movimiento de los puntos en los cuerpos. 

• Ecuaciones de restriccion: expresiones matematicas que describen las restric¬ 
ciones cinematicas en terminos de las coordenadas de posicion. 
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• Coordenadas cinematicamente independientes : son las coordenadas de posi¬ 
cion que no estan sujetas a las restricciones cinematicas. 

• Numero de grados de libertad: el numero de coordenadas cinematicamente in¬ 
dependientes que se requieren para una completa descripcion de la configura- 
cion de un cuerpo o un sistema de cuerpos. 


y 



El termino “coordenada de posicion” puede referirse a la coordenada de un 
punto o a la de la posicion angular de una recta. Como ejemplo, considere el sistema 
que se muestra en la figura 16.18. Esta presenta tres coordenadas de posicion: 

1. El angulo 6 es la coordenada de posicion angular de la recta OA sobre el disco. 

2. El angulo 4> es la coordenada de posicion angular de la biela AB. 

3. La distancia x B es la coordenada de posicion rectilinea del deslizador B. 

Debido a que el punto A es comun al disco y a la biela, las coordenadas x y y de 
A sobre el disco son iguales a las de A sobre la biela; es decir, 

a cos 0 = xg — b cos (f> (a) 

a sen 0 = b sen <p (b) 

(a) y (b) son las ecuaciones de restriction para el sistema. Observe que, debido 
a la conexion en A, el sistema solo tiene un grado de libertad; es decir, solo una de 
las coordenadas (0, <l> o x H ) es cinematicamente independiente. Por ejemplo, si se da 
0, las ecuaciones de restriccion determinan <b y x B . 

Las relaciones entre las velocidades se obtienen al derivar las ecuaciones de 
restriccion respecto al tiempo: 


—a sen 6 ■ 9 = x b + b sen 4> ■ <p (c) 

a cos 0 ■ 6 — b cos <p ■ 4> (d) 


donde <f>y 6 son las velocidades angulares del disco y la biela, respectivamente, y x B 
es la rapidez del punto B. Si se necesitan las aceleraciones, entonces las ecuaciones 
(c) y (d) pueden derivarse otra vez respecto al tiempo. 











Problema de ejemplo 16.15 

La posicion angular de la barra AB esta controlada por la varilla deslizante CD. Si la 
velocidad constante de CD es v 0 en la direccion que se indica, determine la velocidad 
y la aceleracion angulares de AB como funciones del angulo 9. 



Solution 

La figura muestra dos coordenadas de posicion: la de posicion angular 0 de la barra 
AB y la x c del punto C en la varilla deslizante. Sin embargo, como C siempre esta 
en contacto con la barra AB (vease la figura), las dos coordenadas estan sujetas a la 
restriccion: 


xc = h cot 0 (a) 

Asf el sistema solo tiene un grado de libertad. 

A1 derivar la ecuacion (a) respecto al tiempo resulta: 


kc = —hQ cosec 2 0 


Al sustituir x c = — v 0 y despejar a 0, se obtiene la velocidad angular de la barra AB 


co — 6 = — sen 2 9 
h 


Respuesta 


La aceleracion angular de AB se deduce al derivar su velocidad angular: 


La sustitucion para 6 resulta 


a — 6 = — (2 sen 9 cos 9)9 
h 


a = — (2 sen 9 cos 9)( — sen 2 tA = —^ sen 3 9 cos 9 Respuesta 

h \ h / h- 






















Problema de ejemplo 16.16 

La barra AB rota con rapidez angular constante de 3 rad/s en sentido negativo. Cuan- 
do 9 = 30°, determine: 1. la velocidad y la aceleracion angulares de la barra BC, y 
2. la velocidad y aceleracion del collar deslizante C. (Nota: este problema se presen- 
to antes como los de ejemplo 16.5, 16.7 y 16.11). 


B 



Solution 

Calculos preliminares 

Las posiciones de las barras AB y BC estan definidas por las tres coordenadas (9, 
f3, x c ) que se muestran en la figura. Sin embargo, el mecanismo solo tiene un grado 
de libertad porque existen dos ecuaciones de restriccion debido a la conexion en el 
perno B. A1 igualar las coordenadas del punto B en las barras AB y BC, se obtiene 


5 cos 9 = xq — 8 cos /S 
4 + 5 sen 0 = 8 sen j3 


Cuando 9 = 30°, la ecuacion (b) da 


(a) 

(b) 


4 + 5 sen 30° 
p = sen - 


54.34° 


Parte 1 

Cuando se deriva la ecuacion (b) respecto al tiempo, se tiene 

5 cos 9-9 = 8 cos /3 ■ f3 (c) 


o 


5 cos 9 ■ 

- 9 

8 cos p 


Al sustituir 9 = 30°, [3 = 54.34° y 9 (el signo menos indica que 9 y 9 tienen sentidos 
opuestos), se deduce que 


5 cos 30° 

8 cos 54.34° 


(-3) = -2.785 rad/s 
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De este modo, la velocidad angular de la barra BC es 

o>bc = 2.79 rad/s (sentido positivo) Respuesta 

Cuando se deriva la ecuacion (c) respecto al tiempo se obtiene 


5(cos0 • 0 — sen 6 ■ 6 2 ) = 8(cos fi ■ — sen fi ■ fi 2 ) 

Por tanto, 

■■ 5(cos0 • 9 — sen0 • 0 1 ) + 8 sen/I ■ fi 2 
8 cos fi 


En 6 = 30°, se tiene 


.. 5[0 — sen 30°(—3) 2 ] + 8 sen 54.34° (—2.785) 2 2 

B = - = 5.985 rad/s 

8 cos 54.34° 


Entonces la aceleracion angular de BC es 


c(bc = 5.99 rad/s - (sentido negativo) 


Respuesta 


Parte 2 

Al derivar respecto al tiempo la ecuacion (a) da: 

—5 sen 6 ■ 6 = xc + 8 sen /l • /3 
Cuando se despeja a x c resulta 


xc — — (5 sent? • 9 + 8 sen /6 ■ /3) (d) 

En 6 = 30°, esto implica 

x c = —[(5 sen30°)(—3) + (8sen54.34°)(-2.785)] = 25.60 pulg/s 
Por tanto, la velocidad de C es 

v c = 25.6 pulg/s Respuesta 

La aceleracion de C se obtiene al derivar la ecuacion (d): 

x c = —5(sen0 • 0 + cos 9 ■ Q 2 ) — 8 (sen/l • ft + cos p ■ fi 2 ) 
que en 0 = 30° resulta: 

x c = —5[0 + cos 30°(—3) 2 ] - 8[sen54.34°(5.985) + cos54.34°(-2.785) 2 ] 

= —114.0 pulg/s 2 
Por tanto, la aceleracion de C es: 

cic = 114.0 pulg/s 2 


Respuesta 
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Problemas 


Nota: los siguientes problemas deben resolverse derivando la ecuacion de restric- 
cion. 

16.99 Cuando la manivela AB de la yunta escocesa esta en la posicion 0 = 40°, 
su velocidad angular es de 8 rad/s y su aceleracion angular de 140 rad/s 2 , ambas en 
sentido negativo. Calcule la velocidad y la aceleracion de la varilla deslizante D 
en esta posicion. 

16.100 El collar B se desliza hacia la derecha con rapidez constante de 1.4 m/s. 
Cuando la barra AB esta en la posicion 0 = 20°, determine: (a) la velocidad del collar 
A; y (b) la aceleracion de A. La longitud de la barra es L = 1.8 m. 



A 



Fig. P16.101 



16.IOI En la posicion 0 =25°, el collar A se desliza hacia la izquierda y su rapidez 
disminuye a razon de 36 pulg/s 2 . Si la aceleracion del extremo B de la varilla AB es 
cero en esta posicion, obtenga la velocidad y la aceleracion angulares de AB. 


16.102 Cuando 0 = 60°, la varilla AB del mecanismo se desliza hacia la izquierda 
con una rapidez de 1.2 m/s. Encuentre la velocidad angular de la barra CD en esta 
posicion. 


C 



Fig. P16.102 


16.103 La conexion articulada OA del brazo del robot rota con la velocidad an¬ 
gular constante 6 = 0.8 rad/s. A1 mismo tiempo, el extremo B del brazo AB traza 
la recta vertical x = 0.8 m. Determine la velocidad angular y la aceleracion de la 
conexion articulada AB cuando 6 , = 30°. Suponga que 0 2 < 90°. 



Fig. P16.103 
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Fig. P16.104 



A 


Fig. P16.109 


16.104 La varilla AD se desliza en el collar fijo E con una rapidez constante v 0 . 
Encuentre: (a) la velocidad angular, y (b) la aceleracion angular de la barra AB como 
funciones del angulo 6. 

16.105 La varilla AD se desliza en el collar fijo E con la rapidez constante v 0 . De¬ 
termine: (a) la velocidad angular, y (b) la aceleracion angular de la barra AB como 
funciones del angulo 6. Observe que el eje del disco esta unido al collar E. 


A 


B 


Fig. P16.105 Fig. P16.106, P16.107 

16.106 La leva circular tiene radio R y una excentricidad e = R. El seguidor A se 
mantiene en contacto con la superficie de la leva mediante un resorte de compresion. 
Suponga que la leva parte del reposo en 9 = 0 y acelera a razon constante 0 y en¬ 
cuentre la aceleracion del seguidor como una funcion de 6. 

16.107 El radio de la leva circular es R = 100 mm y su excentricidad es e = 
60 mm. Si la rapidez angular de la leva es de 1000 rev/min, calcule la velocidad del 
seguidor A cuando 9 = 60°. 

*16.108 El extremo fibre de la cuerda unida a la barra AB se jala hacia abajo a 
razon de 2 pies/s. Encuentre la velocidad angular de AB cuando 6 = 20°. 





Fig. P16.108 

16.109 En el instante en que 0 = 30°, el collar D se desliza hacia arriba con una 
velocidad constante de 3 m/s. Obtenga la velocidad y la aceleracion angulares de la 
barra ABC en este instante. 
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l6.H0 La varilla BC se desliza en el manguito articulado D conforme la barra AB 
rota con la velocidad angular constante 0 = 0.8 rad/s. Determine la velocidad angu¬ 
lar de la varilla BC en las dos posiciones donde 0 2 = 30°. 

l6.Hl El collar C se desliza sobre la varilla gufa horizontal con la velocidad cons¬ 
tante v 0 . La varilla CD esta libre para deslizarse en el manguito B, que esta unido de 
manera rigida a la barra AB. Obtenga la velocidad y la aceleracion angulares de la 
barra AB en terminos de v 0 , by 0. ( Sugerencia: u>ab = u>cd-) 


v o 




Fig. P16.110 


Fig. P16.111 

16.112 El engrane de radio R rueda sobre la cremallera horizontal. El perno G 
en el centra del engrane se mantiene en una ranura en el brazo AB, que rota con 
velocidad angular constante 9. Determine la aceleracion angular del engrane cuando 
9 = 50°. 

16.113 Para el mecanismo que se muestra, encuentre la rapidez y la magnitud de 
la aceleracion del collar C en terminos de b, 9, 9 y 9. 


B 




Fig. P16.113 


16.114 Si la velocidad del deslizador A es constante, deduzca las expresiones 
para: (a) la velocidad, y (b) la aceleracion del deslizador B en terminos del angulo 9. 



Fig. P16.114 
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Resumen de ecuaciones 


Movimiento angular en un piano de un cuerpo rfgido 

dO dco d 2 0 du> 

co = — a = — = —- = co — 
dt dt dt 2 dO 

Rotacidn respecto a un eje fijo La velocidad y las componentes de 

la aceleracion de un punto en un cuerpo son: 

2 V 2 

v = Rw a„ — Ra>~ = — = vco a, = Ra 

R 

v = «xr a„ = w x v = w x (w x r) a, = « x r 


R = distancia radial a partir del eje, 

r = vector desde cualquier punto sobre el eje hasta el punto en el cuerpo. 

Movimiento relativo Los puntos Ay B estan en el mismo cuerpo rfgido. 
La velocidad y aceleracion relativas son: 


Vb/A = fB/ACn 

Vbia = « x r b/a 


(«««)(! = r B /A(n~ = ( abm )/ = r B/A& 

rB/A 

(a bia)„ — w x x bia = to x (w x r B/A ) 


(a B/A)t = a x r B/A 


Rodamiento sin deslizamiento La velocidad y la aceleracion del 
centra O de un disco son: 


v 0 = Rco a 0 = Ra 


R = radio del disco 


Movimiento relativo a un marco de referenda en 

rotadon El marco de referencia esta anclado en el cuerpo 'A que rota con velo¬ 
cidad angular a> y aceleracion angular m. La velocidad y la aceleracion del punto P 
(no necesariamente en el cuerpo) son 


VP = VA + « X rp/A + Vp/sa 

ap=a A + [tox r P/A + w x (w x rp /A )] + a + 2w x x Pm 
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Problem as de repaso 

16.115 En la posicion que se muestra, las velocidades de los vertices A y B de la 
placa son v A = 9.53j - 4.0k pies/s y v s = ui + 6.93k pies/s, donde u es una incogni¬ 
ta. Si se sabe que la placa rota con una velocidad angular constante respecto a un eje 
que pasa por O, determine: (a) la velocidad angular de la placa, y (b) la aceleracion 
del vertice A. 


z 



16.116 La aceleracion angular del cuerpo que efectua movimiento en un piano es 
a = 6f + k rad/s 2 , donde t esta en segundos y k es una constante. Cuando t = 0, la 
coordenada de posicion angular del cuerpo es 0 = —4 rad y su velocidad angular 
es co = 6 rad/s. Cuando t = 2 s, la coordenada de posicion angular es 6 = —8 rad. 
Determine la aceleracion angular del cuerpo cuando t = 3 s. 



Fig. P16.116 


16.117 Los puntos Ay B estan fijos en el disco que rota respecto al perno en O. En 
el instante que se muestra, la aceleracion de A es a A = —6.28i - 0.72j m/s 2 . Determi¬ 
ne el vector de aceleracion de B en este instante. 

16.118 Cuando 6 = 30°, la velocidad y la aceleracion angulares del brazo AB son 
6 = 2 rad/s y 6 = 1.5 rad/s 2 . Calcule la velocidad y la aceleracion del punto C para 
esta posicion. 



Fig. P16.118 

16.119 El rodillo C se mueve sobre la ranura con la rapidez constante de 60 pulg/s. 
Encuentre las velocidades angulares de las barras AB y BC en la posicion que se 
indica. 


y 
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16.120 La varilla doblada ABC rota respecto al eje AB. En la posicion que 
se muestra, la velocidad angular y la aceleracion de la varilla son co = 6 rad/s y 
co = —25 rad/s. Determine la velocidad y aceleracion del extremo C en esta posicion. 


z 






16.121 Si se sabe que el rodillo D se mueve hacia la izquierda con la rapidez cons- 
tante de 5 pies/s, encuentre la velocidad del rodillo A en la posicion que se indica. 

16.122 El disco rota con velocidad angular constante de 2 rad/s en sentido negati- 
vo. Determine las aceleraciones angulares de las barras AB y BC en la posicion que 
se muestra. 


16.123 La barra AB del mecanismo rota con velocidad angular constante de 
4.5 rad/s. Obtenga la aceleracion angular de la barra BC y la aceleracion del desliza- 
dor C en la posicion que se indica. 


C 




Fig. P16.124 


16.124 El balancm OA rueda sin deslizarse sobre la superficie horizontal. En la 
posicion que se muestra, la velocidad angular del balancfn es de 7 rad/s en sentido 
negativo. Determine la velocidad angular de la conexion articulada BC en esta po¬ 
sicion. 


16.125 La barra AB rota con una velocidad angular constante de 3 rad/s en sentido 
positivo. (a) Compruebe que en la posicion que se muestra las velocidades angulares 
de las barras BC y CD son 1.2 rad/s (sentido positivo) y 3 rad/s (sentido negativo), 
respectivamente. (b) Encuentre las aceleraciones angulares de las barras BC y CD 
en la misma posicion. 


Fig. P16.125 
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16.126 La barra AB rota con velocidad angular constante de 72 rad/s en sentido 
negativo. Cuando el mecanismo esta en la posicion que se muestra, determine la 
velocidad angular de la placa BCD y la magnitud de la velocidad del vertice D. 

16.127 En la posicion que se indica, la varilla doblada AB rota respecto de A con 
la velocidad angular co = 6 rad/s y la aceleracion angular d> = 18 rad/s 2 . A1 mismo 
tiempo, el collar D se desliza sobre la varilla con la velocidad v = 3 pies/s y con 
aceleracion v = —4 pies/s 2 (medida respecto a la varilla). Obtenga la aceleracion del 
collar D en esta posicion. 


C 



y 



Fig. P16.126 



Fig. P16.128 


16.128 El perno F, que esta unido a la varilla AF, se mantiene en una ranura en 
la barra BD de la conexion en forma de paralelogramo ABDE. La barra AB de dicha 
conexion tiene una velocidad angular constante de 15 rad/s en sentido positivo. Para 
la posicion que se muestra, determine la aceleracion angular de la varilla AF y la 
aceleracion del perno F relativa a la barra BD. 

16.129 La barra AB de la conexion rota con velocidad angular constante de 10 
rad/s. Para la posicion que se muestra, determine: (a) las velocidades angulares de 
las barras BC y CD, y (b) las aceleraciones angulares de las barras BC y CD. 



Fig. P16.129 
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16.130 En la posicion que se muestra, la velocidad y la aceleracion angulares de 
la varilla AB son 6 rad/s y 8 rad/s 2 , respectivamente, ambas en sentido positivo. Para 
esta posicion, calcule: (a) la velocidad del collar A, y (b) la aceleracion del collar A. 



16.131 La barra curva esbelta OC rota respecto de O. En el instante que se mues¬ 
tra, la velocidad angular de OC es de 2 rad/s y su aceleracion angular es cero. En- 
cuentre la aceleracion angular de la barra AB en este instante. 



Fig. P16.131 












17 1 

Cinetica plana de cuerpos 
rfgidos: metodo de 
fuerza-masa-aceleracidn 




17.1 


Introduction 


Este capftulo presenta el metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA) del analisis 
cinetico para los cuerpos rfgidos con movimiento en un piano. Las ecuaciones de 
movimiento, que son la base del metodo, pueden obtenerse de los resultados para 
los sistemas de partfculas del capftulo 15, considerando a un cuerpo rfgido como un 
conjunto de partfculas en el que las distancias entre estas permanecen constantes. 
Las ecuaciones resultantes se conocen como leyes del movimiento de Euler. La 
primera ley gobierna el movimiento del centra de masa del cuerpo; es identica a 
la ecuacion de movimiento del centra de masa de un sistema de partfculas. La se- 
gunda ley, que rige el movimiento de rotacion del cuerpo, es la relacion momento- 
cantidad de movimiento angular para un sistema de partfculas. Cuando esta ley se 
especializa en un cuerpo rfgido, da origen al concepto de momento de inercia de 


Si la aceleracion es suficientemente 
grande, el neumatico delantero de la 
motocicleta se levantara del suelo 
y asi el vehiculo solo se apoyara en 
el neumatico trasero. Esto se 
investiga en el problema 17.18. 

(© iStockphoto.com/Bernhard 
Weber) 
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masa, que es el tema del proximo apartado. Los apartados subsecuentes deducen la 
expresion para la cantidad de movimiento angular de un cuerpo rfgido y analizan 
las ecuaciones de movimiento y su aplicacion empleando diagramas de cuerpo libre 
y de masa-aceleracion. En la conclusion del capitulo se muestra como la historia del 
movimiento puede determinarse al integrar las ecuaciones de movimiento. 


Momento de inercia de masa; 
cuerpos compuestos 

En este apartado se presenta el momento de inercia de masa de un cuerpo respecto 
a un eje. El apendice F contiene un analisis mas amplio del momento de inercia de 
masa, incluyendo su calculo por medio de la integracion. 


17.2 


Momento de inercia de masa 



La figura 17.1 muestra un cuerpo de masa m que ocupa la region T; r es la distancia 
perpendicular del eje a a la diferencial de masa dm del cuerpo. El momento de iner¬ 
cia de masa del cuerpo respecto al eje a se define como 


4 = / 

Jr 


r 2 dm 


( l 7 - l ) 


En breve se vera que esta integral es una medida de la habilidad del cuerpo para 
resistir un cambio en su movimiento angular respecto al eje a, justo como la masa 
del cuerpo es una medida de su capacidad para resistir un cambio en su movimiento 
de traslacion. 

De su definicion se observa que el momento de inercia de masa es una cantidad 
positiva con la dimension [ML 2 ]. En unidades del SI, /„ se mide en kg ■ m 2 . En el sis- 
tema ingles, I a se mide en slug • pie 2 , o de manera equivalente, en lb • pie ■ s 2 . (Nunca 
se emplea slug • pulg 2 porque las unidades de longitud serian inconsistentes, un slug 
equivale a 1 lb ■ s 2 /pie.) 


b. Radio de giro 

El radio de giro k„ del cuerpo respecto al eje a se define como 



(17-2) 


No obstante que la unidad del radio de giro es de longitud (por ejemplo, pies, me¬ 
tros), no es una distancia que pueda medirse ffsicamente. En lugar de ello, solo es 
posible obtener su valor con la ecuacion (17.2). El radio de giro nos permite compa- 
rar las resistencias de rotation de los cuerpos cuya masa es igual. 
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c. Teorema de los ejes paralelos 

Considere los dos ejes paralelos que se muestran en la figura 17.2. La ubicacion del 
eje a es arbitraria. El otro, que pasa por el centra de masa G del cuerpo, es el eje 
central a* 

Si d es la distancia entre los dos ejes, entonces el teorema de los ejes paralelos 
establece que 


4 = 4 + md 2 (17.3) 

donde m es la masa del cuerpo, 4 es el momento de inercia del cuerpo respecto al eje a, 
e I a es su momento de inercia respecto al eje central a. Observe que si se conoce el 
momento de inercia respecto a un eje central, entonces el teorema de los ejes parale¬ 
los puede utilizarse para calcular el momento de inercia respecto a cualquier eje pa- 
ralelo sin necesidad de recurrir a la integration. La tabla 17.1 enlista los momentos 
de inercia respecto a los ejes centrales para algunos cuerpos homogeneos. 

Precaucion El teorema de los ejes paralelos solo se aplica si uno de ellos es un eje 
central. 

Prueba 

Para probar el teorema de los ejes paralelos, considere el cuerpo de masa m que 
ocupa la region T que se muestra en la figura 17.3. El origen O de los ejes xyz es 
arbitrario, pero x'y'z' son ejes centrales paralelos a los ejes xyz. Las coordenadas 
del centra de masa G relativas a los ejes xyz se denotan con x , y y z . Sea dm un 
elemento de masa differencial del cuerpo, que se localiza en P. Debido a que la 
distancia perpendicular del eje z a P es r = (x 2 + y 2 ) 1 ' 2 , el momento de inercia del 
cuerpo respecto al eje z es 

4 = / r 2 dm = / (v 2 + y 2 ) dm (a) 

Jr Jr 


a 




* A cualquier eje que pase por el centro de masa le llamaremos eje central. El eje central a es el paralelo 
al eje a. 
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Tabla 17.1 Momentos de inercia de masa de cuerpos homogeneos 
(p = densidad) 
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A1 sustituir jr = x'+xyy=y'+y resulta 


h = 


a 


(*' + xf + (/ + y) 


-\2 


dm 


(b) 


Cuando se expanden y reacomodan los terminos se obtiene 

I z = I {x a + y' 1 ) dm + / (i 2 + y 2 ) dm + 2x I x' dm + 2y I y'dm (c) 

Jr Jr Jr Jr 

Ahora considere cada una de las integrales que aparecen en esta ecuacion. La prime- 
ra es igual a L. el momento de inercia respecto al eje z!. Ya que z' es un eje central 
(que pasa por G), este termino puede escribirse como I z . Sea d = ( x 2 + y 2 ) 1/2 , la 
distancia entre los ejes z y z', la segunda integral en la ecuacion (c) es igual a md 2 . 
Las dos ultimas integrales en (c) se eliminan porque f v x' dm = 0 y f r y' dm = 0 
cuando x' y y' son ejes centrales. Por tanto, la ecuacion (c) queda 


I z — I z + md 1 


(d) 


Debido a que el eje z puede elegirse de manera arbitraria, la comparacion de las 
ecuaciones (17.3) y (d) muestra que el teorema de los ejes paralelos se ha probado. 


d. Metodo de los cuerpos compuestos 

De la ecuacion (17.1) se observa que el calculo del momento de inercia de masa re- 
quiere que se efectue una integracion sobre todo el cuerpo. En el apendice F se anali- 
zan varias tecnicas de integracion. Aquf solo se considerara el metodo de los cuerpos 
compuestos, que resulta directamente de la propiedad de las integrales definidas: 


La integral de una suma es igual a la suma de las integrales * 


Al emplear esta propiedad es posible demostrar que si un cuerpo se divide en partes, 
el momento de inercia del cuerpo respecto a un eje dado es igual a la suma de los 
momentos de inercia de sus partes respecto a ese eje. Los siguientes problemas de 
ejemplo muestran la aplicacion de este metodo. 


*Esta propiedad tambien formo la base para el metodo de formas compuestas que se analizo en el 
capftulo 8. 




z 




Problema de ejemplo 17.1 

En la figura (a), el montaje esta compuesto de tres cuerpos homogeneos: el cilindro 
de 50 lb, la varilla delgada de 10 lb y la esfera de 20 lb. Para este montaje, calcule: 
1 . I x , el momento de inercia de masa respecto al eje x y 2. I, y k x , el momento de 
inercia de masa y el radio de giro respecto al eje x central del montaje. 

Solution 

En la figura (b) se muestran los centros de masa del cilindro (Gj), la varilla (G 2 ) y la 
esfera (G 3 ). Por simetria, el centra de masa del montaje (G) esta sobre el eje y y debe 
determinarse su coordenada y . 

En los siguientes calculos, la masa se calcula en slugs (o de manera equivalente 
en lb ■ s 2 /pie) al dividir el peso, en libras, entre g = 32.2 pies/s 2 . Para mantener la 
consistencia en las unidades, todas las distancias se convierten de pulgadas a pies. 
Asi, las unidades resultantes para el momento de inercia son slug • pie 2 (o equivalen- 
temente, lb-pies 2 ). 

Parte 1 

Cilindro Empleando la tabla 17.1, el momento de inercia del cilindro respecto a su 
propio eje central x es 


(4) i 


1 

12 


■mi (3 R 2 + h 2 ) 


1 50 
12 3222 



= 0.1006 slug ■ pie 2 



2 ' 


Al utilizar el teorema de los ejes paralelos, el momento de inercia del cilindro res¬ 
pecto al eje x queda 

(4)i = Ox) i + m\dl 

50 / s \ 2 

= 0-1006 + 322 ( 12 ) = °- 7908 slu § • P ie2 

Varilla delgada Ya que G 2 coincide con el origen de los ejes xyz, el momento de 
inercia de la varilla respecto al eje x se obtiene directamente de la tabla 17.1. 


(4)2 = (4)2 = ^mL 2 

1 10 / 12 \ 2 , 

= T2 3Z2(t 2) = °-°259 slug pie" 

Esfera De acuerdo con la tabla 17.1, el momento de inercia de la esfera respecto a 
su propio eje central x es 

( ;.)3 = \„, R - = ~ (4) = 0.0155 slug . pie= 



































A1 usar el teorema de los ejes paralelos, el momento de inercia respecto al eje x esta 
dado por 

(4)3 = (4)3 + mdj 

20 / 9 \ 2 

= °-° 155 + 32 2 (l2 J = °' 3649 SlUg ' ^ 

Montaje El momento de inercia del montaje respecto a un eje es igual a la suma de 
los momentos de inercia de sus partes respecto a dicho eje. Por tanto, al sumar los 
valores que se encontraron, se obtiene 


4 — (4)i + (4)2 + (4)3 
= 0.7908 + 0.0259 + 0.3649 

= 1.1816 slug • pie 2 Respuesta 


Parte 2 

De acuerdo con la figura (b), la coordenada y de G es 


S,-w,-y,- = SfWjy,- = 50(8) + 10(0) - 20(9) 
Y.m, ~ £, Wi ~ 50 + 20+ 10 

220 

= -= 2.750 pulg 


Como y es la distancia entre el eje x y el eje x central del montaje, el momento de 
inercia del montaje respecto al ultimo eje se encuentra con el teorema de los ejes 
paralelos: 


4 = 4 - my 2 


1.1816 — 


80 

322 


2.750 

12 


2 


= 1.051 slug • pie 2 


Respuesta 


El correspondiente radio de giro es 


k x 



1.051 

80/32.2 


0.650 pies 


Respuesta 


Metodo alternativo para calcular l x 

En la solucion anterior, primero se calculo I x para el montaje sumando los valores de 
I x para cada parte. Entonces I x para el montaje se encontro al aplicar el teorema 
de los ejes paralelos. Un metodo alternativo para determinar I x para el montaje con- 
siste en calcular primero los momentos de inercia para cada parte respecto al eje x 
central del montaje y luego sumar esos valores. Con este metodo, se obtiene 


4 = [(4)i + mi(di - y) 2 ] + [(4)2 + m 2 y 2 ] + [(4)3 + m(d 3 + y) 2 ] 


En esta ecuacion, observe que I x es el momento de inercia para el montaje completo 
respecto a su eje x central (el que pasa por G), mientras que (/,),, (/ t ) 2 e (/ v ) 3 son los 














momentos de inercia de las partes respecto a sus propios ejes centrales. Las distan¬ 
ces entre G y el centro de masa de cada parte, a saber (d, — y), y y (d 3 + v), se 
encuentran en la figura (b). A1 sustituir los valores numericos se obtiene 


Ir = 


0.1006- 


50 / 8 — 2.750\ 2 


32.2 


12 



10 

( 2.750\ 2 


+ 

0.0259 + — 


+ 


32.2 

l 12 ) \ 



0.0155 


20 /9 +2.750 


32.2 


12 


= 0.3978 + 0.0422 + 0.6110= 1.051 slug • pie 2 


Respuesta 


que concuerda con el resultado que se encontro antes. 



Problema de ejemplo 1J.2 

La figura (a) muestra una parte de una maquina de 290 kg, que se fabrico haciendo 
un hueco excentrico de 160 mm de diametro, en un cilindro homogeneo de 400 mm 
de diametro y 350 mm de longitud. Determine: 1. /, (el momento de inercia de 
masa de la parte respecto al eje z) y 2. k, (el radio de giro de la parte, respecto a su 
eje z central). 

Solution 

En la figura (a), la parte de la maquina puede considerarse como la diferencia entre 
los cilindros homogeneos Ay B que se muestran en las figuras (b) y (c), respectiva- 
mente. La densidad de masa p de dicha parte es 

m 290 , 

p = -^^— = -----= 7849 kg/m 3 

7T(R 2 A -R 2 B )h ?r(0.20 2 - 0.08 2 )(0.35) 6 


(a) 


y y 














































En consecuencia, las masas de los cilindros Ay B son 

m A = p-rzR\ h = (7849)tt( 0.20) 2 (0.35) = 345.2 kg 
m B = pnR 2 B h = (7849)tt( 0.08) 2 (0.35) = 55.2 kg 

Como una comprobacion de los calculos, observe que m A — m B = m, como se es- 
peraba. 

Parte 1 

De la tabla 17.1, el momento de inercia del cilindro A respecto al eje z, que coincide 
con su eje z central, es 


(I z )a = U z )a = \m A R\ = ^(345.2)(0.20) 2 = 6.904 kg • m 2 

El momento de inercia del cilindro B respecto a su eje central z es 

Ch)B = \m B R 2 B = ^(55.2)(0.080) 2 = 0.177 kg • m 2 

Debido a que la distancia entre el eje z y el eje z central de B es d = 0.11 m, el mo¬ 
mento de inercia de B respecto al eje z se obtiene con el teorema de los ejes paralelos: 

(. L) b = (J Z ) B + m B d 2 = 0.177 + (55.2)(0.11) 2 = 0.845 kg ■ m 2 


Por tanto, el momento de inercia de la parte de la maquina respecto al eje z es 

U = (l z ) A - (I Z ) B = 6.904 - 0.845 = 6.059 kg • m 2 Respuesta 


Parte 2 

Por simetrfa, las coordenadas xyz del centra de masa de la parte de la maquina son 
x = 0 y z = —0.175 m. La coordenada y esta dada por 


y = 


m A y A - m B y B 
m 


345.2(0) — 55.2(—0.11) 
290 


0.020 94 m 


Ahora, el momento de inercia de la parte de la maquina respecto a su eje z central 
puede calcularse con el teorema de los ejes paralelos: 

I Z = I Z - my 2 = 6.059 - 290(0.020 94) 2 = 5.932 kg • nr 
El radio de giro correspondiente es 


k 


Z — 



5.932 

290 


= 0.1430 m 


Respuesta 
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Problem as 



Fig. P17.1 


17.1 El cuerpo homogeneo de masa total m consiste en un cilindro con extremos 
hemisfericos. Calcule el momento de inercia del cuerpo respecto al eje z en terminos 
de R y m. 

17.2 Determine el momento de inercia del cono truncado respecto al eje z. El cono 
es de madera y pesa 30 lb/pie 3 . 


17-3 Se perfora un hueco de radio R 2 en el centra del cilindro de radio R t y longi- 
tud h. Demuestre que el momento de inercia de masa del cuerpo resultante respecto 
al eje z es I z = m{R} + R\)I 2 , en donde m es la masa del cuerpo. 


X 


Fig. P17.2 

y' 


Fig. P17.3 




17.4 En la figura se muestran las propiedades inerciales de un cohete de tres eta- 
pas. Observe que k, es el radio de giro para la /-esima etapa respecto al eje que es 
paralelo al eje x y que pasa por el centra de gravedad G, de la etapa. Encuentre z e 
I x del cohete. 


-100 mm - 


-100 mm- 


160 mm 


6 mm dia. 

— 8 mm dia. 



k 2 = 32.4 pies 


v 


z 


Fig. P17.4 

17-5 Dos varillas de acero de diferentes diametros estan soldadas como se 
muestra. Localice el centra de masa del montaje y calcule I z . Para el acero, p = 
7850 kg/m 3 . 


Fig. P17.5 
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17.6 El triangulo equilatero esta formado por la conexion de tres varillas delgadas 
identicas. Si la masa total del triangulo es m, calcule su momento de inercia de masa 
respecto al eje z. 

1 7-7 Tres placas delgadas, cada una de espesor t, estan soldadas como se muestra. 
Si se sabe que la masa total del montaje es m, calcule su momento de inercia de masa 
respecto al eje z. Suponga que t « b. 

17.8 Calcule I x e I z para la parte de la maquina de aluminio colado. La densidad de 
masa del aluminio es de 2650 kg/m 3 . 

y 


z 


80 


X 

y 

Dimensiones en mm 







Fig. P17.6 


y 



260 


Dimensiones en mm 


x 


x 


Fig. P17.7 


Fig. P17.8 


Fig. P17.9 


17.9 Un elemento de la maquina esta hecho de acero con una densidad p = 
7850 kg/m 3 . Calcule I z , el momento de inercia de masa del elemento respecto al eje z. 


17.10 Calcule I z e I z para la varilla delgada doblada que pesa 0.6 lb. 

17.11 Un cuerpo solido consiste en un cilindro de acero y un cono de cobre. La 
densidad de masa del cobre es de 1.10 veces la densidad de masa del acero. Localice 
el centra de masa del cuerpo y determine k x . 


y 



y 


X 


12 pulg 

9 pulg 

Fig. P17.10 


17.12 Con referencia a la tabla 17.1, I x para un cilindro puede aproximarse con I x 
para una varilla delgada si el radio R del cilindro es suficientemente pequeno com- 
parado con su longitud h. Determine la mayor razon R/h para la que el error relativo 
de esta aproximacion no exceda 3 por ciento. 
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oW- 


10 pulg 

to 


60 pulg 


Fig. P17.13 


17.13 a) Calcule I x para el pendulo, que consiste en una esfera de 130 lb unida a 
una varilla delgada de 25 lb. b) Determine el error relativo en I x si se desprecia la 
masa de la varilla y la esfera se aproxima como una partfcula. 

17.14 Se sabe que los momentos de inercia de la helice de 120 kg del helicoptero 
respecto a los ejes verticales que pasan por O y C tienen los valores experimenta- 
les de 408.5 kg • m 2 y 145.5 kg ■ m 2 , respectivamente. Determine la ubicacion del 
centra de masa G y el momento de inercia respecto al eje vertical que pasa por G. 


z 






Fig. P17.4 


17.15 Utilizando las propiedades de una esfera en la tabla 17.1, deduzca la expre- 
sion para I x del hemisferio homogeneo de masa m. 

*17.16 Si el espesor t de la pared de la esfera hueca de masa m es suficiente- 
mente pequena, su momento de inercia puede ser aproximado por I x = (2/3 )mR 2 . 
Deduzca este resultado usando las propiedades de una esfera solida en la tabla 17.1. 
( Sugerencia: para t « R, la serie binomial proporciona la siguiente aproximacion 
R” 0 - R" ~ nR"~'t.) 

Cantidad de movimiento angular 
de un cuerpo ngido 


17-3 


La cantidad de movimiento angular de un cuerpo desempena un papel importante 
en las ecuaciones de movimiento que se presentaran en el proximo apartado. Aquf 
se deduce la cantidad de movimiento angular para el movimiento tridimensional y 
despues los resultados se enfocan en el movimiento en un piano. 

El punto de partida de esta deduccion es la cantidad de movimiento angular de 
una partfcula de masa m respecto a un punto A, que se definio en el apartado 14.7 
como el momento de su cantidad de movimiento lineal respecto a ese punto: 

h A = r x (mv) (14.45 repetida) 

donde v es la velocidad de la partfcula y r representa su vector de posicion relativo 
a A. Al observar al cuerpo como un conjunto con un numero infinito de partfculas 
(elementos diferenciales), es posible calcular su cantidad de movimiento angular al 
sumar (integral') las cantidades de movimiento angular de los elementos. 

a. Movimiento general 

Cantidad de movimiento angular respecto al centro de masa Considere un cuer¬ 
po rfgido de masa m que ocupa la region T, como se muestra en la figura 17.4. El 
sistema de coordenadas x'y'z! tiene su origen en el centro de masa G del cuerpo. La 
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cantidad de movimiento lineal de un elemento diferencial tipico de masa dm que se 
mueve con velocidad v es dp = v dm, como se indica en la figura. La cantidad de 
movimiento angular de este elemento respecto a G es 

dh c: = r' x (v dm) (a) 


donde r' = x'i + y 1 j + z !k es el vector de posicion del elemento relativo a G. Como 
dm y G estan en el mismo cuerpo rfgido, sus velocidades estan relacionadas por 

v = v + w x r' (b) 

donde v es la velocidad de G y to es la velocidad angular del cuerpo. A1 sustituir la 
ecuacion (b) en la ecuacion (a), se obtiene 


dhc = r' x (v + w x r') dm 

Por tanto, la cantidad de movimiento angular del cuerpo es 

h G = / dh c = / r' x (v + w x r') dm 

Jr Jr 

A1 observar que / T r' X v dm = (./ t r ' dm) Xv = 0 (de acuerdo con la definicion de 
centro de masa), la cantidad de movimiento angular del cuerpo respecto a G queda 


h c = f r' 

Jr 


x (w x r ')dm 


(17-4) 


Cantidad de movimiento angular respecto a un punto arbitrario La cantidad de 
movimiento angular del cuerpo respecto a un punto arbitrario A es 


= / r x (vdm) 

Jr 


(c) 


donde r es el vector de posicion del elemento que se mide desde A, como se muestra 
en la figura 17.4. Sea r el vector de posicion de G relativo a A, es posible escribir 
r = r' + r, que al sustituir en la ecuacion (c) resulta 


h A = f r' 

Jr 


x(xdm) + rx / x dm 


/ 

Jr 


Reconociendo que la primera integral es h G y sustituyendo la ecuacion (b) en la 
segunda integral, resulta 

= he + r x 1 (v + («) x r') dm = h G + r x v / dm + r x ( w x / r 'dm j 

Jr Jr 'Jr ' 


Ya que f r dm = m y f r r'dm = 0, 
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Fig. 17-5 




Fig. 17.6 


entonces 

h A = h G + r x (mv) ( 17 . 5 ) 

En la figura 17.5 se muestra una interpretation fisica de la ecuacion (17.5). La 
figura, llamada diagrama de cantidad de movimiento, es un esquema del cuerpo que 
muestra: 1 . el vector de cantidad de movimiento lineal mis del cuerpo que actua en el 
centra de masa G, y 2. la cantidad de movimiento angular h G del cuerpo respecto a 
G, representada como un par. De acuerdo con la ecuacion (17.5), la cantidad de mo¬ 
vimiento angular del cuerpo respecto de A es el vector de suma de h G y el momento 
de ms respecto de A (esta operation es analoga al calculo del momento resultante de 
sistema de un par de fuerzas respecto a un punto). 


b. Movimiento en un piano 


Cantidad de movimiento angular respecto al centro de masa Si el piano del 
movimiento es paralelo al piano xy, entonces to = <wk. A esto sigue que to X r' = 
cok X (x'i 4- y 'j + z'k) = «(— y'i + x'j) y 


r' x (to x r') = a) 


-y 

En consecuencia, la cantidad de 
(17.4) queda 


j 

y 


k 

y 


= CO [— x'z'i 


y'z 'j + (x ' 2 + y , 2 )k] 


x' 0 

movimiento angular respecto a G en la ecuacion 



j f y'z' dm + k f (x ' 2 + y' 2 ) dm 

Jr Jr 


Las primeras dos integrales, llamadas productos de inercia, se analizan en el ca- 
pitulo 19. En este caprtulo se supone que el cuerpo es simetrico respecto al piano 
x'y', en cuyo caso se eliminan los productos de inercia.* Esta conclusion resulta al 
observar que para cada elemento localizado en (x', y! z,') existe uno correspondiente 
en (x', y', — z') de manera que su contribution combinada a cada una de las primeras 
dos integrales es cero. La ultima integral es, de acuerdo con la ecuacion (17.1), el 
momento de inercia del cuerpo respecto al eje z', que se denota con /. Por tanto, la 
cantidad de movimiento angular de un cuerpo simetrico respecto a su centro de masa 
se reduce a h G = Icok , o 



( 17 . 6 ) 


Cantidad de movimiento angular respecto a un punto arbitrario En la figu¬ 
ra 17.6(a) se muestra el diagrama de cantidad de movimiento para el movimiento 
en un piano. La figura representa la section transversal del cuerpo que contiene al 
centro de masa G y es paralela al piano del movimiento. Suponiendo que el punto A 
esta sobre la misma section transversal, el momento resultante de las cantidades de 
movimiento respecto a A es 


iiA = lev + mvd (A: punto arbitrario) ( 17 . 7 ) 

donde d es el “brazo de momento” de la cantidad de movimiento lineal respecto de 
A, como se indica en la figura. 

* Esta suposicion es muy restrictiva. Como se explica en el capftulo 19, los productos de inercia tambien 
se eliminan cuando el eje z! es el principal eje de inercia del cuerpo. 
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Cantidad de movimiento angular respecto al centro instantaneo Si el punto A 
es el centro instantaneo para las velocidades (esto incluye el caso en que el cuerpo 
gira respecto a un punto fijo A), el diagrama de cantidad de movimiento toma la 
forma que se muestra en la figura 17.6(b). Observe que ahora v = ru> y mx es per¬ 
pendicular a r. El momento resultante de las cantidades de movimiento respecto de 
A es h A = Ico + mr 2 oj. Reconociendo que I + mr 2 = I A por el teorema de los ejes 
paralelos, la cantidad de movimiento angular respecto de A puede escribirse como 

h A — I A cc> (A: centro instantaneo) ( 17 . 8 ) 


17.4 


Ecuaciones de movimiento 


a. Comentarios introductorios 


En este apartado se investigan las ecuaciones de movimiento para un cuerpo rigido, 
como el que se muestra en la figura 17.7. El cuerpo se considera como un conjunto 
de partfculas y se supone que las fuerzas internas entre estas ocurren en pares coli- 
neales, iguales y opuestos. Por implication, las ecuaciones de movimiento para un 
sistema de partfculas que se dedujeron en el capftulo 15, a saber 


SF = ma (15.19, repetida) 

+ x A x (mx) (^5-3^’ repetida) 

tambien son aplicables a un cuerpo rfgido.* En esas ecuaciones, m es la masa del 
cuerpo, ZF es la fuerza externa resultante que actua sobre el cuerpo y XM, represen- 
ta el momento resultante de las fuerzas externas respecto al punto A. 

Como se indica en la figura 17.7, el punto de referenda A no es necesariamente 
fijo o uno que se encuentra en el cuerpo. Por tanto, hay que ser cuidadosos para no 
confundir las velocidades y aceleraciones absolutas (que se relacionan con el marco 
de referenda inercial) con las velocidades y aceleraciones relativas a A. Por ejemplo, 
v denota la velocidad absoluta del centro de masa G, mientras que r es el vector de 
position de G relativo a A. En consecuencia, dr/dt = x G/A = x — x A . 


F 2 



b. Movimiento general 

La primera ecuacion de movimiento, la (15.19), 


ZF = ma ( 17 . 9 ) 

que relaciona las fuerzas externas con la aceleracion a del centro de masa, puede 
emplearse sin modification para un cuerpo rigido. Sin embargo, la segunda ecuacion 
de movimiento, la (15.34), puede ser mas util para un cuerpo rigido si se incorporan 
los resultados del apartado anterior. 


*No obstante que el modelo de partfculas no es enteramente exacto para un cuerpo rfgido, conduce a las 
ecuaciones de movimiento correctas. Una deduction mas rigurosa basada en el concepto de esfuerzo esta 
mas alia del alcance de este libro. Desde el punto de vista historico, las ecuaciones de movimiento para 
un cuerpo rfgido no se dedujeron a partir de la mecanica de partfculas, sino que fueron postuladas por 
completo. Quiza la inspiration provino del analisis de un sistema de partfculas. 
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Se encontro que la cantidad de movimiento angular de un cuerpo rigido respec- 
to a un punto arbitrario A es 

h A = h G + r x (my) (i7-5. repetida) 

donde h G es la cantidad de movimiento angular relativa al centra de masa G. A1 
derivar respecto al tiempo, se obtiene 


III _ . 

h A = h G + — x (my) + r x (m a) (a) 

at 

Con la sustitucion drldt = v — y A el segundo termino del lado derecho de la ecua¬ 
cion (a) queda 


— x (my) = (v — va) x (my) = — y A x (my) 
dt 

Por tanto, la ecuacion (a) se reduce a 

h A = h c — y A x (my) + r x (m a) (b) 

que con la sustitucion en la ecuacion (15.34) conduce a la segunda ecuacion de 
movimiento 


EM a = h c + r x (ma) 


( 17 . 10 ) 


En la figura 17.8 se muestra la interpretacion frsica de las ecuaciones de movi¬ 
miento, las (17.9) y (17.10). El diagrama de cuerpo libre (DCL) representa las fuer- 
zas externas F,, F 2 , .. . que actuan sobre el cuerpo. El diagrama de masa-aceleracion 
(DMA) indica el vector de inercia ma que actua en el centra de masa G y el par de 
inercia h G . El signo de igual entre los diagramas implica que los sistemas de fuerzas 
en el DCL y el DMA son equivalentes, es decir, ambos tienen la misma fuerza y el 
mismo momento resultantes respecto a cualquier punto. Es sencillo comprobar que 
las dos condiciones de equivalencia (XF) DCL = (£F) DMA y (ZM A ) DCL = (XM a ) dma 
reproducen las dos ecuaciones de movimiento. 




Fig. 17.8 

c. Movimiento en un piano 

La figura 17.9 muestra el DCL y el DMA para un cuerpo con movimiento en un 
piano sobre el piano xy. Los diagramas en efecto representan la seccion transversal 
del cuerpo que es paralela al piano del movimiento y que contiene el centra de masa 
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f 2 




Fig. 17.9 

G del cuerpo. Para obtener una formulation bidimensional del movimiento en un 
piano, se supone que todas las fuerzas externas F,, F 2 , . . . estan en el piano de la 
section transversal y que esta es un piano de simetrfa del cuerpo. 

En el movimiento en un piano, la cantidad de movimiento angular del cuerpo 
respecto a G esta dada por la ecuacion (17.6) como h G = Ia>, donde co es la veloci- 
dad angular del cuerpo, e / es el momento de inertia respecto a G. Asf que el par de 
inertia que se muestra en el DMA es A, = la, en donde a = w es la aceleracion an¬ 
gular del cuerpo. De la equivalencia de los sistemas de fuerzas en los dos diagramas 
de la figura 17.9, se obtienen las ecuaciones de movimiento 


EF = ma ( 17 . 11 ) 

YjMa = la + mcid ( 17 . 12 ) 

donde d es el brazo de momento del vector de inercia que se muestra en la figura. 

Ecuacion del momento respecto al centro de masa Si A coincide con el centra de 
masa, entonces d = 0 y la ecuacion (17.12) queda 


EM C = la (17-13) 

Ecuacion de momento para la rotacion respecto a un punto fijo Si el cuerpo rota 
respecto a un punto fijo A (es decir, A esta fijo en el cuerpo y tambien en el marco 
de referenda inercial), entonces es posible usar la ecuacion (17.8): h A = I A a>. Al 
derivar respecto al tiempo (observe que I A es constante porque A esta fijo en el cuer¬ 
po), se obtiene que h A = I A a. Por tanto, para la rotacion respecto a un punto fijo la 
ecuacion (15.34) toma la forma 


TiM a = I A a (A: fijo en el cuerpo y en el espacio) ( 17 - 14 ) 


Metodo de fuerza-masa-aceleracion: 
movimiento en un piano 

a. Movimiento general en un piano 

El metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA) del analisis cinetico se basa en las 
ecuaciones de movimiento para un cuerpo rfgido que se dedujeron en el apartado 


17-5 
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anterior. En este, el analisis se limitara al movimiento en un piano; en el caprtulo 19 
se presentaran los problemas tridimensionales. 

Existen tres ecuaciones escalares independientes para el movimiento en un piano. 
Un ejemplo de un conjunto independiente de ecuaciones es E F x = md x , E F y = md y 
y la ecuacion del momento EM a = la + mad. Sin embargo, como las elecciones 
de las direcciones de las coordenadas y el centro del momento son arbitrarias, el 
numero disponible de ecuaciones de movimiento (pero no necesariamente indepen¬ 
dientes) es infinito. Las restricciones en las ecuaciones que garantizan su inde- 
pendencia son identicas a las que se usan en estatica para el equilibrio coplanar. 
Por ejemplo, si se utilizan tres ecuaciones de momento, entonces los centros de 
este no deben ser colineales. 

En general es conveniente obtener las ecuaciones de movimiento del DCL y del 
DMA. En esencia, el procedimiento coincide con el que se utilizo para las partr'culas 
en el apartado 12.3: 

Paso l: Dibuje el DCL del cuerpo que muestra todas las fuerzas externas y pares. 
Paso 2 : Si existen restricciones cinematicas impuestas sobre el movimiento, utilice 
la cinematica para determinar la relation entre a, <w y a. 

Paso 3 Dibuje un DMA del cuerpo que indique el vector de inercia ma que actua 
en el centro de masa y el par de inercia la, con los resultados del paso 2. 
Paso 4: Deduzca tres ecuaciones de movimiento independientes de la equivalencia 
del DCL y el DMA. 

Si las incognitas que se presentan en el DCL y el DMA son tres, entonces es 
posible determinarlas al resolver las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, en 
algunos problemas se debe obtener information adicional a partir de la historia del 
movimiento. Por ejemplo, si co aparece en el DMA, quiza sea necesario obtener su 
valor en el instante de interes por medio de la integration: co = f adt. 

Una ventaja de la tecnica DCL-DMA es que el DCL representa las fuerzas des- 
conocidas y el DMA las aceleraciones desconocidas. En consecuencia, hay menos 
probabilidades de intentar deducir y resolver las ecuaciones de movimiento antes de 
que las variables incognitas se hayan identificado correctamente. 

b. Traslacion 

La figura 17.10 muestra el DMA para un cuerpo rrgido que se traslada. Ya que a = 0, 
el DMA se reduce solo al vector de inercia que pasa por G. En este diagrama se 
observa que el momento resultante es cero respecto a cualquier punto que este sobre 
la misma recta que el vector de inercia. Para cualquier otro punto, el momento resul¬ 
tante es igual al momento del vector de inercia. 



DMA 


Fig. 17.10 
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c. Rotation respecto a un eje fijo 

Se distinguen dos tipos de rotacion respecto a un eje fijo: rotacion central y no cen¬ 
tral.* 

En la rotacion central, el eje fijo pasa por el centro de masa G. Ya que a = 0, 
el DMA se reduce al par de inercia, como muestra la figura 17.11(a). En este caso, 
el vector de inercia es cero y el momento resultante respecto a cada punto es igual 
a la. 

En la rotacion no central, el eje de rotacion pasa por un punto fijo A que no es 
el centro de masa. Para este caso, el DMA se muestra en la figura 17.11(b), en donde 
las componentes de a se han determinado a partir del hecho de que la trayectoria de 
G es un cfrculo centrado en A. Ya que A es un punto fijo, entonces podrfa utilizarse 
el caso especial de la ecuacion de momento Z/V7, = I A a. Sin embargo, la misma 
ecuacion se obtiene al igualar los momentos resultantes respecto de A para el DCL 
y el DMA: 


^P) EM /1 = la + ( mra)r = (/ + mr 2 )a = I\a 



(a) Rotacion central 


(b) Rotacion no central 


Fig. 17.11 


d. Sistemas de cuerpos rfgidos conectados 

Cuando se analiza el movimiento de un sistema de cuerpos rfgidos conectados, es 
posible dibujar un DCL y un DMA para cada cuerpo componente, porque cada uno 
debe satisfacer por separado el conjunto de las tres ecuaciones de movimiento. Por 
tanto, un sistema que contiene N cuerpos rfgidos debe satisfacer 3 N ecuaciones de 
movimiento independientes. 

Con frecuencia es conveniente emplear el DCL y el DMA del montaje, porque 
entonces las fuerzas internas no aparecen en el DCL. Por esta razon, este y el DMA 
para todo el sistema son una buena eleccion para iniciar el analisis. 

Para los sistemas de cuerpos conectados, las restricciones cinematicas requieren 
que se ponga especial atencion al DMA. La figura 17.12 muestra el DMA para un 
sistema que consiste en una barra delgada AB que esta anclada en B a un disco C (el 


*Algunas veces los tipos de rotacion se identifican como rotacion centroidal y no centroidal. Aquf se 
evito usar el termino “centroide” para eliminar la confusion que con frecuencia existe entre centroides, 
que son propiedades de formas geometricas y centros de masa, asociadas con la masa. 
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DMA para el sistema es la superposicion de los DMA para los respectivos cuerpos). 
En esta figura las propiedades (masas, aceleraciones, momentos de inercia y centres 
de masa) de la barra y el disco son identificadas por los subfndices 1 y 2, respecti- 
vamente. Observe que cvi no necesariamente es igual a a 2 debido al perno en B. Sin 
embargo, a 1; a 2 , a y a 2 estan relacionadas desde el punto de vista cinematico por la 
ecuacion de restriction a g = jp + a s/Gl = a 2 + a g/G , que expresa que B es un punto 
en ambos cuerpos. 



Fig. 17.12 

La figura 17.13(a) muestra el DMA cuando la barra y el disco estan conectados 
de manera rfgida en B. En este caso, a, = a 2 = a. Aun mas, a, y a 2 estan relaciona- 
dos por a 2 = a, + a GVG] porque G y G 2 estan sobre el mismo cuerpo rfgido. 



Fig. 17.13 

La figura 17.13(b) representa una forma alternativa del DMA para el cuerpo 
rfgido de la figura 17.13(a). Aquf, ma e la son el vector de inercia y el par de iner¬ 
cia, respectivamente, para el cuerpo entero y G es su centre de masa. Si se utiliza el 
DMA de la figura 17.13 partes (a) o (b) es cuestion de preferencia personal, porque 
con cualquier diagrama el analisis implica la misma cantidad de calculos. 











Problema de ejemplo lj.3 

En la figura (a), el centra de masa de la puerta corrediza de 400 lb se localiza en G. 
La puerta se apoya en un riel horizontal mediante las gufas A y B. El coeficiente de 
friccion estatica y cinetica en A y B es 0.4 y 0.3, respectivamente. La puerta estaba 
en reposo antes de que se aplicara la fuerza horizontal P = 200 lb: 1. encuentre el 
valor maximo de li para el que la puerta se deslizara hacia la derecha sin inclinarse y 
tambien la aceleracion correspondiente de la puerta; 2. si h = 5 pies, obtenga todas 
las fuerzas que actiian sobre la puerta y calcule su aceleracion. 


Solution 



Parte 1 


Los diagramas de cuerpo libre y de masa-aceleracion para la puerta se muestran en 
la figura (b) y a continuacion se describen con detalle. 


Diagrama de cuerpo libre El diagrama de cuerpo libre (DCL) contiene las siguientes 
fuerzas: el peso de 400 lb que actua en G, la fuerza aplicada P, y la fuerza normal 
N a , y la fuerza de friccion F A = /jl a N a = 0AN a . Debido a que la puerta parte del re¬ 
poso, su velocidad se dirigira hacia la derecha (es deck, en la misma direccion que 
la aceleracion), que significa que F A va hacia la izquierda. No existe fuerza normal 
y, por tanto, no hay friccion en B, porque el enunciado del problema implica que la 
puerta se desliza hacia la derecha en un estado proximo a inclinarse respecto de A. 


Diagrama de masa-aceleracion El diagrama de masa-aceleracion (DMA) solo con¬ 
tiene el vector de inercia de magnitud ma que actua en G. No existe un par de inercia 
porque la puerta se traslada (a = 0). 




DCL 


DMA 


(b) 


El analisis de la figura (b) revela que las incognitas son N A y h sobre el DCL y 
a en el DMA. Esas tres incognitas pueden calcularse al deducir y resolver cuales- 
quiera tres ecuaciones de movimiento independiente. Cuando se usa la tecnica del 
DCL-DMA, recuerde que: 1. la fuerza resultante sobre el DCL puede igualarse con 
el vector de inercia ma del DMA, y 2. es posible igualar el momento resultante res¬ 
pecto a cualquier punto sobre el DCL con el momento resultante respecto al mismo 
punto en el DMA. 
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A1 igualar las componentes x y y de las fuerzas en el DCL con las componentes 
correspondientes del vector de inercia, se obtiene 

E F y = ma y +j N A - 400 = 0 
N a = 400 lb 


y 


que da 


Z = ma x 


400 

200 - 0.4 N a = - a 

32.2 

400 

200 - 0.4(400) = - a 

32.2 


a = 3.22 pies/s 2 


Respuesta 


La tercera ecuacion independiente es una del momento respecto a cualquier 
punto. Si el punto A se selecciona como el centra de momento, el momento resultan- 
te en el DCL se iguala con el momento resultante en el DMA: 


(£M a ) dcl =(EM a ) dma 3 200/;-400(3) 



5 


Con a = 3.22 pies/s 2 se obtiene 

h = 7.00 pies 


Respuesta 


Parte 2 

En la figura (c) se muestran el DCL y el DMA para h = 5 pies. Los detalles sobre 
esos diagramas son como sigue. 

Diagrama de cuerpo libre El DCL contiene el peso de 400 lb, la fuerza aplicada 
P = 200 lb que pasa por G, las fuerzas normales N A y N B , y las de friccion F A y 
F b . De la solucion de la parte 1 se sabe que la puerta se deslizara hacia la derecha 
mientras mantiene contacto en A y B. Las fuerzas de friccion, determinadas por los 
coeficientes cineticos de friccion, se dirigen hacia la izquierda, es decir, se oponen 
al movimiento. 

Diagrama de masa-aceteracion Debido a que la puerta se desliza hacia la derecha sin 
rotacion, el DMA solo contiene el vector de inercia que actua a traves de G. 



DCL 



DMA 


(c) 
































Las incognitas en el DCL y DMA son tres: N A , N B y a, que pueden encontrarse 
a partir de cualesquiera tres ecuaciones de movimiento independientes. A continua- 
cion se presenta uno de dichos conjuntos de ecuaciones; es posible determinar su 
validez al referirse al DCL y el DMA de la figura (c). 

£ F y = ma y +| N A + N B - 400 = 0 (a) 

EM g = 0 3 N b (3) + 03N b (5)-N a (3) + 0AN a (5) = 0 (b) 

, 400 

£ F x = ma x 200 - 0.4A a - 0.3 N B = —a (c) 

Al resolver las ecuaciones (a), (b) y (c) resulta 


N a = 321.3 lb N b — 72.73 lb a = 3.80 pies/s 2 Respuesta 


Los valores positivos de N A y N B confirman que la puerta no se inclinara. 


Problema de ejemplo 17.4 

En la figura (a), la barra homogenea tiene masa m y longitud L. La barra, que es fibre 
de rotar en el piano vertical respecto a un perno en O, se suelta a partir del reposo en 
la posicion 0 = 0. Encuentre la aceleracion angular a cuando 9 = 60°. 

Solution 

La figura (b) muestra el DCL y el DMA de la barra cuando 6 = 60°. El DCL contie- 
ne el peso W de la barra, que actua en su centra de masa G (localizado en el punto 
medio de la barra) y las componentes de la reaccion del perno en O. En el DMA, el 
par de inercia la se dibujo suponiendo que a es en sentido negativo y empleando 
I = mL 2 /\2 de la tabla 17.1. Las componentes del vector de inercia ma se encon- 
traron al observar que la trayectoria de G es un circulo centrado en O. Por tanto, las 
componentes normal y tangencial de a son a„ = ( LI2)ar y a, = (L/2)a. La direccion 
de a„ es hacia O, sin considerar la direccion de co. La direccion de a, es consistente 
con la direccion propuesta de a. 



(a) 




(b) 
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Observe que en la figura (b) hay un total de cuatro incognitas: O x , O y , a y co. De- 
bido a que solo existen tres ecuaciones de movimiento independientes, no sera posi- 
ble determinar todas las incognitas si nada mas se usan el DCL y el DMA. La razon 
de esto es que co depende de la historia del movimiento: co = f a dt + C. Por tanto, 
las ecuaciones de movimiento en una posicion especffica de la barra no determina- 
ran la velocidad angular en esa posicion. Sin embargo, un analisis del DCL y DMA 
revela que es posible obtener la aceleracion angular a , porque es la unica incognita 
que aparece en la ecuacion del momento cuando O se utiliza como el centro de mo- 
mento. Refiriendose a los diagramas de la figura (b), esta ecuacion del momento es 

(SM 0 ) 

DCL — (£M 0 )dma 

L 

mg — cos 60 

de la que se encuentra que 


mL 2 

~V2 


mL~ 


in—a — = 


(a) 


a = cos 60° = 0.150 j- Respuesta (b) 


Debido a que la aceleracion de O es cero, entonces la ecuacion anterior del mo¬ 
mento podrfa haberse obtenido de la ecuacion (17.14): YM 0 = La, donde 


I 0 = I + md 2 



(c) 


a partir del teorema de los ejes paralelos. Ahora se observa que XM 0 = I 0 a conducira a 
una ecuacion que es identica a la ecuacion (a). 



(a) 


Problema de ejemplo 17.5 

El cuerpo que se muestra en la figura (a) consiste en la barra delgada homogenea 
1 que esta conectada de manera rfgida a la esfera homogenea 2. El cuerpo rota en 
el piano vertical respecto al perno en O. Cuando el cuerpo esta en la posicion con 
6 = 30°, su velocidad angular es co = 1.2 rad/s en sentido negativo. En este instante, 
determine la aceleracion angular a y la magnitud de la reaccion del perno en O. 

Solution 

En la figura (b) se muestran el DCL y el DMA del cuerpo en la posicion 0 = 30°. En 
esos diagramas, la barra y la esfera se tratan como entidades separadas, cada una 
con su propio par y vector de inercia. (Una forma equivalente del DMA se obtendrfa 
mostrando el par y el vector de inercia del montaje; refiriendose a la figura 17.13.) 
Enseguida se describen detalles de los diagramas. 


Diagrama de cuerpo libre Las fuerzas 0„ y O, son las componentes de la reaccion del 
perno relativas a los ejes n y t que se muestran en la figura. Los pesos W, y W 2 de la 
barra y la esfera, respectivamente, actuan en sus centres de masa Gj y G 2 . Las dis- 















tancias r x = 0.4 myr 2 = 1.0 m medidas desde O a los centres de masa, se deducen 
de las dimensiones en la figura (a). 

Diagrama de masa-aceleracion En el DMA se supone que la aceleracion angular a, 
medida en rad/s 2 , esta en sentido negativo. Si se utiliza el hecho de que el cuerpo rota 
respecto al punto fijo O. el analisis cinematico permite expresar las aceleraciones de 
Gi y G 2 en terminos decry w del cuerpo. Los terminos de inercia que aparecen en el 
DMA se han calculado de la siguiente manera. 

Para la barra delgada: 


I\a = 


m\L 2 30(0.8) 2 


a = 1.600a N • m 


12 12 
mxhco 2 = 30(0.4)(1.2) 2 = 17.28 N 
m\r\a — 30(0.4)a = 12.00a N 


Para la esfera: 


- 2 2 

I 2 a — -m 2 R 2 a = -(80)(0.2) 2 a = 1.280a N • m 

m 2 ? 2 co 2 = 80(1.0)(1.2) 2 = 115.2 N 
m 2 r 2 a = 80(1.0)a = 80.00a N 

En el DMA, las direcciones de las componentes tangenciales de los vectores de iner¬ 
cia (aquellas que contienen a) son consistentes con la direccion negativa propuesta 
para a. Las componentes normales de los vectores de inercia (aquellas que contienen 
co 2 ) se dirigen hacia el centre de rotacion O, sin importar la direccion de co. 

De la figura (b) se observa que hay dos incognitas en el DCL ( 0 „ y O,) y una in¬ 
cognita (a) en el DMA. Por tanto, todo lo que resta es deducir y resolver las tres 
ecuaciones de movimiento independientes para las incognitas. 
















A1 igualar los momentos respecto de O en el DCL y el DMA de la figura (b), se 
obtiene 


(EM 0 )dcl = (EM 0 ) DM a 

3 30(9.81) (0.4) cos 30° + 80(9.81)(1.0) cos 30° 

= 1.600a + (12.00a)(0.4) + 1.280a + (80.00a)(1.0) 
= 87.68a 

de la que se encuentra que 


a = 8.914 rad/s 2 Respuesta 

Debido a que la aceleracion del punto O es cero, este resultado tambien podrfa ha- 
berse obtenido utilizando el caso especial YM 0 = lo<*. 

A1 usar a = 8.914 rad/s 2 y referirse a la figura (b), las ecuaciones de la fuerza 
en las direcciones tyn dan 

YjF, = ma, 

y O t + 30(9.81) cos 30° + 80(9.81) cos 30° = 12.00(8.914) + 80.00(8.914) 

O t = —114.4 N 

y 

T,F n = ma„ 

Nf- O n - 30(9.81) sen 30° - 80(9.81) sen 30°= 17.28+115.2 
O n = 672.0 N 

Por tanto, la magnitud de la reaccion en el perno en O es 

O = yjoj + Ol = V(—114.4) 2 +(672.0) 2 = 682 N Respuesta 


y 



(a) 


Problema de ejemplo 17.6 

En la figura (a), el cable conectado al bloque B esta enrollado de manera ajustada al 
disco A, que es fibre para rotar respecto al eje en su centra de masa G. Las masas de 
Ay B son 60 y 20 kg, respectivamente, y k = 400 mm para el disco. Determine la 
aceleracion angular de A y la tension en el cable. 

Solution 

En la figura (b) se muestran los diagramas de cuerpo fibre y de masa-aceleracion del 
sistema. El DCL contiene los pesos W A = 60(9.81) = 588.6 N y W B = 20(9.81) = 
196.2 N junto con las reacciones desconocidas en el perno en G. La tension en el 
cable, por ser una fuerza interna, no aparece en este DCL. 

El DMA representa el par de inercia del disco y el vector de inercia del bloque. 
No existe vector de inercia del disco porque su centra de masa G es estacionario. Se 
supone que la aceleracion angular a del disco tiene sentido negativo. El correspon- 
diente par de inercia del disco es 


la = mk 2 a = 60(0.4) 2 a = 9.600a N • m 





















>n B a B = 10a N 


que tambien tiene sentido negativo. Debido a que el cable no se desliza sobre el dis¬ 
co, la aceleracion del bloque es a B = Ra , que conduce al vector de inercia 



m B a B = m B (Ra ) = 20(0.5a) = 10a N 


Existen tres incognitas en el DCL y el DMA: dos componentes de la reaction 
del perno en G y la aceleracion angular a del disco. Las ecuaciones independientes 
disponibles del DCL y DMA son tres, asi que todas las incognitas pueden calcularse. 

Es posible encontrar la aceleracion angular a igualando los momentos resultan- 
tes respecto de G en el DCL y el DMA. 


(EM g ) dcl = (SM C ) D ma ^ 196.2(0.5) = 9.600a + 10a(0.5) 

a = 6.719 rad/s 2 Respuesta 

Para encontrar la tension en el cable se analiza el bloque por separado (tambien 
podrfa emplearse el disco). En la figura (c) se muestran el DCL y DMA para el blo¬ 
que, donde T es la tension en el cable. Al sumar las fuerzas en la direction y resulta 

= ma y +J, 196.2 - T = 10a = 10(6.719) 

T = 129.0 N Respuesta 

T 


DCL 

W B = 196.2 N 


DMA 


(c) 






















Problema de ejemplo 17.7 


En la figura (a), la rueda desbalanceada de 40 kg gira sin deslizarse bajo la accion de 
un par C 0 = 20 N • m en sentido positivo. Cuando la rueda esta en la posicion que se 
muestra, su velocidad angular es <w = 2 rad/s, en sentido negativo. Para esta posi¬ 
cion, calcule la aceleracion angular a y las fuerzas ejercidas sobre la rueda en C por 
la superficie horizontal rugosa. El radio de giro de la rueda respecto a su centra de 
masa G es k = 200 mm. 



X 


R = 250 mm 


C 


(a) 


Solution 

Los diagramas de cuerpo libre y de masa-aceleracion para la rueda que se muestran 
en la figura (b) se construyeron como sigue. 

Diagrama de cuerpo libre El DCL consiste en el par aplicado C 0 , el peso 
W = 40(9.81) = 392.4 N y las fuerzas normal y de friccion que actuan en el punto 
C de contacto, que se denotan con N c y F c , respectivamente. Observe que se ha su- 
puesto que F c se dirige hacia la derecha. 

Diagrama de masa-aceleracion En el DMA de la figura (b), se supone que la acele¬ 
racion angular a, medida en rad/s 2 , tiene sentido negativo. El correspondiente par de 
inercia que se muestra en este diagrama es 


la = mk 2 a = 40(0.200 fa = 1.600a N • m 


0.12 m 




ma y = 4.80 a N 


la = 1.600a N m 


DCL 


DMA 


(b) 



























Debido a que la rueda no se desliza, la aceleracion de su centra Oesa 0 = Ra = 
0.250a m/s 2 , y se dirige hacia la derecha. A1 aplicar la ecuacion de aceleracion rela- 
tiva entre G y O, se obtiene (las unidades de cada termino son m/s 2 ) 


a - a c - a G 


r 


0.250a 




a G/0 


0.120 m G 0.120w 2 = 0.120(2) 2 


= 0.480 


0.120a 


de donde se encuentra a x = 0.250a — 0.480 m/s 2 y a y = 0.120a m/s 2 . Si se multi- 
plican estos resultados por m = 40 kg, las componentes del vector de inercia seran 
ma x = (10.00a — 19.20)N, dirigida hacia la derecha y ma y = 4.80a N, que va hacia 
abajo. 

En la figura (b), ahora el DCL y DMA solo contienen tres incognitas: N c , F c y 
a, que pueden encontrarse con cualesquiera tres ecuaciones de movimiento inde- 
pendientes. 

Como N c y F c actuan en C, es conveniente utilizar ese punto como un centra de 
momento, la correspondiente ecuacion del momento es 

(£M C ) dcl = (EM C ) D ma 

- 20+392.4(0.120) = 1.600a + 0.250(10.00a - 19.20) + 0.120(4.80a) 
La solucion de esta ecuacion es 


a = 6.820 rad/s 2 Respuesta 

Ya que a es positiva su direccion va, como se penso, en sentido negativo. 

Ahora las fuerzas en C pueden encontrarse con las ecuaciones de movimiento 
para la fuerza: 


YF y = ma y +[ 392.4 - N c = 4.80a = 4.80(6.820) 


lo que da 


F c = 49.0 N y Nc — 360 N 


Respuesta 


Ya que todas las fuerzas son positivas, se dirigen como se muestra en el DCL. 











ft = 0.20 
ft . = 0.15 

(a) 


Problema de ejemplo 17.8 

La figura (a) muestra un disco homogeneo de 50 lb y radio de 0.5 pies. El disco esta 
en reposo antes de que la fuerza horizontal P = 40 lb se aplique a su centra de masa 
G. El coeficiente de friccion estatica y cinetica para las superficies en contacto son 
0.20 y 0.15, respectivamente. Determine la aceleracion angular del disco y la acele¬ 
racion de G despues de aplicar la fuerza. 

Solution 

Hay dos posibles movimientos del disco: radar sin deslizarse y radar y deslizarse. 
El problema se resolvera suponiendo que el disco rueda sin deslizamiento. Esta su- 
posicion se comprobara al comparar la fuerza de friccion requerida con su maximo 
valor estatico. 

En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo fibre (DCL) y el diagrama de 
masa-aceleracion (DMA) con base en la hipotesis de que no existe deslizamiento. El 
DCL contiene el peso de 50 lb, la fuerza aplicada de 40 lb, la fuerza normal N y la de 
friccion F, que se supone va hacia la izquierda. El DMA contiene el par y el vector 
de inercia, en donde la aceleracion angular a, medida en rad/s 2 , se ha supuesto en 
sentido negativo. Los valores de la y ma se calcularon como sigue 


la 


ma = in Ra 


mR 2 50(0.5) 2 

a = a — 0.1941a lb ■ pie 

50 
3222 


(32.2)2 
(0.5)a = 0.7764a lb 



DCL 


(b) 



DMA 


Observe que a = Ra es una ecuacion cinematica valida porque se ha supuesto que 
el disco rueda sin deslizarse. Hay un total de tres incognitas en el DCL y DMA: 
F, N y a, que pueden calcularse con cualesquiera tres ecuaciones de movimiento 
independientes. 

Una solucion conveniente es igualar primero el momento resultante respecto a 
C en el DCL con el momento resultante respecto a C en el DMA, y despues utilizar 
las ecuaciones de movimiento de la fuerza. 



























(EM c ) dcl = (SM c )dma 3 40(0.5) = 0.1941a + 0.7764a(0.5) 

a = 34.35 rad/s 2 

E F x = ma x 40 - F = 0.7764a = 0.7764(34.35) 

F= 13.33 lb 

E F y = ma y +j A? - 50 = 0 
N = 50 lb 

Ya que a, F y N son todas positivas, sus direcciones van como se muestra en la fi- 
gura (b). 

Ahora observe que la maxima fuerza de friccion estatica posible es /* max = 
fi s N = 0.20(50)= 10.0 lb. La fuerza de friccion requerida para rodar sin deslizarse 
es, de acuerdo con la solucion. F = 13.33 lb. Como F > /* max , se concluye que el 
disco se desliza y por tanto debe reformularse el problema. 

En la figura (c) se muestran el DCL y el DMA para el caso en que el disco rueda 
y se desliza simultaneamente. La fuerza de friccion F en el DCL se ha puesto igual 
a su valor cinetico, fi k N. Debe indicarse que esta fuerza actua hacia la izquierda para 
oponerse as! al deslizamiento. El par de inercia la en el DMA es identico al que se 
usa en la figura (b). Sin embargo, la diferencia importante aqul es que la magnitud 
del vector de inercia es ahora ma = (50/32.2 )alb, en donde a se mide en pies/s 2 . 
Como el disco se desliza, no se aplica la restriccion cinematica a = Ra. Otra vez se 
observa que existen tres incognitas en el DCL y el DMA, excepto que ahora son N, 
ay a. 




DCL 


DMA 


(c) 

Las tres incognitas pueden calcularse como sigue (de hecho, podrfan emplearse 
cualesquiera otras tres ecuaciones independientes): 


E F y = ma y 
E F, — ma x 


EMc = la 


N -50 = 0 


N = 50 lb 


50 


40 — 0.15A = - a 

32.2 

3* 0.5(0.151V) = 0.1941a 


(a) 

(b) 

(c) 


Al sustituir N = 50 lb de la ecuacion (a) en (b) y (c) se obtiene 

a = 20.93 pies/s 2 y a = 19.32 rad/s 2 Respuesta 
















Problema de ejemplo 17.9 

Una barra delgada homogenea AB de masa m y longitud L se suelta a partir del repo- 
so en la posicion que se muestra en la figura (a). Determine la aceleracion del extre- 
mo A, la reaccion en A y la aceleracion angular de la barra inmediatamente despues 
de que se suelta. Suponga que no hay friccion en el piano horizontal. 


Solution 




(b) 


En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) y el de masa-acelera- 
cion (DMA) de la barra en el instante posterior a que se libera. El DCL contiene el 
peso de la barra, mg, y la reaccion vertical N. El DMA contiene el par de inercia, la 
y el vector de inercia, ma. El ultimo consiste en las componentes ma A y m(L/2)a, que 
se obtuvieron de la cinematica como sigue: 


a - a G - a A + a c/A 



(a) 


En la ecuacion (a), se supuso que los sentidos de a A y a van hacia la izquierda y 
en sentido negativo, respectivamente. La velocidad angular co es cero porque la barra 
parte del reposo en la posicion que se considera. A1 multiplicar el lado derecho de la 
ecuacion (a) por la masa m y colocar los resultados en G se obtienen las componen¬ 
tes del vector de inercia que se muestran en el DMA de la figura (b). 















Un analisis de la figura (b) revela que hay un total de tres incognitas: N, a A y a. 
Por tanto, la solucion puede obtenerse al deducir y resolver cualesquiera tres ecua- 
ciones de movimiento independientes. 

Al igualar los momentos respecto de A en el DCL y el DMA de la figura (b) 
resulta: 


(EM a) dcl = (SM/i) D MA 

2 * mg cos60°^ = ^-a + m^ a _ maA (L se n60° 


que, al simplificarse sera 


a A = 0.7698 Lot - 0.577 4g (b) 

Si se toma la figura (b) como referenda otra vez, la ecuacion de la fuerza para la 
direccion horizontal da 


EF, 


0 = — ma A + m —a sen 60° 


que se reduce a 


a a = 0.4330La (c) 

Al resolver las ecuaciones (b) y (c) simultaneamente se obtiene 


a A = 0.742g y a — 1.714^ Respuesta 

Cuando se usan los diagramas de la figura (b), la ecuacion de la fuerza para la direc¬ 
cion vertical es 

EF y = mciy — mg + N — —m—a cos 60° (d) 

Al sustituir la expresion para a que se encontro antes y despejar a N, se obtiene 


N — 0.572 mg 


Respuesta 


Se debe enfatizar que los valores obtenidos para A', a y a A solo son validos en 
el instante despues de que se suelta la barra. Cada una de estas variables cambiara 
durante el movimiento subsecuente de la misma. Sin embargo, es interesante obser- 
var que nunca existe una fuerza horizontal que actue sobre la barra porque el piano 
carece de friccion. Por tanto, la trayectoria seguida por el centra de masa G sera una 
linea recta vertical. 
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Problem as 



Fig. P17.17 


17.17 La fuerza horizontal de 400 N se aplica al gabinete que se apoya en los so- 
portes sin friccion A y B. La masa del gabinete es 180 kg y G es su centra de masa. 
(a) Determine la aceleracion del gabinete suponiendo que no se vuelque. (b) Com- 
pruebe que el gabinete no se inclina calculando las reacciones en A y B. 

17.18 El centra de masa combinado de la motocicleta y el conductor se localiza 
en G. (a) Encuentre la menor aceleracion tal que el conductor pueda alzar la llanta 
delantera apoyando la motocicleta solo en la llanta trasera. (b) ^Que minimo coefi- 
ciente de friccion estatica entre las llantas y el piso se requiere para eso? 




17.19 Obtenga la mayor fuerza P que acelerarfa la barra uniforme AB de 20 lb 
hacia la derecha sin causar que el rodillo en B se levante del riel gufa. Desprecie las 
masas de los rodillos. 



17.20 La barra uniforme AB de 80 lb esta unida a la carretilla C de 110 lb me- 
diante un perno en A y una cuerda horizontal en B. Si la fuerza en la cuerda es de 
50 lb, determine la fuerza horizontal P que actua sobre la carretilla. 

17.21 El centra de masa del remolque de 840 lb se localiza en G. El remolque esta 
unido a un automovil mediante la rotula C. Determine: (a) la maxima aceleracion 
del automovil tal que el remolque no tire del gancho y (b) la fuerza horizontal co- 
rrespondiente sobre el gancho. 


8401b 
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17.22 El panel homogeneo de 40 lb, unido con un perno al rodillo A sin friccion y 
a un ligero collar B deslizante, se somete a la fuerza horizontal de 15 lb. Determine 
la aceleracion del panel y la reaccion en el rodillo en A, dado que la velocidad del 
panel es 3.6 pies/s hacia la izquierda. Desprecie la friccion. 



Fig. P17.22 


Fig. P17.23 


17.23 El cilindro homogeneo de masa m se desliza hacia abajo del piano inclina- 
do con un angulo / 3 . El coeficiente cinetico de friccion entre el cilindro y el piano 
es i±. Determine la expresion para la menor razon d/h de manera que el cilindro no 
se vuelque. 

17.24 La plataforma B de 20 kg que transporta una caja homogenea A de 40 kg, 
rueda libremente hacia abajo del piano inclinado. Los coeficientes estatico y cinetico 
de friccion entre Ay B son 0.4 y 0 . 35 , respectivamente. (a) Demuestre que la caja 
resbalara sobre la plataforma, suponiendo que sus dimensiones son las requeridas 
para que no se vuelque. (b) Obtenga la menor razon b/h para que la caja no se vuel¬ 
que. 


b 



Fig. P17.24 


17.25 Una caja de 80 lb se transporta sobre una plataforma que esta unida a dos 
brazos paralelos. Los brazos se manejan con velocidad angular constante de 2 rad/s 
en sentido positivo. Determine la normal y las fuerzas de friccion ejercidas sobre la 
caja por la plataforma cuando el sistema esta en la posicion que se muestra. Suponga 
que la caja no se desliza respecto a la plataforma. 


2 rad/s 



80 lb 


Fig. P17.25 
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L 


Dfi 


17.26 La barra uniforme AB parte del reposo en la posicion horizontal. Encuentre 
la aceleracion inicial del extremo B de la barra. 


Fig. P17.26 




17.27 La barra vertical AB de 2 kg esta unida a la carreta de 3 kg mediante un 
perno en A y la cuerda BC. Obtenga la tension en la cuerda inmediatamente despues 
de que el montaje se suelta a partir del reposo en la posicion que se muestra. 

17.2f Dos barras uniformes identicas AC y DE, cada una de masa m y longitud L. 
estan unidas con cuerdas en sus extremos. El montaje cuelga, en el piano vertical, 
de un perno en B. Encuentre la tension en la cuerda CE un instante despues de cortar 
la cuerda AD. 


L L 



A | 

m l*J 

c 


B 


D I 

m 

£ 


Fig. P17.28 

17.29 La barra homogenea AB de 6 lb esta sostenida por cuerdas paralelas en A y 
B. Si la barra se suelta del reposo cuando 6 = 35 °, calcule las fuerzas en las cuerdas 
inmediatamente despues de soltar la barra. 


Fig. P17.29 



17.30 Un refrigerador de 125 kg se baja al suelo mediante la plataforma C, que se 
controla con la conexion que se muestra en forma de paralelogramo. Los bordes de 
la plataforma evitan que el refrigerador ruede sobre sus rodillos en .4 y B. Pruebe que 
el refrigerador no se volcara cuando 6 = 0 ,a> = 1.2 rad/s y a = 1.6 rad/s 2 . ( Sugeren- 
cia: suponga que el refrigerador no se vuelca y encuentre las reacciones en A y B). 

17.31 Determine las aceleraciones angulares de las poleas homogeneas que se 
muestran en (a) y (b). El momento de inercia de masa para cada polea respecto a su 
centra de masa G es 4 slug • pie 2 . 



Fig. P17.31 
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17.32 El radio de giro de la polea de 20 kg respecto a su centra de masa G es 
300 mm. Calcule la aceleracion angular de la polea y la tension en la cuerda AS. 

17-33 Determine la maxima aceleracion posible del automovil si el coeficiente de 
friccion estatica entre las llantas y el suelo es 0 . 8 . El automovil tiene traccion delan- 
tera y su centra de masa se localiza en G. 




17-34 Dos cilindros identicos homogeneos de 30 lb estan conectados con un cable. 
Calcule la tension en el cable un instante despues de que se han soltado los cilindros 
a partir del reposo en la posicion que se muestra. Suponga que la friccion permite 
que los cilindros rueden sin deslizarse y desprecie el peso de la pequena polea. 



Fig. P17.34 


Fig. P17.35 



17-35 El engrane compuesto cuya masa es de 5 slugs engrana en las dos cremalle- 
ras. Si el par de 1180 lb • pie se aplica al engrane, obtenga la aceleracion del centra 
de este. 

17.36 La barra homogenea AB de 20 lb se suelta a partir del reposo en la posicion 
que se indica. Calcule la aceleracion angular de la barra y la tension en la cuerda BC 
inmediatamente despues de soltarla. 

17-37 Los engranes A y /C de masas 4 y 10 kg, respectivamente, giran respecto a 
sus centros de masa. El radio de giro respecto al eje de rotation es de 100 mm para 
A y 300 mm para B. Un par constante C 0 = 0.75 N • m actua sobre el engrane A. 
Despreciando la friccion, calcule la aceleracion angular de cada engrane y la fuerza 
de contacto tangencial entre los engranes en C. 
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Fig. P17.39 



y 


18 



X 


41b 
3 pulg 


2 pulg 
2 pulg 


17.38 Los discos uniformes Ay B, con masas de 2 y 4 kg, respectivamente, pueden 
girar libremente respecto a sus centros de masa. El coeficiente cinetico de friccion 
entre los discos es 0.27. El disco B gira a 500 rev/min en sentido positivo cuando 
se coloca en contacto con el disco estacionario A. Calcule la aceleracion angular de 
cada disco durante el tiempo que ocurre el deslizamiento entre los discos. Desprecie 
la masa de la barra AD. 

17-39 El disco uniforme de radio R y masa m es libre para rotar respecto al perno 
en A. Determine la magnitud de la reaccion del perno en A inmediatamente despues 
de que se suelta el disco a partir del reposo cuando 6 = 90°. 

17.40 El cono solido de acero con densidad de 7850 kg/m 3 se suelta a partir del 
reposo cuando 0 = 22°. Suponga que existe suficiente friccion en A para evitar el 
deslizamiento. Encuentre la aceleracion angular del cono, las fuerzas normal y de 
friccion en A inmediatamente despues de soltar el cono. 

17.41 La barra delgada uniforme AB de 3 lb esta montada sobre un poste vertical 
en C. Se le aplica un par constante de 9 lb • pulg. Calcule la aceleracion angular de la 
barra y la magnitud de la reaccion horizontal en C en el instante en que la velocidad 
angular de la barra es de 6 rad/s. 



17.42 Para determinar las propiedades inerciales de la biela AB, se cuelga de dos 
alambres, uno de ellos al final se cortara. Las celdas de carga se usan para medir la 
fuerza en cada alambre. Cuando la varilla cuelga en la posicion que se muestra, las 
fuerzas que se miden en los alambres son 6.80 lb en A y 5.20 lb en B. Inmediatamen¬ 
te despues de cortar el alambre en B, la fuerza en el alambre en A se reduce a 3.6 lb. 
Obtenga: (a) la distancia d que localiza al centra de masa G y (b) el radio de giro de 
la biela respecto a G. 



Fig. P17.42 


Fig. P17.43 El collar C homogeneo de 8 lb esta sujeto a la varilla uniforme AB de 

4 lb. El momento de inercia de masa de C respecto a su centra es /, = 3.27 X 10 3 
slug • pie 3 . El sistema esta en reposo en la posicion que se indica cuando la fuerza 
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horizontal P se aplica por el centra de masa del collar. Calcule la distancia d tal que 
la reaccion del perno en A no cambie inmediatamente despues de aplicar P. 

17.44 La barra uniforme AB de 40 kg esta unida al marco con un perno en A mien- 
tras que el extremo B descansa contra el marco. El montaje rota respecto a un eje 
vertical en C. En el instante que se muestra, la velocidad y la aceleracion angular del 
montaje son 2 rad/s y 6 rad/s 2 , ambas en sentido negativo. Determine la magnitud de 
la reaccion del perno en A en este instante. 

17-45 La barra uniforme de 1.8 kg rota en el piano vertical respecto al perno en O. 
Cuando la barra esta en la posicion que se indica, su velocidad angular es 4 rad/s, en 
sentido negativo. Para esta posicion, encuentre: (a) la aceleracion angular de la barra 
y (b) la magnitud de la reaccion del perno en O. 

17.46 El eje del disco homogeneo de 16 lb esta montado en el extremo de la barra 
AB, que rota libremente en el piano vertical respecto al perno en B. El cable BC 
mantiene al disco en una posicion fija relativa a la barra. Obtenga la tension del cable 
inmediatamente despues de que el montaje se libera a partir del reposo en la posicion 
que se muestra. Desprecie la masa de la barra AB. 

17-47 Una cuerda esta enrollada alrededor de la polea uniforme B de 50 lb y unida 
al bloque A de 20 lb. Si el sistema se suelta a partir del reposo, encuentre: (a) la ace¬ 
leracion inicial de A y (b) la velocidad de A despues de moverse 3 pies hacia abajo 
del piano inclinado. Desprecie la friccion. 




17.48 (a) Demuestre que el carrete de masa m y radio R puede radar sin deslizarse 
sobre la superficie horizontal sin friccion si el radio del cubo es r = I/(mR), en donde 
7 es el momento de inercia de masa del carrete respecto a G. (b) Si la superficie ho¬ 
rizontal tiene friccion. ^cual es la direccion de la fuerza de friccion que actua sobre 
el carrete si (i) r > II(mR)\ y (ii) r < IKmR)'! 

17.49 La esfera homogenea de masa M y radio R se suelta a partir del reposo y se 
mueve hacia abajo del piano inclinado rugoso. Calcule la aceleracion del centra de la 
esfera si el coeficiente de friccion estatica es insuficiente para evitar el deslizamien- 
to. El coeficiente de friccion cinetica es 0.075. 

17.50 El momento de inercia del carrete de 60 kg es I = 1.35 kg • m 2 . Los coefi- 
cientes de friccion estatica y cinetica entre el carrete y el suelo son 0.30 y 0.27, 
respectivamente. Un cable enrollado en el cubo del carrete se jala con la fuerza hori¬ 
zontal constante P = 200 N. Encuentre la aceleracion del cubo del carrete. 

17.51 Resuelva el problema 17.50 si P = 450 N. 



0.4 m 


Fig. P17.44 




Fig. P17.46 



Fig. P17.49 


60 kg 
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Fig. P17.54 




17.52 El borde de la rueda pesa 8 lb; los pesos del cubo y de los rayos son despre- 
ciables. Una fuerza de 8 lb, inclinada un angulo (3 respecto a la horizontal, se aplica 
al centra de la rueda. Los coeficientes de friccion estatica y cinetica entre la rueda 
y el piso son 0.30 y 0.25, respectivamente. Si /3 = 0: (a) demuestre que la rueda se 
desliza sobre el piso y (b) encuentre la aceleracion angular de la rueda y la acelera¬ 
cion de su centra. 


17-53 Para la rueda que se describe en el problema 17.52, obtenga el menor an¬ 
gulo [3 de manera que la rueda gire sin deslizarse y determine la aceleracion angular 
correspondiente. 


17-54 El semicilindro homogeneo de masa m y radio R se suelta a partir del repo- 
so en la posicion que se muestra. Suponiendo que no hay deslizamiento, obtenga: 
(a) la aceleracion angular inicial del semicilindro y (b) el menor coeficiente estatico 
de friccion que es consistente con la condicion de no deslizamiento. (Nota: el cen¬ 
tra de masa del semicilindro se localiza enx = 4R/3jz, e I 0 = mR 2 /2). 


17-55 El radio de giro del disco excentrico de masa M respecto a su centra de masa 
G es 0.4 m. En la posicion que se indica, la aceleracion angular del disco es 3.0 rad/s 2 . 
Suponiendo que ruede sin deslizarse, encuentre la velocidad angular del disco para 
esta posicion. 


17.56 Si la barra uniforme de 20 lb parte del reposo desde la posicion que se 
muestra, determine la aceleracion angular inicial de la barra. Desprecie la friccion. 



Fig. P17.56 



17-57 El radio de giro del carrete de 1620 lb respecto a su centra de masa G es 
1.75 pies. El cable enrollado alrededor del radio interno del carrete esta unido al 
soporte rigido como se muestra. Si el carrete se mueve hacia abajo del piano rugoso, 
obtenga su aceleracion angular y la tension en el cable. 


17.58 Repita el problema 17.57 si el cable se desenrolla desde lo alto del centra 
como se indica. 


Fig. P17.58 
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17-59 La barra homogenea AB de 3.6 kg esta anclada al deslizador de 2 kg en A. 
El sistema estaba en reposo en la posicion 0 = 0 antes de aplicar al collar la fuerza 
de 12 N. Despreciando la friccion, calcule la aceleracion del collar y la aceleracion 
angular de la barra inmediatamente despues de aplicar la fuerza de 12 N. 

17.60 La delgada barra uniforme de 8 kg estaba en reposo, sobre el piano horizon¬ 
tal sin friccion, antes de aplicar la fuerza F = 16 N. Para el instante inmediatamente 
posterior a la aplicacion de F, determine: (a) la aceleracion del extremo A y (b) la 
coordenada x del punto sobre la barra que tiene una aceleracion cero. 

17.61 La barra uniforme AB de masa m y longitud L parte del reposo en la posi¬ 
cion que se indica. Si el piano inclinado carece de friccion, obtenga la aceleracion 
inicial del extremo A. 





Fig. P17.60 


Fig. P17.61 


Fig. P17.62 


17.62 La barra uniforme AB de 30 kg cuelga de un perno unido al disco homo- 
geneo C de 50 kg. El sistema esta en reposo cuando se aplica la fuerza horizontal 
P = 200 N. Encuentre las aceleraciones angulares del disco y de la barra inmediata¬ 
mente despues de aplicar P. 

17.63 El momento de inercia de masa del disco de 128 kg respecto a su centra de 
masa G es 20 kg ■ m 2 . El eje del disco se apoya en la mitad inferior de un cojinete 
de hendido. La cuerda enrollada sobre la periferia del disco se jala horizontalmente 
con velocidad v 0 . Obtenga el valor mayor de v 0 tal que el eje del disco permanezca 
en el cojinete. Desprecie la friccion. 



Fig. P17.63 
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D 



Fig. P17.64 


17.64 La barra homogenea AB de 18 kg esta en reposo en la posicion que se 
muestra cuando la cuerda BD se corta. Determine los valores iniciales de: (a) la 
aceleracion angular de la barra y (b) la aceleracion del extremo B. 

17.65 La varilla uniforme de masa m y longitud L se apoya en rodillos en A y B. 
Obtenga la aceleracion del rodillo B inmediatamente despues de que la varilla se 
suelta en la posicion que se muestra. Desprecie las masas de los rodillos. 



L 


Fig. P17.65 



* 17.66 El perno B unido al extremo de la manivela uniforme AB de 8 oz se des- 
liza en una ranura vertical en el deslizador CD de 12 oz. Se mantiene una velocidad 
angular constante de 2000 rev/min, en sentido positivo, mediante el par C A . De¬ 
termine C A como una funcion del angulo 0 de la manivela y utilice esta expresion 
para demostrar que las fuerzas gravitacionales son despreciables comparadas con las 
inerciales. Desprecie la friccion. 



Ecuaciones diferenciales de movimiento 


En el apartado precedente se analizo la deduction de las ecuaciones de movimien¬ 
to para un cuerpo rlgido empleando el metodo de los DCL-DMA. Los problemas 
respectivos se restringieron al calculo de las fuerzas y aceleraciones en el instante 
en que el cuerpo estaba en una posicion especifica. En este apartado se considera el 
problema mas practico de determinar el movimiento de un cuerpo rlgido como una 
funcion del tiempo y/o la posicion. Como se observo en los capltulos anteriores, la 
determination del movimiento implica dos pasos: primero deben deducirse las ecua¬ 
ciones de movimiento y despues deben integrarse (resolverse). 

Las ecuaciones de movimiento se obtienen al aplicar el metodo DCL-DMA a 
una posicion arbitraria del cuerpo. Las fuerzas que aparecen en las ecuaciones de 
movimiento resultantes entran en dos categorlas: cargas aplicadas y fuerzas de res¬ 
triction. En general las cargas aplicadas se dan como funciones del tiempo, la posi¬ 
cion o la velocidad. Por otro lado, las fuerzas de restriction, como las reacciones en 
los pernos, se desconocen. Dado que las ecuaciones de movimiento son integrables 


*17.6 
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y 





DCL DMA 

(b) 


Fig. 17.14 


cuando solo tienen variables cinematicas (las coordenadas generalizadas y sus deri- 
vadas) como incognitas, las fuerzas de restriction deben eliminarse de las ecuacio¬ 
nes de movimiento. Las ecuaciones restantes, despues del proceso de elimination, 
se conocen como ecuaciones diferenciales de movimiento. 

Como ejemplo, considere la barra homogenea de masa m y longitud L que se 
muestra en la figura 17.14(a). Se determinara el movimiento resultante cuando se 
suelta la barra a partir del reposo en 6 = 0. En la figura 17.14(b) se muestran el DCL 
y el DMA de la barra para un valor arbitrario de 0. De estos diagramas se obtienen 
las siguientes tres ecuaciones de movimiento independientes: 


L F x — ma x — 

LF y = mdy +[' 

EM C = la 3> 


O x 



cos 9 


mL 

- a sen# 

2 


mL 2 mL 

O v — mg = -^-a> sen 6 - —a cos 6 

L L mL 2 

O x — sent? + O v — cos 0 = - a 

2 y 2 12 


(a) 

(b) 

(c) 


Esas ecuaciones de movimiento contienen las componentes de la reaccion descono- 
cida del perno en O, ademas de las variables cinematicas 9, co y a. A1 sustituir las 
expresiones para O x y O y , obtenibles de las ecuaciones (a) y (b), en la ecuacion (c) se 
deduce la ecuacion diferencial de movimiento: 


a = 6 = ( 3g/2L ) cos 9 


(d) 


La ecuacion (d) tambien podria obtenerse directamente del caso especial de la ecua¬ 
cion de movimiento para el momento: LM 0 = I 0 a. 

Ahora es posible establecer las siguientes conclusiones. 

1 . Si un problema puede resolverse, el numero de ecuaciones de movimiento in¬ 
dependientes es igual al numero de grados de libertad (GDL) mas el numero 
de fuerzas desconocidas. En el ejemplo anterior, las ecuaciones de movimiento 
independientes fueron tres, el cuerpo tuvo un grado de libertad (GDL) (siendo 0 


>'->n— 
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la coordenada generalizada), con dos componentes desconocidas de la reaccion 
del perno en O. 

2 . Debido a que se requiere una ecuacion del movimiento para eliminar a todas las 
fuerzas de restriccion desconocidas, el numero de ecuaciones diferenciales de 
movimiento es igual al numero de GDL. En el ejemplo anterior, se utilizaron las 
ecuaciones (a) y (b) para eliminar O x y (),, lo que resulto en una sola ecuacion 
diferencial de movimiento, la (d). 


Las ecuaciones diferenciales de movimiento pueden resolverse analfticamente 
solo en pocos casos especiales, siendo la integracion numerica el metodo principal 
de solucion. Sin embargo, en este apartado se consideran soluciones analfticas y 
numericas. En cualquier caso, la solucion de las ecuaciones diferenciales del movi¬ 
miento (observe que son ecuaciones de segundo orden) requiere el conocimiento de 
dos condiciones iniciales para cada GDL: los valores de las coordenadas generaliza- 
das y velocidades generalizadas en algun instante de tiempo (en general, en t = 0). 

Algunas veces es posible obtener una solucion parcial para las ecuaciones di¬ 
ferenciales del movimiento en forma cerrada, mientras que la solucion completa 
requerirfa la integracion numerica. Por ejemplo, para obtener la expresion para co en 
contraste con 8 para la barra que se muestra en la figura 17.14, se sustituye a de la 
ecuacion (d) en a d8 = co dco, con lo que se obtiene 


co dco = ( 3g/2L ) cos 6 d6 (e) 

Al integrar ambos lados de esta ecuacion y aplicar la condicion inicial co = 0 cuando 
9 = 0, la relacion entre coy 6 sera 


co = y/(3g/2L) send (f) 

Sin embargo, las relaciones entre las variables cinematicas y el tiempo, no pueden 
determinarse facilmente. Para encontrar 6 en contraste con el tiempo, por ejemplo, 
se sustituye co de la ecuacion (fj en co = dO/dt. Al resolver para dt, se encuentra 


dt = dd/y/Og!2L) sen0 (g) 

El lado derecho de la ecuacion (g) no puede integrarse en una forma cerrada. Por 
tanto, se observa que aun los problemas relativamente sencillos quiza necesiten la 
integracion numerica para determinar por completo el movimiento. 

Debe mencionarse que despues de encontrar los valores At coy a como funcio- 
nes de 9, pueden emplearse las ecuaciones (a) y (b) para obtener O, y (),, tambien 
como funciones de 9. De modo similar, si se han obtenido 9, coy a como funciones 
del tiempo, entonces las ecuaciones (a) y (b) determinaran a O x y O y como funcio¬ 
nes del tiempo. 




Problema de ejemplo iy.10 


La placa uniforme de 360 lb que se muestra en la figura (a) rota en el piano vertical 
respecto al perno en A. La placa se suelta del reposo cuando 9 = 0. 1. Demuestre 
que la ecuacion diferencial del movimiento para la placa es a = 0.9660(4 cos 6 — 
3 sen 9) rad/s 2 . 2. Integre analr'ticamente la ecuacion diferencial de movimiento para 
obtener la velocidad angular de la placa como una funcion de 9. 3. Encuentre el valor 
maximo de 9. 


Solution 

Parte 1 

La masa de la placa es m = 360/32.2 = 11.180 slugs y el momento de inercia res¬ 
pecto a su centro de masa G es (vease la tabla 17.1) 



La figura (b) muestra los diagramas de cuerpo libre (DCL) y de masa-acelera- 
cion (DMA) para una posicion arbitraria de la placa. El DCL contiene A„ y A„ las 
componentes desconocidas de las reacciones del perno en A y el peso de 360 lb que 
actua en G. El DMA consta del par de inercia la y las componentes del vector de 
inercia ma que actua en G. Debido a que la trayectoria de G es un crrculo de radio 
r = 5 pies centrado en A, la componente normal de a es a„ = rco 2 = 5 or pies/s 2 y 
su componente tangencial es a, = ra = 5cr pies/s 2 . Observe que en el DMA se ha 
supuesto que la aceleracion angular a tiene sentido negativo. Las unidades para co y 
a son rad/s y rad/s 2 , respectivamente. 


n 



DCL 


DMA 


(b) 


Ya que el angulo 9 determina por completo la posicion de la placa, esta solo 
tiene un grado de libertad. Por tanto, solo existe una ecuacion diferencial del movi- 









miento. El metodo mas conveniente para deducir esta ecuacion es igualar los mo- 
mentos respecto de A en el DCL y el DMA, con lo que se obtiene 

(EM^)dCL = (£M a ) DMA 

3 (360cos0)(4) - (360sen0)(3) = 93.17a + 11.180(5a)5 
que se reduce a 

a = 0.9660(4 cos 0 — 3 sen (9) rad/s 2 Respuesta (a) 

Podrfa obtenerse un resultado identico al usar el caso especial de la ecuacion del 
momento: IA7 , = I A a. 

Parte 2 

Para encontrar la velocidad angular como una funcion de 0, se sustituye a de la 
ecuacion (a) en co dco = a dO, que da 

co dco — 0.9660(4 cos 0 — 3 sen 6)d6 
El resultado de integrar esta ecuacion es 

or 

= 0.9660(4 sen 6 + 3 cos 6) + C 

La constante de integracion C se evalua aplicando la condicion inicial co = 0 cuando 
0 = 0, que da C = —3(0.9660) rad 2 /s 2 . Por tanto, la ecuacion anterior queda 

or 

— = 0.9660(4 sen 0 + 3 cos 0 — 3) 
de donde es posible encontrar la velocidad angular 

co = ±1.39OV4sen0 + 3cos0 — 3 rad/s Respuesta (b) 


Parte 3 

El maximo valor de 0 ocurre cuando co = 0. De acuerdo con la ecuacion (b), este 
valor es la rafz distinta de cero de la ecuacion 4 sen 0 + 3 cos 0 — 3 = 0. La solucion 
numerica de esta ecuacion es 


0 max = 106.3° Respuesta 

Solo se utilizo una ecuacion de movimiento para determinar el movimiento de 
la placa. Las restantes dos ecuaciones de movimiento independientes, por ejemplo, 
X/-’„ = ma n y S F, = ma„ podrfan emplearse ahora para encontrar las componentes 
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de la reaccion en el perno, A„ y A„ en terminos de 0, co y a. A1 sustituir para a de 
la ecuacion (a) y co de la ecuacion (b), se obtendrfan A„ y A, como funciones de 6 
unicamente. 


** Problema de ejemplo 17.11 

Para la placa descrita en el problema de ejemplo 17.10: 1. Resuelva numericamente 
la ecuacion diferencial de movimiento desde el tiempo en que la placa se suelta hasta 
que por primera vez 6 alcanza su valor maximo; y 2. Utilice la solucion numerica 
para determinar el maximo valor de 0 y el tiempo en que esto ocurre por primera vez. 


Solucion 

Parte 1 

La ecuacion diferencial de movimiento que se dio en el problema de ejemplo 17.10 
es a = 0.9660(4 cos 0 — 3 sen 6) rad/s 2 . Las ecuaciones de primer orden equivalen- 
tes son 


6 = co co = 0.9660(4cos 6 — 3 sent?) rad/s 2 (a) 


con las condiciones iniciales 0 = co = 0 en t = 0 (el tiempo en que la placa se suelta). 
Con 


X\ = 9 X2 — co 


se obtiene el siguiente programa MATLAB para la solucion de las ecuaciones dife- 
renciales de la ecuacion (a): 


function examplel7_ll 

xO =[0 0] ; 

time =[0:0.05:1.6]; 

[t,x] = ode45 (@f,time,xO); 
axes('fontsize',14) 
plot(t,x(:,1),'linewidth',1.5) 
grid on 

xlabel('t (s)'); ylabel('theta (rad)') 
printSol(t,x) 

function dxdt = f(t,x) 
dxdt = [x(2) 

0.9660*(4*cos(x(1))-3*sin(x(l)))]; 

end 

end 


El periodo de integracion es de t = 0 al tiempo en que 6 alcanza por primera 
vez su maximo valor (donde co = 0). Mediante prueba y error se encontro que este 
tiempo es de aproximadamente 1.5 s. En la siguiente figura se muestra la grafica de 
6 contra el tiempo. 
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Parte 2 

Para obtener el tiempo en que 0 esta en su maximo es preciso examinar la salida 
numerica en la vecindad en que co cambia de signo. A continuacion se muestran dos 
Ifneas del resultado que generan oj = 0. 

t xl x2 

1.5000e+000 1.8544e+000 3.9827e-002 

1.5500e+000 1.8515e+000 -1.5325e-001 


Sea 1 el tiempo cuando oj = 0, entonces la interpolacion lineal da 

-0.15325 - 0.0039827 0 - 0.0039827 

1.55 - 1.50 “ n - 1.50 

La solucion es 


t\ = 1.501s Respuesta 

De esta impresion se deduce, por inspeccion, que 

Om-dx = 1.854 rad = 106.2° Respuesta 
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Problemas 


17.67 La barra uniforme AB de masa m, sostenida por dos alambres, se suelta del 
reposo cuando 0 = 0 O . (a) Demuestre que la ecuacion diferencial del movimiento es 
a = — ( g/L ) sen 6. (b) Integre analfticamente la ecuacion diferencial de movimiento 
para encontrar to como una funcion de 0. (c) Determine la fuerza en cada alambre 
como una funcion de 6. 

17.68 El poste AB uniforme de masa m se iza desde el reposo en la posicion ho¬ 
rizontal (6 = 90°) mediante un cable que pasa sobre la polea C. La fuerza que actua 
en el extremo del cable tiene magnitud constante P — mgly/2 (es igual a la fuerza 
menor necesaria para iniciar el movimiento). (a) Pruebe que la ecuacion diferencial 
de movimiento es a = 3g/(2L)[sen0 — \/2cos(0/2)]. (b) Integre analfticamente la 
ecuacion diferencial de movimiento para obtener to en terminos de 0. (c) ^Cual es 
la velocidad angular del poste cuando llega a la posicion vertical? 

17.69 Las dimensiones de la caja homogenea de 40 kg son h = 0.8 my b = 0.6 
m. La caja esta en reposo sobre la superficie horizontal lubricada, entonces la fuerza 
constante P = 220 N se aplica al tiempo t = 0. La fuerza de arrastre hidrodinamica 
del lubricante durante el movimiento resultante es F D = 20v N, en donde v es la 
rapidez de la caja en metros/segundo. (a) Demuestre que la ecuacion diferencial 
del movimiento de la caja es a = 5.5 — 0.5v m/s 2 , (b) Obtenga el tiempo en que se 
voltea la caja. 


b _ P 2.4 kg 


Fig. P17.69 Fig. P17.70 

17.70 El eje del disco homogeneo de 2.4 kg se ajusta en una ranura inclinada. El 
disco esta inicialmente en reposo y entonces se coloca sobre la banda transportadora 
que se mueve con rapidez constante de 6 m/s. El coeficiente de friccion cinetica en- 
tre el disco y la banda es 0.15. Calcule: (a) la aceleracion angular del disco durante 
el tiempo que resbala sobre la banda y (b) el numero de revoluciones que el disco 
efectua antes de que alcance su rapidez angular final. 

17.71 El delgado borde de la rueda pesa 18 lb; pueden despreciarse los pesos de 
los rayos y del cubo. Antes de bajar la barra homogenea AB de 6 lb a la posicion 
que se muestra, la rueda giraba libremente a 400 rev/min en sentido negativo. Si el 
coeficiente cinetico de friccion en B es 0.75, determine: (a) la aceleracion angular de 
la rueda y (b) el tiempo que tarda la rueda en detenerse. 


- Lubricante 



T5-0 




Fig. P17.68 



17.72 Repita el problema 17.71 para el caso en que la rueda al principio giraba a 
400 rev/min en sentido positivo. 


Fig. P17.71, P17.72 
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Fig. P17.74 


17-73 El eje del disco uniforme A de 6 lb puede deslizarse en la ranura vertical, 
mientras que el eje del disco uniforme B de 10 lb esta fijo. El coeficiente de friccion 
cinetica entre los discos es 0.4. El disco A rota a 200 rev/min en sentido negativo 
cuando se baja sobre el disco estacionario B. Determine: (a) la aceleracion angular 
de cada disco durante el tiempo en que sucede el deslizamiento y (b) la rapidez an¬ 
gular final de cada disco. 

17-74 La barra homogenea AB de masa m y longitud L se suelta desde el reposo 
en la posicion 6 = 6 0 . (a) Demuestre que la ecuacion diferencial del movimiento 
es a = —(3g/2L) send, (b) Integre analiticamente las ecuaciones diferenciales para 
encontrar co como una funcion de 0. (c) Obtenga el maximo valor de la componente 
vertical de la reaccion del perno en A y el valor de 6 en donde esto ocurre. 

17.75 Despues de que la barra uniforme AB de 24 lb se suelta del reposo en la 
posicion 6 = 35°, se desliza dentro de la superficie cilindrica sin friccion. (a) De¬ 
muestre que la ecuacion diferencial de movimiento es a = —6.740 sen 6 rad/s 2 , 
(b) Integre analiticamente la ecuacion diferencial de movimiento para obtener co en 
terminos de 6. (c) Encuentre la reaccion normal en A como una funcion de 6. 

17.76 El radio de giro de la polea de 20 lb respecto a su centra de masa G es 
12 pulg. El peso de 2.5 lb se encuentra suspendido de una cuerda enrollada en la 
polea. (a) Deduzca la ecuacion diferencial del movimiento para la polea. (b) Si se da 
a la polea una velocidad angular inicial de 10 rad/s en sentido positivo cuando 6 = 0, 
encuentre 0 cuando el sistema llega al reposo. 



Fig. P17.75 





17-77 La barra en forma de L se libera a partir del reposo cuando 6 = 0. (a) De¬ 
muestre entonces que la ecuacion diferencial del movimiento es a = 8.017 cos 6 + 
2.088 sen 6 rad/s 2 , (b) Integre analiticamente la ecuacion de movimiento para ob¬ 
tener la expresion de co en terminos de 6. (c) Determine el maximo valor de co y e I 
valor correspondiente de 6. (d) Obtenga el maximo valor de 6. 

17.78 La barra uniforme AB de masa m esta en reposo en la posicion 6 = 0 cuando 
la fuerza F imprime la aceleracion constante a A = g sobre el extremo A. (a) Despre- 
ciando la masa del rodillo, pruebe que la ecuacion diferencial de movimiento para 
AB es a = (3g/2L)(cos 6 — sen 6). (b) Integre analiticamente la ecuacion diferen- 
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cial de movimiento para encontrar la velocidad angular (o como una funcion de 9. 
(c) Determine el maximo valor de 6 y el valor correspondiente de F. 

*7-79 El montaje en forma de T con masa total m se elaboro soldando dos varillas 
identicas de longitud L. Si el montaje se suelta a partir del reposo cuando 6 = 0, 
obtenga su velocidad angular u> y aceleracion angular a del montaje como funciones 
de 9. 

17.80 El bloque homogeneo de 60 lb esta anclado a los enlaces paralelos AB y CD 
de peso despreciable. El montaje esta inicialmente en reposo en la posicion 9 = 0 
cuando sobre AB se aplica un par constante de 240 lb • pie. (a) Demuestre que la 
ecuacion diferencial del movimiento es a = 14.311 —10.733 cos 9 rad/s 2 , (b) Integre 
analfticamente la ecuacion diferencial del movimiento para obtener co como una 
funcion de 9. 





Fig. P17.80 


Fig. P17.81 


17.81 La barra uniforme BC de 3 lb esta soldada al tambor A de 10 lb. El radio de 
giro del tambor respecto a su centra de masa C es 4 pulg. El par constante M 0 lb ■ pie 
se aplica cuando el sistema esta en reposo en 9 = 0. (a) Demuestre que la ecuacion 
diferencial de movimiento para el sistema es a = 9.580 M 0 — 21.56 sen 9 rad/s 2 , (b) 
Encuentre el valor de M 0 tal que la barra alcance la posicion en donde valgan cero su 
velocidad y aceleracion angulares. Calcule 9 en esa posicion. 

17.82 El disco uniforme de 2 kg y radio R rueda sin deslizarse sobre la superficie 
horizontal rugosa. La rigidez del resorte unido al centra G del disco es 300 N/m. 
El disco parte del reposo en la posicion que se muestra con el resorte estirado 
75 mm. (a) Determine la aceleracion y velocidad de G en terminos de su coordena- 
da x. (b) Calcule la maxima velocidad de G y el valor correspondiente de x. (c) Ob¬ 
tenga el menor coeficiente estatico de friccion que impedirfa el deslizamiento. 

17.83 El aro delgado de 1.2 lb se lanza sobre una superficie horizontal con velo¬ 
cidad v’o = 10 pies/s y velocidad angular co 0 = 12 rad/s, ambas dirigidas como se 
muestra en la figura. El coeficiente de friccion cinetica entre el aro y la superficie es 
0.25. Calcule: (a) la aceleracion angular del aro y la aceleracion del centra de masa 
G durante el periodo de deslizamiento; (b) el tiempo transcurrido antes de que ter- 
mine el deslizamiento y (c) la velocidad final de G. 



Fig. P17.82 



Fig. P17.83 
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Fig. P17.84 


m 2 



* 17.84 La escalera uniforme AS de longitud L = 3 m y masa M = 25 kg se suelta 
a partir del reposo cuando 0 = 30°. La friccion entre la escalera y el piso es despre- 
ciable. (a) Deduzca las expresiones para la velocidad y aceleracion angulares de la 
escalera, suponiendo que el extremo A permanece en contacto con la pared vertical. 

(b) Obtenga la expresion para la fuerza de contacto en A como una funcion de 0. 

(c) E 11 que valor de 0 el extremo A perdera contacto con la pared? 

17-85 La barra AS de masa m, y longitud L esta anclada al collar deslizante de 
masa m 2 . El sistema esta en reposo con 0 = 0 cuando la fuerza horizontal constante 
P 0 se aplica al collar, (a) Suponiendo que la friccion es despreciable, demuestre que 
la ecuacion diferencial de movimiento para la barra AS es 

2Pq cos 6 — 2g(mi + mi) sent) — m\La > 2 sen# cos 0 
a = --- 

(4L/3)(wi + m 2 ) + m\L cos 2 0 

(b) Utilice la integracion numerica para encontrar el maximo valor de 0 durante los 
primeros dos segundos del movimiento. Aplique los siguientes datos: = 3.6 kg, 

m 2 = 2.0 kg, L = 0.8 m y P 0 = 12 N. (c) Grafique 6 contra tiempo para el periodo 
de integracion. 

| ^ 17.86 Cuando la posicion angular 0 de un cuerpo es suficientemente pequena, 
sus ecuaciones de movimiento pueden simplificarse mediante las aproximaciones 
sen 0 ~ 0 y cos 0=1. Aplicando estas aproximaciones a la ecuacion diferencial de 
movimiento del problema 17.85, resuelva los incisos (b) y (c). Compare el maximo 
valor de 6 con 24.6°, el valor obtenido si no se emplean las aproximaciones de an- 
gulo pequeno. 




17.87 La maquina de vapor consiste en el volante de inercia balanceado C unido 
con un perno a la biela AS. La biela, a su vez, esta anclada al piston A de doble ac- 
cion. La presion del vapor se regula de modo que la fuerza P ejercida sobre el piston 
varre con el angulo 0 como P = P 0 sen 0, en donde P 0 es una constante. El peso del 
volante es Wy su radio de giro respecto a su centra de masa es k\ es posible despre- 
ciar los pesos del piston y de la biela. (a) Demuestre que la ecuacion diferencial del 
movimiento para el volante es 


Fig. P17.87 


gPoR send 
Wk 2 


cos 0 


sent 


V(L/R) 2 - 



(b) Si el volante arranca del reposo cuando 0 = 90°, determine por integracion nu¬ 
merica el tiempo requerido para que alcance una rapidez de 10 rad/s. Utilice los 
siguientes datos: W = 180 lb, k = 0.6 pies, R = 0.75 pies, L = 1.5 pies, P 0 = 24 lb. 

(c) Grafique la rapidez angular contra tiempo para el periodo de integracion. 


g 17.88 La varilla uniforme AB se suelta del reposo cuando 0 = 0 con el extremo 
A en contacto con la superficie inclinada sin friccion. (a) Suponga que el extremo A 
mantiene contacto con la superficie, pruebe que la ecuacion diferencial que rige el 
movimiento angular de la varilla es 


(2g/L)(cos 0 — sen ft sen cp) — co 2 sen ip cos (p 
(4/3) — sen 2 (p 


rad/s 2 


Fig. P17.88 


donde <p = /3 — 0. ( b) Resuelva numericamente la ecuacion diferencial del movi¬ 
miento del inciso (a) desde el tiempo en que se suelta la varilla hasta que el extremo 
B hace contacto con la superficie inclinada. 
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Aplique esta solucion para determinar co en el tiempo de contacto. Utilice los datos 
L = 8 pies, W = 30 lb, [3 = 60°. 

*17.89 El pequeno collar C de masa m 2 se desliza con friccion despreciable sobre 
la varilla AB de masa in, y longitud L. El sistema se libera desde el reposo cuando 
9 = 9 0 y r = L. (a) Demuestre que las ecuaciones diferenciales de movimiento del 
sistema son 


r = —g sen 6 + r9 2 


3 g cos 6 [L{in\/m 2 ) + 2 r] + 4 rr9 
2 L 1 (m\lm'i) + 3 r 2 



(b) Integre numericamente las ecuaciones desde el tiempo en que se libera hasta que 
el collar abandona la varilla en B y grafique r contra 9. Utilice 0„ = 60°, m l /m 2 = 2, 
L = 1.5 pies, g = 32.2 pies/s 2 . 

. 17.90 El pequeno collar D de masa m se desliza sobre la varilla AB. Un resorte 
ligero con rigidez k une el collar con el extremo A de la varilla. El resorte no esta 
deformado cuando el collar se encuentra en la posicion r = r 0 . La varilla y el marco 
ACB rotan libremente respecto al eje vertical OC, su momento de inercia combinado 
respecto a ese eje es I. Un agitador (que no se muestra) mueve la base E de tal mane- 
ra que la posicion de E este dada por y(t) = a sen pi, en donde a y p son constantes. 
(a) Pruebe que las ecuaciones diferenciales del movimiento del sistema son 


ti tv * 9 9 

r — - (r — ro) + rO + ap~ sen pt send 

m 

r r. 

6 — -- (ap sen pt cos 9 — 2r6) 

(Urn) + r z 

(b) Resuelva numericamente las ecuaciones diferenciales de movimiento desde 
t = 0 a 3 s y grafique 9 contra t. Suponga que el movimiento inicia en t = 0 con el 
sistema en reposo en la posicion 9 = 0 y r = r 0 . De la solucion, obtenga la direccion 
de rotacion (como se ve desde arriba). Utilice los siguientes datos: m = 0.125 kg, 
k = 3.125 N/m, r 0 = 50 mm, I = 312.5 X 10~ 6 kg -m 2 , a = 10 mm y p = 10 rad/s. 



Fig. P17.90 
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Repaso de ecuaciones 


Momento de inercia de masa m momento de inercia de masa de un 
cuerpo respecto a un eje (el eje a) es 


l a = / r 2 dm = mk^ 

Jr 

r = distancia perpendicular del eje a la masa diferencial dm 
T = volumen que ocupa el cuerpo de masa m 
k a = radio de giro del cuerpo respecto al eje a 

Teorema de los ejes paralelos 

I a = I a + md 2 

I a = momento de inercia de masa respecto al eje centroidal que es paralelo al eje a 
d = distancia entre el eje centroidal y el eje a 

Cantidad de movimiento angular de un cuerpo ri'gido 
con movimiento en un piano 

h G = Ico (respecto al centra de masa G) 

h A = I A co (respecto al centra instantaneo A para las velocidades) 
h G = I co + mvd (respecto a un punto arbitrario A) 

d = brazo de momento del vector de cantidad de movimiento m\ respecto de A 

Ecuaciones de movimiento en un piano 

EF = /«a 

EM C = la (G es el centra de masa) 

= I A a (el punto A esta fijo en el cuerpo y en el espacio) 

EM A = la + mad (A es un punto arbitrario) 


d = brazo de momento del vector de inercia ma respecto a A 
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Problem as de repaso 


17.91 La figura que se muestra esta hecha de un alambre delgado y uniforme, su 
masa es m. Determine: (a) la coordenada x de su centra de masa; (b) el momento de 
inercia respecto al eje z y (c) el momento de inercia respecto al eje z. 

17.92 Para el soporte homogeneo que se muestra, determine: (a) la coordenada x 
del centra de masa, (b) el radio de giro respecto al eje z y (c) el radio de giro respecto 
al eje z (el eje que pasa por el centra de masa). 


20 


T 



Fig. P17.92 




17-93 Un bloque de 50 kg se empuja, sobre el piano inclinado a 30°, con una 
fuerza constante P. El coeficiente de friccion cinetica entre el bloque y el piano es 
0.2. Determine la mayor fuerza P que puede aplicarse sin que el bloque se voltee. 


17.94 La barra uniforme AB de 12 lb abanica libremente de dos varillas de peso 
despreciable. En la posicion 0 = 30°, la tension medida en la varilla AC es 4 lb. 
Determine las magnitudes de los vectores de aceleracion y velocidad del centra de 
masa de la barra AB en la misma posicion. 



Fig. P17.94 



17-95 La barra uniforme AB de peso W esta unida al marco C de 24 lb por medio 
de un perno en A. El coeficiente de friccion cinetica entre el marco y la superficie 
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horizontal es 0.3. Determine el valor menor de W tal que la barra permanezca en 
contacto con el marco en B despues de aplicar al marco la fuerza de 30 lb. 



Fig. P17.97 


c 




B 


Fig. P17.99 


17.96 La viga uniforme AB de masa m y longitud L esta sostenida por dos cables. 
Encuentre la tension en el cable BC inmediatamente despues de que el cable AC se 
rompe. 

17-97 La barra homogenea AB de 6 kg esta unida con un perno al disco en A. Una 
cuerda conecta el extremo B de la barra al centra C del disco. Calcule la tension en 
la cuerda cuando el disco rota en el piano horizontal con velocidad angular constante 
co = 10 rad/s. 


^ = 0.8 



1800 lb 


2000 lb 40°, 


9 pies 


B 



Fig. P17.98 

17.98 La viga uniforme de 2000 lb descansa sobre una superficie rugosa en A y un 
rodillo de apoyo en B antes de que se aplique la fuerza de 1800 lb. Determine la ace¬ 
leracion angular de la viga y la aceleracion del extremo A inmediatamente despues 
de aplicar la fuerza. Suponga que el extremo A se desliza sobre la superficie rugosa. 
El coeficiente de friccion cinetica en A es 0.8. 


Fig. P17.100 

17.99 Los bloques identicos Ay B, cada uno de masa m, estan conectados por una 
varilla de longitud L y masa despreciable. El bloque A es fibre de deslizarse sobre la 
superficie inclinada sin friccion. Si el sistema parte del reposo en la posicion que se 
muestra, determine las expresiones para la aceleracion del bloque A y la fuerza axial 
en la varilla inmediatamente despues de soltar el sistema. 


17 .IOO La barra uniforme AB de 50 kg esta sostenida por un cable en A. Determi¬ 
ne la aceleracion angular de la barra y la tension en el cable inmediatamente despues 
de soltar la barra desde el reposo en la posicion que se indica. 
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17 .101 La barra T consiste en dos varillas identicas, cada una de masa m y lon- 
gitud L. Encuentre la reaction del perno en A inmediatamente despues de soltar la 
barra desde el reposo en la position que se muestra. 

17 .10 2 El tronco uniforme AB de 100 lb parte del reposo en un valor desconocido 
de 9. Si se sabe que la reaction vertical en A es 50 lb cuando 9 = 40°, determine la 
rapidez angular del tronco en esta position. 

17 .10 3 La caja homogenea de masa m parte del reposo en la position que se mues¬ 
tra. Determine la aceleracion inicial del pequeno rodillo en A. 

17 .10 4 El carrete pesa 300 lb y su radio de giro respecto a su centra de masa G 
es 2.0 pies. Un cable esta enrollado alrededor del cubo del carrete con un extremo 
unido a la pared en A. La fuerza de 100 lb hace que el carrete se deslice en su punto 
de contacto con el piano horizontal. Determine la aceleracion de G y la tension en el 
cable. El coeficiente de friction cinetica entre el carrete y el piano es 0.4. 


b 



Fig. P17.103 



17 .10 5 El aro delgado uniforme de masa m y radio R se suelta a partir del repo¬ 
so cuando 9 = 90°. (a) Demuestre que la ecuacion diferencial de movimiento es 
a = (—g/2R) sen 9. (b) Integre analiticamente la expresion para a y obtenga la rela¬ 
tion entre la velocidad angular coy 9. (c) Deduzca la expresion para la magnitud de 
la reaction del perno en A como una funcion de 0. 

17.106 La delgada barra homogenea de 20 kg se mueve en el piano vertical. Sus 
extremos estan anclados a los deslizadores A y B de peso despreciable. Determine la 
mayor fuerza horizontal P que deslizara la barra hacia la derecha sin que el desliza- 
dor B se levante de la superficie. Desprecie la friction. 



L 


L_ 

2 


L_ 

2 


Fig. P17.101 



Fig. P17.102 



B 



Fig. P17.106 
































414 CAPITULO 17 Cinetica plana de cuerpos rigidos: metodo de fuerza-masa-aceleracion 


6 pies 



Fig. P17.107 


17.107 La caja uniforme de 400 lb se suelta del reposo en la posicion que se indi- 
ca. Calcule la aceleracion inicial del vertice A, suponiendo que este se desliza sobre 
la superficie rugosa inclinada. 

17.108 La barra uniforme AB de masa m y longitud L esta en reposo en la po¬ 
sicion 9 = 0 cuando la fuerza vertical constante P se aplica en A. Suponga que 
P > mg/2, determine lo siguiente como funciones de 6 : (a) la aceleracion y la velo- 
cidad angulares de la barra y (b) la componente horizontal de la reaction del perno 
en B. 



Fig. P17.108 

17 .IO 9 El disco homogeneo de masa m se encuentra estacionario cuando se co- 
loca sobre una banda transportadora que se mueve con rapidez constante de 5 m/s. 
Si el coeficiente cinetico de friccion entre el disco y la banda es 0.25, determine el 
tiempo en que el disco alcanza su rapidez angular final. 



Fig. P17.109 
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Cinetica plana de cuerpos 
rigidos: metodos de trabajo- 
energfa y de impulso-cantidad 

de movimiento 




18.1 


Introduction 


Este capftulo continua el analisis cinetico del movimiento en un piano de los cuerpos 
rigidos que se inicio en el capftulo anterior. 

La parte A del capftulo extiende el metodo de trabajo-energla para un sistema de 
partfculas (vease el capftulo 15) a los cuerpos rigidos. El metodo de trabajo-energla, 
cuando se aplica al movimiento de un cuerpo rlgido, relaciona el trabajo hecho por 
las fuerzas aplicadas y los pares con el cambio en la energla cinetica del cuerpo. 
Por tanto, la presentation de este metodo estara precedida por el analisis del trabajo 
realizado por un par y la energla cinetica de un cuerpo rlgido. Igual que en el caso 
del movimiento de partlculas, el metodo de trabajo-energla es conveniente para en- 


La ratonera funciona de acuerdo 
con el principio de conservacion 
de la energia mecanica. La energi'a 
potencial se almacena en el resorte 
cuando se coloca la trampa. Una vez 
que la ratonera se activa, la energia 
potencial se convierte en la energia 
cinetica de la trampa de alambre. 

En el problema 18.29 se analiza 
la rapidez con la que se cierra. 

(© iStockphoto.com/Danny Smythe) 
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contrar el cambio en la rapidez del cuerpo conforme se mueve entre dos posiciones 
espaciales. 

En la parte B, el metodo de impulso-cantidad de movimiento para los sis- 
temas de partfculas (vease el capftulo 15) se extiende a los cuerpos rfgidos. Este 
metodo relaciona los impulsos lineal y angular de las fuerzas aplicadas y los pares 
con los cambios en las cantidades de movimiento lineal y angular del cuerpo. En 
el calculo de la cantidad de movimiento angular se usan mucho los diagramas de 
la cantidad de movimiento que se presentaron en el capftulo anterior. 

Como se analizo en el capftulo 15, la conservacion de la cantidad de movimien¬ 
to (lineal y/o angular) es uno de los conceptos mas utiles en dinamica. Es invaluable 
en el impacto de los cuerpos rfgidos, tema que tambien se incluye en la parte B. 
Como ya se ha enfatizado, los problemas de impacto solo pueden analizarse con 
tecnicas de impulso-cantidad de movimiento, porque en general se desconocen las 
fuerzas de impacto y la energfa no se conserva durante el mismo. 

PARTE A: Metodo de trabajo-energia 


Trabajo y potencia de un par 


a. Trabajo 

A1 aplicar el metodo de trabajo-energia al movimiento de un cuerpo rfgido, con 
frecuencia se necesita calcular el trabajo realizado por un par. El trabajo de un par 
puede deducirse con el apoyo de dos herramientas que ya estan disponibles: la defi- 
nicion de trabajo de una fuerza y la cinematica del cuerpo rfgido. 

La figura 18.1 muestra un par aplicado a un cuerpo rfgido. El par se representa 
por dos fuerzas paralelas, con sentido opuesto, de magnitud F, que actuan en los 
puntos A y B. El vector de par correspondiente es 

C = r bia x F (a) 


18.2 



El trabajo efectuado por el par se calcula al sumar el trabajo de las dos fuerzas 
que lo constituyen. Por tanto, dicho trabajo durante un desplazamiento infinitesimal 
del cuerpo es 


dU — — F • dr a + F • dr B — F • ( dr B — dr A ) = F • dr B / A 


(b) 
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donde c / r , y dr B son los desplazamientos infinitesimales de los puntos Ay B, res- 
pectivamente. De acuerdo con la cinematica del cuerpo n'gido, la velocidad de B 
relativa a A es 


dr B / A c /0 

\ B /a = « x r B/A o —— = — x r b/a 

dt dt 

donde co es el vector de velocidad angular y <:/0 representa la rotacion infinitesimal 
del cuerpo. Multiplicando ambos miembros de la segunda ecuacion por dt, se ob- 
tiene 


dr B/A = dti x r B/A 


que, al sustituir en la ecuacion (b), resulta 


dU — F • (c/0 x tb/a) = (tr b/a x F) • c/0 
Con la ecuacion (a), finalmente se obtiene 


dU = C-dO ( 18 . 1 ) 

De la ecuacion (18.1) se observa que el trabajo de un par depende de la rotacion 
del cuerpo y es independiente de la traslacion. Esta conclusion fue anticipada; es 
obvio que durante la traslacion del cuerpo rfgido el trabajo de F se cancela por el 
trabajo de -F, porque los desplazamientos de A y B son iguales. 

Para el caso especial del movimiento en un piano, C y c/0 son paralelos, ambos 
son perpendiculares al piano del movimiento. En consecuencia, dU = C dO, y el 
trabajo durante un desplazamiento finito del cuerpo es 

Ui —2 = / C dO ( 18 . 2 ) 

Je { 

donde 0\ y 0 2 son las posiciones angulares inicial y final del mismo, medidas desde 
una lrnea de referenda conveniente. Si la magnitud del par permanece constante 
durante el movimiento en un piano, su trabajo sera 

Ui -2 = C(02 ~ # 1 ) — C AO C: constante ( 18 . 3 ) 

donde A 6 = 0i - 6 t es el desplazamiento angular del cuerpo. Es preciso recordar 
que las ecuaciones (18.2) y (18.3) son validas solo para el movimiento en un piano. 

Con el fin de determinar el signo correcto para el trabajo, deben compararse las 
direcciones de C y de la rotacion. Si ambos estan en la misma direccion, el trabajo 
es positivo; si tienen direcciones opuestas, es negativo. 

Tambien es necesario observar que el desplazamiento angular debe medirse en 
radianes para que las ecuaciones de la (18.1) a la (18.3) sean validas. 

b. Potencia 

En el apartado 14.5, la potencia P se definio como la rapidez con que se realiza el 
trabajo: 


dU 

P=- 

dt 


(14.30, repetida) 
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Tambien se demostro que la potencia de una fuerza F puede expresarse como 

p — F- v (14.31, repetida) 

donde v es el vector de velocidad del punto de aplicacion de F. 

Cuando un par C actua sobre un cuerpo rfgido, de acuerdo con la ecuacion 
(18.1), su potencia es, 



CdQ 

dt 


= C- to 


(18.4) 


donde a> = dOldt es la velocidad angular del cuerpo. 

Para el movimiento en un piano, en donde C y to son paralelos, la potencia del 
par sera 

P = Cco (18.5) 

Observe que en la ecuacion (18.5) la potencia sera positiva si C y co van en la misma 
direccion y negativa si van en direcciones opuestas. Las unidades SI para la potencia 
son watts (1 W = 1 J/s = 1 N • m/s); las unidades en el sistema ingles son lb ■ pulg/s, 
lb ■ pie/s, o caballo de fuerza (1 hp = 550 lb • pie/s). 

Recuerde que la eficiencia 17 de una maquina se definio en el apartado 14.5 
como 


potencia de salida 

g = — -X 100% 

potencia de entrada 


(14.32, repetida) 


18.3 


Energia cinetica de un cuerpo rfgido 



a. Movimiento general 

La energia cinetica de un cuerpo puede obtenerse sumando las energlas cineticas 
de las partlculas constituyentes. Asl, la energia cinetica de un cuerpo que ocupa la 
region T, que se muestra en la figura 18.2, es 

T= f -v 2 dm= f -\-\dm (a) 

Jr 2 Jr 2 

donde v es la velocidad del elemento diferencial (partlcula) de mas a dm. Si el cuerpo 
es rfgido, las velocidades de los elementos diferenciales no son independientes, ya 
que estan determinadas por la velocidad de un punto de referenda A (un punto en el 
cuerpo) y la velocidad angular to del cuerpo: 


v = \a + to x r (b) 

donde r es el vector de posicion de dm relativo a A. Para el punto de referenda 
existen dos elecciones convenientes: el centra de masa G del cuerpo y el centra 
instantaneo para las velocidades. 
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Punto de referenda: centro de masa Cuando se usa el centra de masa G como el 
punto de referenda, la ecuacion (b) sera 


v = v + w x r' 

donde r' representa el vector de posicion de dm relativo a G y v = dr/dt es la ve- 
locidad de G. A1 sustituir en la ecuacion (a) se obtiene, despues de desarrollar el 
producto punto, 


T — - f [v • v + 2v • (to x r') + (to x r') • (to x r')] dm (c) 

2 Jr 

Aplicando la identidad A • (B X C) = B • (C X A) al ultimo termino en el parente- 
sis, se obtiene (to X r') ■ (to X r') = to • [r' X (to X r')]. Por tanto, la ecuacion (c) 
puede escribirse como 

T = -v 2 f din + v • 

2 Jr 

Observe que f r dm = m es la masa del cuerpo y f r r' dm = 0 por definicion del 
centro de masa. Tambien, de acuerdo con la ecuacion (17.4), f r r' x (to x r') dm = 
h c es la cantidad de movimiento angular del cuerpo respecto a G. Por tanto, la ener¬ 
gfa cinetica de un cuerpo rigido toma la forma 


to x f r' dm H— to • f r' 

Jr _ 2 Jr 


x (to x r') dm 


1 , 1 

T — -mv + -w • h G 


(18.6a) 


Punto de referenda: centro instantaneo Si A es el centro instantaneo para las 
velocidades, entonces v A = 0 y la ecuacion (b) queda v = to X r. Asf, la ecuacion 
(a) puede escribirse como 

1 f 

T = - I v • (to x r) dm 

2 Jr 


Al aplicar la identidad A • (B X C) = B • (C X A) al integrando, se tiene 
v • (to X r) = to • (r X v), de modo que la energfa cinetica sera 

T—-m- ( [ r x \dm | 

2 \Jr ) 

Al reconocer que la integral es, por definicion, la cantidad de movimiento angular h A 
del cuerpo respecto de A, se tiene 



(A: centro instantaneo) 


(18.6b) 
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b. Movimiento en un piano 

Punto de referenda: centro de masa Si el movimiento ocurre en un piano, enton- 
ces wyh c son perpendiculares al piano del movimiento. Ademas, la magnitud de 
la cantidad de movimiento angular respecto a G esta dada por la ecuacion (17.6): 
h G = Ico, donde I es el momento de inercia del cuerpo respecto a G (con mayor exac- 
titud, respecto al eje que pasa por G y es perpendicular al piano del movimiento). Asf 
la ecuacion (18.6a) se reduce a 


T = 


1 1 - , 

-mv H —Ico 
2 2 


(18.7a) 


El primer termino del lado derecho es la energia cinetica de traslacion, y el segundo 
es la energia cinetica de rotacidn. 

Punto de referenda: centro instantaneo Si el punto A es el centro instantaneo 
para las velocidades, la magnitud de la cantidad de movimiento angular respecto de 
A es h A = I A co, vease la ecuacion (17.8). Por tanto, la ecuacion (18.6b) toma la forma 



(A: centro instantaneo) 


(18.7b) 


Es comun utilizar esta ecuacion para calcular la energia cinetica de un cuerpo que 
rota respecto a un eje fijo en A. Sin embargo, no es necesario que A este fijo; es sufi- 
ciente con que su velocidad sea cero en el instante de interes. 


Problema de ejemplo l8.l 

La figura (a) muestra un par en sentido positivo C(0) que actua sobre la barra uni¬ 
forme AB de 3 lb. Calcule el trabajo total efectuado sobre la barra conforme rota en 
el piano vertical respecto deAde$ = Oa0 = 180° si: 1. C(6) = 3.6 sen 6 lb pie; y 
2. si C(6) varfa como se muestra en la figura (b) 

Solution 

El trabajo total realizado sobre la barra es la suma del que han efectuado el peso W y 
el par C(6). El trabajo hecho por W puede calcularse de (U t 2 )w = — W Ah. en donde 
All es la distancia vertical, hacia arriba, recorrida por el centra de gravedad de la 
barra entre 6 = 0 (posicion 1) y 6 = 180° (posicion 2). Como la barra es homogenea, 
Ah = 18 pulg =1.5 pies, que implica (Ui- 2 )w = ~ 3(1.5) = —4.5 lb ■ pie. El calculo 
del trabajo realizado por el par C es un poco mas complicado, porque su magnitud 
no es constante. 

Parte 1 



C (lb ■ pie) 



0(rad) 


(b) 


Con la ecuacion (18.2), el trabajo hecho por C(6) conforme la barra rota de 6 = 0 a 
6=1 80° (jr rad) sera 


(U\- 2 )c = 


p 71 p7l 

/ C( 6 )d 0 = 

Jo Jo 


3.6 sen 6 d6 — [—3.6 cos 0] o = 7.2 lb ■ pie 


Por tanto, el trabajo total efectuado sobre la barra es 


U \—2 = (t/i_ 2 )c + (Ui- 2 )w = 7.2 - 4.5 = 2.7 lb • pie Respuesta 


Parte 2 

Reconociendo que el trabajo realizado por el par es el area bajo el diagrama C-6 en 
la figura (b), se tiene 


(C/i_ 2 ) c = i(3.6)(zr) = 5.655 lb • pie 


y el trabajo total efectuado sobre la barra queda 


U i „2 = (Ui-o)c + (t/i_ 2 )w = 5.655 — 4.5 = 1.155 lb • pie Respuesta 

_H 
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Problema de ejemplo 18.2 



(a) 


En la figura (a), un par (que no se muestra) hace que el disco excentrico de masa M 
ruede sin deslizarse con velocidad angular constante a>. El radio de giro del disco 
respecto a su centra de masa G es k. Determine las energlas cineticas maxima y 
minima del disco y los valores correspondientes del angulo 6 (el angulo entre OG 
y la vertical). Utilice los siguientes datos: M = 40 kg, R = 240 mm, e = 50 mm, 
k = 160 mm y w = 10 rad/s. 


Solution 

Debido a que el disco rueda sin deslizarse, el punto de contacto C es su centra instan- 
taneo para las velocidades. Por tanto la energla cinetica del disco puede calcularse 
con la ecuacion (18.7b): T = I c io 2 I2. A1 emplear el teorema de los ejes paralelos e 
I = Mk , se obtiene 



Se observa que T max ocurre cuando la distancia CG es maxima, es decir, cuando 
el disco esta en la posicion que se muestra en la figura (b). De manera inversa, la 
posicion de 7 mm , que se indica en la figura (c), sucede cuando CG es minima. Por 
tanto, los valores maximo y mlnimo de la energla cinetica del disco son 



(a) 


max 


1 

2 


(40)[(0.16) 2 + (0.29) 2 ](10) 2 = 219.4 J en 0 = 180° Respuesta 


T 

1 min 


1 

2 


(40)[(0.16) 2 + (0.19) 2 ](10) 2 = 123.4 J en0 = O Respuesta 



c 


R + e = 0.29 m 



R - e = 0.19 m 


C 


(b) 


(c) 
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Problema de ejemplo 18.3 

La barra AB del mecanismo que se muestra en la figura (a) gira en sentido con- 
trario de las manecillas del reloj (positivo) con velocidad angular constante 
co AB = 2.5 rad/s. Calcule la energfa cinetica total del mecanismo cuando se encuentra 
en la posicion que se indica. La masa por unidad de longitud de cada barra es 2 kg/m. 

Solution 

Se calculara la energfa cinetica de cada barra utilizando centros instantaneos para las 
velocidades. Antes de realizar esos calculos, mediante la cinematica deben obtener- 
se las velocidades angulares de las barras BC y CD, y se encuentra el momento de 
inercia de cada barra respecto a su centra instantaneo. 



Analisis cinematico 


Ya que Ay D son puntos fijos, son los centros instantaneos para la velocidad de las 
barras AB y CD, respectivamente. El centra instantaneo para BC, que se marco con 
O en la figura (b), se localiza en la interseccion de las rectas que son perpendiculares 
a los vectores de velocidad de B y C. Como v s y v c son perpendiculares a AB y CD, 
respectivamente, el punto O esta en la interseccion de las rectas AB y CD. A1 esta- 
blecer que G es el centra de masa de la barra BC, es posible calcular las siguientes 
dimensiones que se muestran en el triangulo OBC: 


BO = 


CO = 


BG 

cos 60° 


0.4 

cos 60° 


= 0.8 m 


GO = BG tan 60° = 0.4 tan 60° = 0.6928 m 



Dimensiones en metros 


(b) 


Ahora las velocidades angulares de BC y CD pueden encontrarse con la siguien- 
te secuencia de calculos. 


1 . Del movimiento de la barra AB (A es el centra instantaneo): 


v B —ABu> ab = 0.8(2.5) = 2.0 m/s 


2 . Del movimiento de la barra BC (O es el centra instantaneo): 


a>BC = v B / BO = ^ = 2.50 rad/s 

U.o 

v c = OCco B c = 0.8(2.5) = 2.0 m/s 


3. Del movimiento de CD (D es el centra instantaneo): 


tt>C£> — vc / CD = 


2.0 

— =5.0 rad/s 
0.4 
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Propiedades inerciates 


Las masas de las barras son m AB = m BC = 2(0.8) = 1.6 kg y m C n = 2(0.4) = 0.8 kg. 
Los momentos de inercia de las barras respecto a sus propios centres instantaneos 
son 


mABL 2 AR 1 . 6 ( 0 . 8) 2 , 

(Ia)ab=^t M -= , =0.3413 kg ■ m 3 


— - 2 mricLir - 2 

( Iq)bc — ( Hbc + m BC GO = ——-h m B c GO 


1 . 6 ( 0 . 8) 2 

12 


12 


1.6(0.6928) 2 = 0.8533 kg ■ m 2 


mcfliL 0.8(0.4) 2 , 

Gd)cd = ° CD = -= 0.04267 kg • m 2 


EnergTa cinetica 

La energfa cinetica T del mecanismo se encuentra sumando las energfas cineticas de 
las tres barras. A1 usar la ecuacion (18.7b), se obtiene 


T = (T)ab + (T)bc + (T) cd 


-{Ia)abu> 2 ab + -^Uo)bc^ 2 bc + 

^(0.3413)(2.50) 2 + ^(0.8533)(2.50) 2 + ^(0.04267) (5.0) 2 


= 1.067 + 2.667 + 0.533 = 4.27 J 


Respuesta 
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Problemas 


18.1 Un par constante de 1.5 lb • pie actua sobre el disco homogeneo que aieda sin 
deslizarse hacia abajo del piano inclinado. Determine el desplazamiento del disco, 
medido desde la posicion en la que el resorte carece de deformacion, para el que el 
trabajo total efectuado sobre el disco es cero. 

18.2 El resorte de torsion en A aplica el par en sentido positivo C(8) = —801b- pie 
a la barra uniforme. El angulo 0 (en radianes) se mide en sentido positivo desde la 
posicion 1, donde el resorte no esta deformado. Calcule el trabajo realizado por el 
resorte sobre la barra si esta rota de la posicion 2 a la 3. 

18.3 La plataforma que transporta un cajon de 400 lb esta sostenida por dos esla- 
bones paralelos. El par C(8) = C 0 (1 - 29hi) actua sobre uno de los eslabones, donde 
8 es el angulo (en radianes) entre los eslabones y la horizontal. Determine el valor 
de C 0 para el que el trabajo total que se ha hecho sobre el sistema es cero conforme 
se mueve de 8 = 0 a 8 = 90°. Desprecie los pesos de la plataforma y los eslabones. 




18.4 El sistema se encuentra en un piano vertical y consiste en las barras homoge- 
neas AB y BC de 12 lb y el resorte AC. La longitud libre del resorte es de 3 pies y su 
rigidez de 15 lb/pie. Un par constante de 50 lb • pie actua sobre la barra AB. Obtenga 
el trabajo realizado sobre las barras conforme 0 cambia de 0 a 45°. 


B 



Fig. P18.4 

18.5 El sistema consiste en la barra uniforme vertical AB de 8 kg y un resorte lineal 
con una rigidez de 360 N/m. Cuando la barra esta en la posicion 1, el resorte esta ho- 
























P(kW) 
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rizontal y sin deformation. Un par constante de 30 N • m se aplica a la barra. Calcule 
el trabajo total efectuado sobre la barra al moverse de la position 1 a la 2. 



18.6 En las figuras (a) y (b), los carretes ruedan sin deslizarse sobre los rieles 
horizontales. En cada caso, se aplica una fuerza constante de 200 N a una cuerda 
que esta enrollada en los radios externos del carrete. La velocidad angular de cada 
carrete es de 6 rad/s en sentido negativo. Determine la potencia de la fuerza de 
200 N en cada caso. 



Fig. P18.6 



18.7 Un motor electrico de 78% de eficiencia consume 12 kW de potencia. /,Cual 
es el par de torsion resultante en el eje de salida cuando la rapidez del motor es: 
(a) 1800 rev/min, y (b) 3600 rev/min? 

18.8 Un volante de inertia de 25 lb con un radio de giro central de 9 pulg se ac- 
ciona con potencia y eficiencia constantes. Si la aceleracion angular del volante es 
2 rad/s 2 a 600 rev/min. calcule la aceleracion angular a 800 rev/min. 


Fig. P18.9, P18.10 



Fig. P18.11 


18.9 La maquina B se acciona por una banda al motor electrico A que tiene una 
eficiencia de 85%. Cuando el motor funciona a 25 rad/s, la tension en la parte supe¬ 
rior de la banda es 20 lb mayor que en la inferior. Determine el consumo de potencia 
del motor en caballos de fuerza (hp). 

18.10 Cuando el sistema que se describe en el problema 18.9 funciona a 40 rad/s, 
el consumo de potencia del motor es 2.4 hp. Calcule el par de torsion en (a) el eje de 
salida del motor A y (b) el eje de entrada de la maquina B. 

18.11 La figura muestra una grafica de la potencia de salida P de un motor de 
pistones contra la rapidez u> del eje. (a) Grafique la torsion (par) desarrollada por el 
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motor contra co. (b) De la grafica del inciso (a), calcule la maxima torsion y la rapi- 
dez angular correspondiente. 


18.12 En la figura se muestra la torsion (par) M desarrollada por una turbina como 
una funcion de su rapidez angular co. (a) Grafique los caballos de fuerza de la turbina 
contra co. (b) Utilice la grafica del inciso (a) para estimar la maxima potencia y la 
velocidad angular correspondiente. 

18.13 Cada barra delgada homogenea AB tiene masa m y longitud L. La barra 
en la figura (a) esta guiada por pernos en G y B. que se deslizan en las ranuras y 
la barra en la figura (b) rota respecto al perno en C. Calcule la energia cinetica de 
cada barra en terminos de su rapidez angular co. m y L. 



Fig. P18.12 




(a) (b) 


Fig. P18.13 


18.14 Cada uno de los cuerpos tiene masa m y rota respecto al perno en O. El 
cuerpo de la figura (a) esta hecho de una varilla uniforme y el cuerpo en la figura (b) 
es una placa rectangular homogenea. Determine la energia cinetica de cada cuerpo 
en terminos de su velocidad angular co, m y L. 




(b) 


Fig. P18.14 

18.15 Un disco desbalanceado de 60 kg rueda sin deslizarse sobre el piano hori¬ 
zontal. El radio de giro de la rueda respecto a su centra de masa es 240 mm. Calcule 
la energia cinetica de la rueda en la posicion que se muestra, donde su velocidad 
angular es co = 2 rad/s. 
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Va 



18.16 Cuando la barra uniforme AS de 18 lb esta en la posicion que se indica, la 
velocidad del extremo A es 8 pies/s hacia la izquierda. Obtenga la energra cinetica 
de la barra en esta posicion. 


Fig. P18.16 



18.17 En la posicion que se muestra, el extremo A de la barra uniforme de 20 lb se 
mueve hacia la izquierda con velocidad v A = 1.8 pies/s. A1 mismo tiempo, la velo¬ 
cidad angular de la barra es <w = 0.3 rad/s, en sentido negativo. Encuentre la energra 
cinetica de la barra en esta posicion. 

18.18 El extremo A de la barra uniforme AB esta anclado al disco homogeneo y el 
extremo B esta conectado al deslizador de 2 lb. En la posicion que se indica, el disco 
rota con velocidad angular de 4 rad/s en sentido positivo. Calcule la energra cinetica 
del sistema en esta posicion. 


A 



Fig. P18.18 

18.19 El mecanismo consiste en las barras uniformes AB y BC. En la posicion 
que se muestra, el rodillo C se mueve con velocidad v c = 2 m/s hacia la derecha. 
Determine la energra cinetica del mecanismo en esta posicion. 





18.20 El aro delgado uniforme de 5 lb se lanza con velocidad de 30 pies/s hacia la 
derecha con efecto inverso de 10 rad/s. Calcule la energra cinetica del aro al instante 
de lanzarlo. 



18.21 En el instante que se indica, la barra AB del mecanismo rota a 7.5 rad/s en 
sentido positivo. Determine la energra cinetica de la barra BC homogenea de 12 kg 
en este instante. 

18.22 Los extremos A y B de la barra uniforme de 80 kg se deslizan sobre los 
pianos inclinados. En la posicion que se muestra, la velocidad del extremo A es 
v A = 3 m/s. Calcule la energra cinetica de la barra en esta posicion. 
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18.23 La varilla AB del mecanismo rota con velocidad angular constante de 
20 rad/s en sentido negativo (el de las manecillas del reloj). Determine la energfa 
cinetica total del mecanismo en la posicion que se indica. La masa de cada barra es 
3 kg/m. 


E 0.8 m D 



18.24 El radio de giro del disco A respecto a su centro de masa G e sk= 1.4 pies. 
En la posicion que se muestra, el disco rueda sin deslizarse con velocidad angular 
co A = 4 rad/s. Obtenga la energfa cinetica del sistema en esta posicion. 



I8.4 


Principio de trabajo-energfa y conservation 
de la energfa mecanica 


El principio de trabajo-energfa para un sistema de partfculas, que se dedujo en el 
apartado 15.5, fue 


(Gi_ 2 )ext + (U i_ 2 )int = A T (15-24, repetida) 


donde los subfndices 1 y 2 se refieren a las posiciones inicial y final del sistema, res- 
pectivamente, (Ui~ 2 ) eM es el trabajo efectuado por las fuerzas externas (incluyendo 
los pesos de las partfculas), (f/|_ 2 )mt es el trabajo realizado por las fuerzas internas y 
AT = T 2 - 7j es el cambio en la energfa cinetica del sistema. 

Si se considera que un cuerpo rfgido se compone de partfculas, la ecuacion 
(15.24) puede aplicarse directamente al movimiento del cuerpo rfgido o a un sistema 
de cuerpos rfgidos conectados, como se describe a continuacion. 
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Cuerpo rfgido unico Las fuerzas internas en un cuerpo rfgido lo mantienen unido; 
es decir, son las fuerzas de restriccion que imponen la condicion de rigidez. Estas 
fuerzas internas se presentan en pares colineales iguales y opuestos. Debido a que el 
cuerpo es rfgido, las distancias entre las partfculas no cambian, lo que a su vez im- 
plica que las distancias entre los puntos de aplicacion de las fuerzas internas perma- 
necen constantes. En consecuencia, las fuerzas internas no efectuan trabajo sobre un 
cuerpo rfgido, de modo que el principio de trabajo-energfa que rige el movimiento 
de un cuerpo rfgido unico sera 


(18.8) 


(t/l-2)ext=Ar 


Sistema de cuerpos rfgidos conectados Como ya se explico, las fuerzas internas 
en un cuerpo rfgido no efectuan trabajo. Sin embargo, las conexiones internas entre 
los cuerpos rfgidos pueden efectuarlo o no. Las cuerdas inextensibles y los pernos 
son ejemplos de conectores internos que no realizan trabajo, mientras que los resor- 
tes y la friccion originan fuerzas internas que sf pueden realizarlo. (En el apartado 
15.5 se analizaron las fuerzas internas que no efectuan trabajo y las fuerzas internas 
que pueden hacerlo.) Por tanto, el principio de trabajo-energfa para el movimiento 
de un sistema de cuerpos rigidos conectados debe emplearse en su forma general 


(18.9) 


(I/i- 2 )«t+(I/i-2)int = Ar 


En esta ecuacion, T representa la energfa cinetica del sistema, que es igual a la suma 
de las energfas cineticas de los cuerpos constituyentes. 

El principio de conservation de la energfa mecanica para un sistema de partfcu¬ 
las, que se establecio en el apartado 15.5, tambien se aplica a un cuerpo rfgido (o a 
un sistema de cuerpos rigidos conectados): si todas las fuerzas, tanto internas como 
externas, son conservativas, la energfa mecanica del cuerpo rfgido (o sistema de 
cuerpos rigidos conectados) se mantiene. Este principio puede escribirse en la forma 


Vi + 7) = v 2 + t 2 


(18.10) 


donde Vj y V 2 son las energfas potenciales inicial y final, y 7j y T 2 son las energfas 
cineticas inicial y final. 



Problema de ejemplo 18.4 

La barra delgada uniforme AC de 40 lb que se muestra en la figura (a) rota en un 
piano vertical respecto al perno en B. El resorte ideal AD tiene una constante del re- 
sorte k = 2 lb/pie y una longitud no deformada L 0 = 3 pies. Cuando la barra esta en 
reposo en la posicion 6 = 0, se le da un pequeno desplazamiento angular y se suelta. 
Encuentre la velocidad angular de la barra cuando llega a la posicion horizontal. 

Solution 

Es adecuado resolver este problema con el metodo de trabajo-energfa, ya que con- 
cierne al cambio en la velocidad que ocurre durante una variation en la posicion. 
Debido a que el sistema es conservative es posible analizarlo con los principios de 
trabajo-energra o de conservation de la energra mecanica. Se empleara el primero de 
esos metodos; como ejercicio se puede intentar el segundo metodo. 

La figura (b) muestra las posiciones inicial y final de la barra, designadas con 
1 y 2, respectivamente. El trabajo sobre la barra es efectuado por su peso y por el 
resorte lineal. Si se observa que el centra de masa G de la barra se mueve hacia abajo 
una distancia de 1.5 pies entre las posiciones 1 y 2, entonces el trabajo del peso es 



U 1-2 = 40(1.5) = 60 lb ■ pie 


(a) 


A partir de la figura (b) se aprecia que la longitud del resorte es L, = 2 pies en 
la posicion inicial y L 2 = a/6 2 + 8 2 = 10 pies en la posicion final. La longitud no 
deformada del resorte es L 0 = 3 pies, las deformaciones inicial y final del resorte son 
8 X = L x - L q = 2-3 = —1 pie y d 2 = L 2 - L 0 = 10-3 =7 pies. (Los signos indican 
que el resorte esta comprimido en la posicion inicial y en tension en la posicion fi¬ 
nal.) Por tanto, el trabajo realizado por el resorte sobre la barra, es 

C/1-2 = - - Sj) = ~ ^(2)[7 2 - (-1) 2 ] = - 48 lb • pie (b) 

Debido a que el punto B es fijo, la energfa cinetica de la barra puede calcularse a 
partir de T = (1/2 )I B or. Al utilizar el teorema de los ejes paralelos, se encuentra que 

I B =1 + md 2 = m (yd+d^ = ^ + 1.5 2 ^ = 11.180 slug • pie 2 

De las ecuaciones (a) y (b) y sabiendo que la barra se libera a partir del reposo (7j =0), 
el principio de trabajo-energfa sera 


de donde resulta 


C/1—2 = T 2 -T ]= l -I B co\ - 0 
60-48= ' (1 L180)ai? 


a >2 = 1 -465 rad/s 


Respuesta 




(b) 
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(a) 


Problema de ejemplo 18.5 

La figura (a) muestra una barra delgada homogenea AB de masa m y longitud L. 
Cuando la barra estaba en reposo en la position 0 = 0, se desplazo ligeramente y se 
libera. Determine la velocidad y la aceleracion angulares de la barra como funciones 
del angulo 6. Desprecie la friction y suponga que el extremo A no pierde contacto 
con la superficie vertical. 

Solution 

Esta solution utiliza la conservation de la energfa mecanica (el peso de la barra es la 
unica fuerza que efectua trabajo conforme cae la barra). Podrfa obtenerse facilmente 
una solution identica con el principio de trabajo-energfa. 

La figura (b) muestra la barra al soltarse en la position 1 (0 = 0) y en una posi¬ 
tion 2 arbitraria definida por el angulo 0. Si se utiliza el piano horizontal como base 
para la energfa potencial, las energfas potenciales de la barra en las dos posiciones 
son 


Vi —mg— y V 2 = mg—cos0 (a) 

-iA 


L 

2 


Plano de referenda 
para V g 

Posicion (T) Posicion (2; 

(b) 

La energfa cinetica inicial es obviamente 7) = 0, ya que la barra se libera a 
partir del reposo. La energfa cinetica en la posicion 2 puede calcularse facilmente 
al observar que el punto O, que se muestra en la figura (b), es el centra instantaneo 
para las velocidades de la barra. (El punto O se localiza donde se intersecan las per- 
pendiculares a los vectores de velocidad de los extremos A y B.) Si se usa el teorema 
de los ejes paralelos, el momento de inertia de masa de la barra respecto de O es 
I 0 = I + mcP = ( mL 2 /12 ) + m(L/2) 2 = mL 2 /3. En consecuencia, las energfas cine- 
ticas en las dos posiciones son 

1 , 1 mL 2 0 

Ti= 0 y r 2 =-7 0 « 2 =-—« 2 (b) 

donde u> es la velocidad angular de la barra en la posicion 2. 

Debido a que la energfa mecanica se conserva, entonces 

Vi + T { = V 2 + T 2 
Al sustituir de las ecuaciones (a) y (b), se obtiene 

L LI mL 2 2 

mg- +O = mg-cos0 + 2 ~^~ a> 
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de lo que se encuentra que la velocidad angular en la posicion 2 es 


m - 


-^(1 - cos 61) 


1/2 


Respuesta 


La aceleracion angular a se obtiene al tomar las derivadas temporales de co, es 


decir 


dm 1 
dt 2 


3 p 

-cos (9) 


-( 1 / 2 ) 


3g a > 
—0 sen/ 

L 


Al sustituir la expresion que se encontro para 0 = co, la aceleracion angular se reduce a 


3 8 a 

a — — send 
2 L 


Respuesta 


Problema de ejemplo 18.6 

La figura (a) muestra un mecanismo manivela-deslizador que esta alimentado por 
un par constante M = 5 lb • pulg, en sentido negativo. Todas las componentes son 
homogeneas, con los pesos y dimensiones que se indican. Cuando el mecanismo esta 
en la posicion que se muestra en la figura (a), la velocidad angular de la manivela es 
co, = 12 rad/s en sentido negativo. Determine la velocidad angular de la manivela 
despues de que ha girado 90° desde la posicion que se indica. Desprecie la friccion 
y suponga que el movimiento ocurre en un piano vertical. 


Solution 

La solucion de este problema conduce a un analisis de trabajo-energra porque se 
ocupa del cambio en la velocidad entre dos posiciones. El problema puede resol- 
verse con el principio de trabajo-energra o al observar que la energra mecanica 
se conserva (aqur se utilizara este ultimo metodo). Sin importar cual se aplique, es 
conveniente analizar todo el mecanismo eliminando asr la necesidad de considerar 
el trabajo realizado en las conexiones (pernos B y C). Las posiciones inicial y final 
del mecanismo, designadas con 1 y 2, respectivamente, se muestran en la figura (b). 




(b) 
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Analisis cinematico 

Los pasos en el analisis cinematico que resultaron en las velocidades que se mues- 
tran en la figura (b) son 

Position 1 

1. Debido a que O es un punto fijo, v B = Ra> x = (1/4)12 = 3 pies/s. 

2 . A1 reconocer que tanto v s como v c son horizontales, se concluye que co BC = 0; 
es decir, que en esta posicion la barra BC se traslada. 

3. Ya que la barra BC se traslada, las velocidades de todos los puntos sobre la ba¬ 
rra son iguales. En particular, la velocidad del centra de masa de BC es v BC = 
3 pies/s. 

Position 1 

1. Debido a que O es un punto fijo, v B = Ru> 2 = (l/4)w 2 pies/s (dirigida hacia aba- 
jo). Se supuso que w 2 va en sentido negativo. 

2 . Ya que \ B es vertical y la trayectoria de C es horizontal, se concluye que C es el 
centra instantaneo para la barra BC\ es decir, v c = 0. 

3. Puesto que v c = 0, se sabe que u> BC = v B IL BC = (w 2 /4)/(2/3) = 3W8 rad/s 
(sentido positivo) y que la velocidad del centra de masa de BC es v BC = v B /2 = 
w 2 /8 pies/s. 

Energfa potencial 

El sistema tiene energfa potencial gravitacional debido a los pesos de sus componen- 
tes; ademas, existe la energfa potencial del par constante. 

Como se indica en la figura (b), se elige el piano horizontal que pasa por OC 
como la base para la energfa potencial gravitacional V g . En la posicion 1, los centros 
de masa de A y C estan en el piano de referenda, mientras que el centra de masa 
de la barra BC esta a 1/8 pie sobre este piano. Por tanto, se obtiene (Vj,), = W BC h = 
1.25(1/8) = 0.1563 lb ■ pie. En la posicion 2, no hay energfa potencial gravitacio¬ 
nal porque el centra de masa de cada parte esta en el piano de referenda; es decir, 

(V g ) 2 = 0. 

El par constante M es conservative porque su trabajo U x ^ 2 = M A9 solo depende 
de la magnitud M y de las posiciones angulares inicial y final de la manivela A. El 
trabajo realizado por el par puede expresarse como U x - 2 = —[{V M ) 2 - ( V M ) 1 ]. donde 
V M es la energfa potencial del par. A1 elegir la posicion 1 como referencia, se tiene 
que (V M ) 2 = (V M )i - 2 = 0 — (5/12)(jt/ 2) = —0.6545 lb • pie. 

En resumen, las energfas potenciales inicial y final son 

Vj = (V s )! + (Pm)! =0.1563 + 0 = 0.1563 lb ■ pie (a) 

V2 = (V g h + (V M h = 0 + (-0.6545) = - 0.6545 lb • pie (b) 

Energfa cinetica 

La energfa cinetica de todo el mecanismo es la suma de las energfas cineticas de las 
tres partes: 

r =(H/G 7 " 2+ H.c + (H c (c) 
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Los momentos centrales de inercia de la manivela A y del brazo BC son 


I a = 


I BC = 



=3 882 xl0 ' !slu8P ' e2 
tc =h (Ml) (A) 2 ='' 43s * 10-3 siug ■ pieJ 


Position 1 A1 sustituir los valores de I A , I BC , a> A = a>i = 12 rad/s, w BC = 0 y v BC = 
v c — 3 pies/s en la ecuacion (c), se obtiene 


7i = 


-(3.882 x 10 _3 )(12) 2 



' 1/1.25\ ' 


'1 

( L5 A ,0,2" 

+ 

+ 2 \322j 

+ 

2 

V 32^J } _ 


de lo que resulta 


7\ = 0.2795 + 0.1747 + 0.2096 = 0.6638 lb ■ pie (d) 

Position 2 Sustituyendo los valores de I A , I BC , u> A = a> 2 rad/s, w BC = 3<w 2 /8 rad/s, 
v BC = oj 2 /8 pies/s, y v c = 0 en la ecuacion (c), se encuentra 


T 2 


1 

2 


(3.882 x 10~ 3 )®^ 



(1.438 x 10" 3 ) 



+ 0 


que se simplifica a 


T 2 = (2.345 x 10 _3 )®2 (e) 

Observe que la energia cinetica de la barra BC en la posicion 2 tambien puede 
calcularse de (1/2 )I c w 2 porque v c = 0. 


Conservacion de la energia mecanica 

A1 utilizar los resultados de las ecuaciones (a), (b), (d) y (e), el principio de conser¬ 
vacion de la energia mecanica sera 


Vi + Ti = V 2 + t 2 

0.1563 + 0.6638 = -0.6545 + (2.345 x 10" 3 )^ 
de donde se encuentra que la velocidad angular en la posicion final es 


(x> 2 — 25.1 rad/s 


Respuesto 
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Problem as 



Fig. P18.25 



Fig. P18.28 


18.25 A la barra delgada uniforme AB de masa m se le da un pequeno despla- 
zamiento angular a partir de la posicion 6 = 0 y entonces se libera. Determine su 
velocidad angular como una funcion de 0. 

18.26 El sistema que consta de dos bloques y una polea compuesta se libera a 
partir del reposo. Encuentre la velocidad angular de la polea despues de que ha 
rotado 90°. 




Fig. P18.29 


Fig. P18.26 


Fig. P18.27 


18.27 La barra delgada ABCD en forma de L pesa 10 lb/pie y puede rotar libre- 
mente respecto al perno B. El resorte conectado a la barra en A tiene una longitud li- 
bre de 7 pies, y su rigidez es de 12 lb/pie. Si el sistema parte del reposo en la posicion 
que se muestra, obtenga la velocidad angular de la barra cuando A esta directamente 
encima de B. 

18.28 El resorte de torsion aplica el par C = —k0 a la barra uniforme de 2.5 kg. 
La posicion angular 0 (rad) de la barra se mide desde la vertical, y k (N ■ m/rad) es la 
rigidez del resorte. Si la barra se rota a la posicion 6 = 30° y se suelta, determine el 
valor menor de k para el que la barra regresarfa a la posicion vertical. 



18.29 La trampa ABCD de la ratonera esta hecha de un alambre uniforme de 
acero cuyo peso es de 2.22 X 10 3 lb/pulg. El par de torsion ejercido por el resorte 
sobre la trampa en la posicion cerrada es 0.50 lb • pie y es 0.88 lb ■ pie en la posi¬ 
cion abierta. Si la trampa se libera de la posicion abierta, encuentre la rapidez del 
segmento BC cuando llegue a la posicion cerrada. Suponga que la relation par de 
torsion-desplazamiento angular para el resorte es lineal. 

*18.30 El disco homogeneo de masa m y radio R se libera a partir del reposo en la 
posicion que se indica. (a) Deduzca la expresion para la velocidad angular del disco 
cuando CG es vertical, (b) Encuentre la distancia e que maximizana la velocidad an¬ 
gular que se obtuvo en el inciso (a), y (c) determine esta maxima velocidad angular. 
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18.31 La varilla uniforme BC esta soldada al tambor A, que pesa 10 lb y tiene un 
radio de giro de 4 pulg respecto a C. El sistema esta inicialmente en reposo en la po- 
sicion 0 = 0 cuando se aplica el par constante M 0 = 1.5 lb ■ pie, en sentido negativo. 
(a) Deduzca la velocidad angular (en rad/s) y la aceleracion angular (en rad/s 2 ) del 
sistema como funciones de 0. (b) Determine la maxima velocidad angular y el valor 
de 0 donde esto ocurre. 

18.32 Una cadena de bicicleta, de 6 pies de longitud y que pesa 0.5 lb/pie, cuelga 
sobre una rueda dentada como se muestra. La rueda pesa 6.4 lb y su radio de giro 
central es 7.42 pulg. Si se da a esta un pequeno desplazamiento angular en sentido 
negativo desde la posicion que se indica y luego se suelta, calcule la velocidad angu¬ 
lar despues de que toda la cadena ha salido de la rueda dentada. 

18.33 Para el sistema que se describe en el problema 18.32, ^cual es la velocidad 
angular de la rueda dentada cuando el extremo A de la cadena alcanza el punto C? 

18.34 Un cilindro de radio R c y masa m c , y una esfera de radio R s y masa m s se 
liberan a partir del reposo sobre una superficie rugosa que esta inclinada un angulo /3 
con la horizontal. Ambos cuerpos son homogeneos y ruedan sin deslizarse. Deter¬ 
mine v c /v s (la razon de las velocidades centrales) despues de que cada cuerpo se ha 
movido la misma distancia d hacia abajo del piano. 

18.35 El momento de inercia de masa del carrete de 40 kg respecto a su centra de 
masa G es 1.6 kg • m 2 . El carrete esta en reposo sobre una superficie rugosa cuando 
la fuerza constante P se aplica al cable enrollado alrededor de su cubo. Determine P 
si el carrete debe tener una rapidez angular de 6 rad/s despues de dar una revolution. 
Suponga que rueda sin deslizarse. 




Fig. Pi8.32, P18.33 


18.36 El extremo de la cuerda enrollada alrededor del cubo del carrete esta unida 
a un soporte fijo. El carrete pesa 6 lb y su radio de giro respecto a G es 3.75 pulg. 
(a) Si el carrete se libera a partir del reposo, determine la velocidad de G despues 
de una carda de 6 pies, (b) ^Cual serra la velocidad de G si el carrete cayera 6 pies a 
partir del reposo sin la cuerda? 


150 mm 



400 mm 



18.37 La varilla uniforme AB de masa m esta asegurada con pernos en su pun¬ 
to medio al collar C deslizante. Si la varilla se suelta a partir del reposo cuando 
0 = 0 O , encuentre su velocidad angular como una funcion de 0. Desprecie la friction 
y la masa del collar. 


Fig. P18.35 



Fig. P18.37 















mm 
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Fig. P18.38 


18.38 La barra uniforme AB de masa 4.5 kg conecta el pequeno collar deslizante 
A con el disco homogeneo de masa 6.8 kg. Cuando el sistema se libera a partir del 
reposo en la posicion que se muestra, el collar se desliza hacia abajo de la vari- 
11a vertical y el disco rueda sin deslizarse sobre la superficie horizontal. Obtenga: 
(a) la velocidad del collar cuando esta a punto de chocar con el resorte y (b) la maxi¬ 
ma deflexion del resorte despues del choque. 

18.39 El centra de masa de la rueda desbalanceada de 16 lb se localiza en G. El 
momento de inercia de masa de la rueda respecto a su centra O es I 0 = 0.23 slug • 
pie 2 . En la posicion que se muestra, la velocidad angular de la rueda es 3 rad/s en 
sentido negativo y el resorte horizontal no esta deformado. Encuentre la velocidad 
angular de la rueda despues de que ha girado 180°, en sentido negativo, de esta po¬ 
sicion. Suponga que la rueda no se desliza. 





Fig. P18.39 

18.40 El movimiento de la barra uniforme ABC de masa m esta controlado por 
los rodillos en A y B. La barra esta en reposo en la posicion 9 = 30° cuando se aplica 
la fuerza horizontal constante P en C. Determine la velocidad angular de la barra 
cuando pasa por la posicion vertical (9 = 0). 

18.41 La rueda excentrica de masa M = 300 kg y radio R = 1.2 m gira sin des¬ 
lizarse. El radio de giro de la rueda respecto a su centra de masa G es k = 0.5 m y 
su excentricidad es e = 0.4 m. Si se sabe que la velocidad angular de la rueda es 
co = 2.69 rad/s (en sentido negativo) cuando 0 = 0, calcule: (a) la maxima velocidad 
angular y (b) la minima velocidad angular. 



Fig. P18.41 

18.42 La barra uniforme AB de 24 lb se desliza dentro de una superficie cilmdrica 
sin friccion. Si la barra parte del reposo en la posicion 9 = 35°, determine su velo¬ 
cidad angular (en rad/s) y su aceleracion angular (en rad/s 2 ) como funciones de 9. 
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18.43 Una barra de masa despreciable esta sujeta con un perno al centra del disco 
uniforme de 4 oz. El resorte de torsion conectado entre la barra y el disco tiene una 
rigidez de 300 X 10 lb ■ pie/rad. El resorte se precarga girando la barra tres revo- 
luciones en sentido negativo respecto al disco. Entonces el sistema se coloca sobre 
la superficie horizontal y se libera a partir del reposo en la posicion que se muestra. 
Determine la maxima rapidez alcanzada por el centra del disco. Suponga que este 
rueda sin deslizarse. 



Fig. P18.43 

18.44 La barra uniforme AB de 200 lb esta unida al disco homogeneo de 600 lb 
mediante un perno en A. El peso del deslizador unido en B es despreciable. El disco 
rueda sin deslizarse sobre el piano horizontal. En la posicion que se muestra, la ener- 
gia cinetica del sistema es de 1800 lb • pie. Despues de que el disco ha girado 180° 
en sentido negativo, calcule: (a) la energfa cinetica del sistema y (b) la velocidad 
angular del disco. 

18.45 La conexion articulada que se muestra consiste en dos barras identicas, 
cada una de longitud L y masa m. Si la articulation se suelta a partir del reposo en 
0 = 0, encuentre la velocidad angular de cada union cuando 6 = 90°. Desprecie la 
friccion. 




18.46 El mecanismo consiste en dos barras uniformes y se libera a partir del re¬ 
poso en la posicion que se muestra. Despreciando la friccion, obtenga la velocidad 
del rodillo C cuando AB llega a la posicion vertical. 

18.47 Las tres barras del mecanismo pesan vv 0 lb/pulg. Si el mecanismo parte del 
reposo en la posicion que se muestra, determine la velocidad angular de la barra AB 
cuando llega a la posicion vertical. 

18.48 La barra uniforme (masa m 2 ) esta sujeta con un perno a la circunferencia 
del disco homogeneo (masa m x ). El sistema se desplaza ligeramente de la posicion 
que se indica y se suelta a partir del reposo. Encuentre la maxima velocidad angular 
del disco. Suponga que rueda sin deslizarse. 



A 




Fig. P18.48 


15 pulg 
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18.49 Las tres barras de la conexion articulada son uniformes y de peso igual. Si la 
articulacion se libera a partir del reposo en la posicion que se muestra, determine 
la velocidad angular de la barra AS cuando alcanza la posicion horizontal. 


6 pies 



Fig. P18.49 

18.50 La barra homogenea AC de 60 lb esta sujeta con un perno a las barras pa- 
ralelas AS y CD de peso despreciable. El mecanismo esta en reposo en la posicion 
0 = 60° cuando el par constante de 240 lb • pie se aplica a AS. Determine la rapidez 
de la barra AC cuando 0 = 90°. 



Fig. P18.50 

18.51 El disco homogeneo A de 80 kg esta conectado por un cable al bloque B de 
80 kg. El coeficiente de friccion cinetica entre el bloque y la superficie inclinada es 
0.4. Si el sistema se libera a partir del reposo cuando x = 0, determine x cuando la 
velocidad del bloque es 5 m/s. Suponga que el disco rueda sin deslizarse. 



Fig. P18.51 

18.52 El extremo B de la barra uniforme AS de 2.7 kg esta conectado a un peque- 
110 rodillo que se mueve en una ranura horizontal. El otro extremo esta anclado al 
disco homogeneo de 1.8 kg que rueda sin deslizarse sobre la superficie vertical. El 
resorte unido a A tiene una longitud libre de 0.3 m y una rigidez de 58 N/m. Despues 
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de que el sistema se suelta a partir del reposo en la position que se muestra, la velo- 
cidad de A es 3 m/s cuando AB queda horizontal. Determine la magnitud de la fuerza 
P que actua sobre la barra en B. 



18.53 Una cubeta de 120 lb se encuentra suspendida de un cable que esta enro- 
llado en la periferia del tambor de 400 lb. El radio de giro del tambor respecto al 
punto O es de 0.8 pies. El sistema se libera a partir del reposo en la posicion 1 y se 
mueve con friction despreciable hasta que la cubeta llega a la posicion 2 y entonces 
se aplica un freno al tambor que ejerce un par constante de 576 lb • pie. (a) Encuentre 
la altura h para la que la cubeta llega al suelo con velocidad cero. (b) Determine la 
velocidad de la cubeta en la posicion 2. 




Fig. P18.53 Fig. P18.54 


*18.54 El momento de inertia de la polea compuesta respecto a su centra es I. 
Una cuerda enrollada alrededor de la polea interna de radio r esta unida a un resorte 
de rigidez k. Una fuerza constante P 0 actua sobre la cuerda enrollada alrededor de 
la polea exterior, cuyo radio es R. Si la polea esta en reposo con el resorte sin defor- 
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Fig. P18.55 


macion cuando P 0 se aplica, deduzca la expresion para la maxima velocidad angular 
de la polea. 

18.55 La losa de piedra C de 1500 lb esta apoyada en dos tubos cilindricos de pa¬ 
red delgada de acero Ay B que pesan 250 lb cada uno. El sistema esta en reposo en la 
position que se muestra cuando se aplica la fuerza constante P = 180 lb. Determine 
la velocidad de la losa C cuando el cilindro A llega al vertice izquierdo de la misma. 
Suponga que no hay deslizamiento. 


18.56 El engrane A, con masa de 4 kg y un radio de giro central de 90 mm, rueda 
sobre el engrane fijo B. Un par constante M 0 actua sobre el brazo CD, de masa des- 
preciable. Determine la magnitud del par, si se sabe que la rapidez angular de CD 
se incremento de 200 a 320 rev/min, ambas en sentido positivo, despues de efectuar 
seis revoluciones. 



PARTE B: Metodo de impulso-cantidad 
de movimiento 



Fig. 18.3 


Diagram as de la cantidad de movimiento 


En el apartado 17.3 se dedujo la cantidad de movimiento angular de un cuerpo 
rfgido. Para el movimiento en un piano, se encontro que la cantidad de movimiento 
angular del cuerpo respecto a su centra de masa G es 


18.5 


he = Ico (18.11) 

donde I es el momento de inercia de masa respecto aGyai representa la velocidad 
angular del cuerpo. 

Tambien se encontro que la cantidad de movimiento angular respecto a un punto 
arbitrario A puede obtenerse del diagrama de la cantidad de movimiento del cuerpo, 
que se muestra en la figura 18.3. El diagrama es un esquema del cuerpo que muestra 
las siguientes cantidades de movimiento: 

• El vector de la cantidad de movimiento lineal p = my del cuerpo que actua en 
G, donde m es la masa del cuerpo y v es la velocidad de G. 
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• La cantidad de movimiento angular h G = I u> del cuerpo, que se representa como 


un par. 


El momento resultante de estas cantidades de movimiento respecto de A es igual 
a la cantidad de movimiento angular del cuerpo respecto de A. Por ejemplo, si ha- 
cemos que d sea el “brazo de momento” de la cantidad de movimiento lineal, como 
se muestra en la figura 18.3, la cantidad de movimiento angular respecto de A sera 


( 18 . 12 ) 


h A = Ico + mvd (A: punto arbitrario) 


Un caso especial importante ocurre cuando A es un punto en el cuerpo (o cuerpo 
extendido) que tiene velocidad cero. En el apartado 17.3 se demostro que la ecua- 
cion (18.12) entonces se reduce a 


( 18 . 13 ) 


h A = Ia<° {A: centra instantaneo) 


donde I A es el momento de inercia del cuerpo respecto de A. 

Se recomienda que se utilice un diagrama de la cantidad de movimiento para 
calcular las cantidades de movimiento de un cuerpo rigido. Estos diagramas no solo 
proporcionan una representation pictorica conveniente de las cantidades de movi¬ 
miento lineal y angular del cuerpo, tambien eliminan la necesidad de memorizar 
formulas como la ecuacion (18.12). 

Para ilustrar el uso de los diagramas de la cantidad de movimiento, considere 
la barra delgada homogenea de masa m y longitud L que se muestra en la figura 
18.4(a). La barra rota respecto al punto fijo A con velocidad angular a>, en sentido 
positivo, en el instante que se muestra. El diagrama de la cantidad de movimiento 
para la barra, que se muestra en la figura 18.4(b), consiste en la cantidad de movi¬ 
miento lineal mv = m(L/2)a> y el par / oj = (mL 2 /\ 2)o:. La cantidad de movimiento 
angular resultante (momento de la cantidad de movimiento) respecto de A es 



Ya que I A = mL 2 / 3, entonces h A = I a oj, como se esperarfa, porque la velocidad de A 
es cero. 


I mv = m 



G P 


B 


A 


(a) 


L 

2 


(b) 

Fig. 18.4 


L 

2 


(c) 


wlt-< 
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Haciendo referenda de nuevo a la figura 18.4(b), la cantidad de movimiento 
angular respecto aBes 


3 


mL 2 

/ iB = — 



L 

2 


mL 2 
~ 6 ~ 


co 


Observe que la cantidad de movimiento angular respecto aBes negativa, es decir, en 
sentido negativo (recuerde que la velocidad angular de la barra es en sentido positi- 
vo). Ademas, note que h B no es igual a I B u> = (mLr/3) co. Debido a que la velocidad 
de B no es cero, es evidente que la ecuacion (18.13) no es aplicable. 

En la figura 18.4(c) se muestra una forma equivalente del diagrama de la can¬ 
tidad de movimiento, donde las cantidades de movimiento de la figura (b) se han 
reducido a un solo vector de la cantidad de movimiento equivalente mx que actua 
en el punto P. La distancia e que localiza a P se encuentra a_partir de la condition 
h P = 0; es decir, mve — I co = 0. Sustituyendo v = (L/2)co e I = mL 2 / 12, se obtiene 
e = LI6 . Si un cuerpo rota respecto a un eje fijo, se conoce como centro depercusion 
a un punto respecto al cual la cantidad de movimiento angular del cuerpo es cero, tal 
como P en la figura 18.4(c). 


Principios de impulso-contidad 
de movimiento 

a. Relaciones de impulso-cantidad de movimiento 

Si se supone que un cuerpo rfgido consiste en un gran numero de partfculas, enton- 
ces los analisis previos de impulso y cantidad de movimiento para los sistemas de 
partfculas pueden aplicarse al movimiento del cuerpo rfgido. Las ecuaciones que 
se presentan en este apartado son validas para el movimiento tridimensional, pero se 
restringiran las aplicaciones al movimiento en un piano. 

Al repetir los resultados obtenidos para los sistemas de partfculas del apartado 
14.6, la ecuacion de impulso-cantidad de movimiento lineal para el movimiento del 
cuerpo rfgido es 


18.6 


Li- 2 = P2 — Pi = Ap 


( 18 . 14 ) 


donde L|_ 2 representa el impulso lineal de las fuerzas externas que actuan sobre el 
cuerpo durante el intervalo de tiempo de 6 a t 2 y Ap es el cambio en la cantidad de 
movimiento lineal del cuerpo durante el mismo intervalo de tiempo. Recuerde que 
la cantidad de movimiento lineal del cuerpo es 


p = mx 


( 18 . 15 ) 


donde m es la masa del cuerpo y v es la velocidad de su centro de masa. 
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A1 aplicar la ecuacion de impulso-cantidad de movimiento angular para los sis- 
temas de particulas (apartado 15.7) al movimiento del cuerpo rigido, se tiene 


(Aa)i -2 = (1ia)2 — (1ia)i = Ah A 
(A: punto fijo* o centro de masa) 


( 18 . 16 ) 


donde (A 4 ) 1 2 es el impulso angular de las fuerzas externas alrededor del punto A 
para el intervalo de tiempo de t x a f 2 y Ah 4 es el cambio en la cantidad de movimiento 
angular del cuerpo rigido respecto de A durante el mismo periodo. 

Los resultados precedentes tambien pueden aplicarse a los sistemas de cuerpos 
rigidos siempre que: 1 . los impulsos se refieran solo a las fuerzas que sean externas 
al sistema; 2 . las cantidades de movimiento se interpreten como la suma de las can- 
tidades de movimiento de los cuerpos que constituyen el sistema, y 3. el centro de 
masa que se menciona en la ecuacion (18.16) sea el del sistema. 


b. Conservation de la cantidad de movimiento 

Como ocurre con los sistemas de particulas, la cantidad de movimiento lineal para 
un cuerpo rigido (o un sistema de cuerpos rigidos) se conserva cuando el impulso 
lineal de las fuerzas externas es cero. De manera similar, la cantidad de movimiento 
angular de un cuerpo rigido (o sistema de cuerpos rigidos) respecto a un punto se 
conserva cuando el impulso angular de las fuerzas externas respecto a ese punto es 
cero. El punto de referenda puede ser fijo en el espacio o ser el centro de masa, por- 
que la ecuacion (18.16) solo es valida si A se restringe a esos puntos. Por supuesto, 
el mejor metodo para determinar si el impulso lineal o angular respecto a un punto 
es cero es examinar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo o sistema de cuerpos. 


*E1 punto A esta fijo en el espacio; no es necesariamente un punto en el cuerpo. 





Problema de ejemplo 18.7 

El disco homogeneo de 300 lb rota respecto a un eje fijo en O. El disco esta bajo la 
accion de la fuerza constante P = 70 lb (aplicada a una cuerda enrollada alrededor 
del disco) y el par C(t), en sentido positivo, que varfa con el tiempo como se mues- 
tra en el diagrama. Si el disco estaba en reposo en el tiempo t = 0, determine: 1. su 
velocidad angular cuando f = 4 s, y 2. el tiempo en que la velocidad angular invierte 
su direccion. 


Solution 

El impulso angular resultante respecto de O se obtiene al sumar los impulsos angula- 
res de todas las fuerzas que actuan sobre el disco. Las reacciones en los apoyos y el 
peso del disco no contribuyen al impulso angular respecto de O (que pasan por O). 
Por tanto, solo es necesario considerar el impulso angular de la fuerza P y el par C(t). 

Ya que P es constante, su impulso angular respecto de O en el intervalo de 
tiempo At = t 2 ~ 0 es (A 0 )i_ 2 = PR At (sentido negativo). Sin embargo, como C'(t) 
depende del tiempo, su impulso angular debe obtenerse por integracion: (A 0 ) 1 _ 2 = 
C(t) dt (sentido positivo). Para fines de calculo, es util observar que la integral 
representa el area bajo el diagrama C—t entre r y t 2 . 


Parte 

El momento de inercia del disco respecto a su centra de masa O es 


- 1 , 1 / 300 \ , , 

I = -mR = - (2) = 18.634 slug • pie 2 

Con ti = 0 y t 2 = 4 s, el impulso angular resultante respecto de O es 
3 {A 0 )i -2 = PR At — f * C(t)dt = (70)(2)(4) — -(200)(4) = 160 lb • pie • s 

Jt i 2 

Al aplicar al disco la ecuacion de impulso-cantidad de movimiento angular, se ob¬ 
tiene 

(Ao)i-2 = Ah 0 =I(a) 2 — tt>i) 

160 = 18.634(0)2 - 0) 


que resulta 


(02 = 8.59 rad/s (SMR) Respuesta 


Parte 2 

Sea f 3 el tiempo en que la velocidad angular del disco es cero. Si se observa que la 
velocidad angular inicial tambien es cero, se concluye que no existe cambio en el 
momento angular entre t\ y t 3 . En consecuencia, el impulso angular resultante debe 
ser cero; es decir 

pi 3 

(Ao)t_ 3 = PR At — / C(t)dt = 0 (a) 

Jt 1 

















Para evaluar la integral (el area bajo el diagrama C—t), es preciso saber si t 3 < 4 s 
o t 3 > 4 s. A1 observar que C = 0 en t = 0, se concluye que la velocidad angular 
inicial tiene sentido negativo, porque esta es la direccion del impulso angular de P. 
Ya que el disco sigue girando en sentido negativo en t = 4 s (vease la solucion de la 
parte 1), se concluye que t 3 > 4 s. Por tanto, la ecuacion (a) es 


3 


(70)(2)r 3 - 


^ (200) (4) + 200(?3 — 4) 


= 0 


La solucion es 


f 3 = 6.67 s 


Respuesta 


Problema de ejemplo 18.8 

En la figura (a), el disco uniforme de 4 kg esta en reposo cuando la fuerza de 30 N 
se aplica al centra del disco por un periodo de 1.5 s, despues de que se elimina la 
fuerza. Durante el periodo de 1.5 s, la friccion es insuficiente para evitar que el disco 
se deslice. Determine el tiempo en que el deslizamiento termina y la velocidad an¬ 
gular del disco correspondiente. El coeficiente de friccion cinetica entre el disco y la 
superficie horizontal es 0 . 2 . 

Solucion 

Diagrams de cuerpo-libre (DCL) 

La figura (b) muestra el DCL del disco en un tiempo arbitrario t durante el periodo de 
deslizamiento. Debido a que no existe aceleracion en la direccion y, la fuerza normal 
en el punto de contacto C se obtiene de 2/-’ v = 0, que resulta en N c = mg. Como el 
disco se desliza, la fuerza de friccion es F c = p k mg. 

Diagrams de la cantidad de movimiento final 

En la figura (b) tambien se muestra el diagrama de la cantidad de movimiento fi¬ 
nal del disco en el instante ( t = t 2 ) cuando el deslizamiento termina. Este diagra¬ 
ma representa la cantidad de movimiento angular respecto al centra de masa G: 
I u >2 = (mR 2 /2 )u> 2 y la cantidad de movimiento lineal del disco: mv 2 = m(Ro) 2 ), don- 
de v 2 = Ru> 2 es la condicion cinematica para radar sin deslizarse. 



y 



Analisis de impulso-cantidad de movimiento 


Se empieza por aplicar la ecuacion de impulso-cantidad de movimiento angular res¬ 
pecto al centra de masa G del disco, cubriendo el periodo fi = 0 (cuando se aplica 
la fuerza de 30 N) a t 2 (cuando termina el deslizamiento). Al hacer referenda a la 
figura (b), se tiene: 

(A g )i_2 = (h c ) 2 — (h c ) i 
mR 2 

(jx k mg)R dt = -^-co 2 - 0 
R 

Pkgh = —co 2 



i 



Diagrama de la cantidad 
de movimiento final 


(b) 






















Por tanto, 


2 Mg. 2(0.2) (9.81) 

0)2 = - 12 — -—- 12 — 19 . 62 /? 

R 0.2 

La ecuacion de impulso-cantidad de movimiento lineal en la direccion x da 

(L v )i_ 2 = (p.v) 2 - (Px) 1 


(a) 


f 

Jo 


P(t) dt — fi/ ( mgt2 = mRo)2 — 0 


(b) 


A1 observar que P(t) = 30 N cuando 0 < f < 1.5 s y cero en otro caso, se tiene 
/g 2 P(t) dt = (30)(1.5) = 45 N • s. Por tanto, la ecuacion (b) es 

45 - (0.2)(4)(9.81)fe = (4)(0.2)« 2 

to 2 = 56.25 - 9.81r 2 (c) 


La solucion de las ecuaciones (a) y (c) es 

r 2 = 1.911 s C 02 = 37.5 rad/s Respuesta 

Solucion alternativa 

Tambien es posible aplicar la ecuacion de impulso-cantidad de movimiento angular 
respecto a cualquier punto fijo, como el B que se muestra en la figura (b). El resul- 
tado es 


que da 


(A b )\- 2 = (h B ) 2 — {h B ) i 


3 


f 


RP(t ) dt 


in R 


-q) 2 + (mRo) 2 )R 


-0 


f‘ 2 3 

/ P(t)dt = -mRo) 2 

Jo 2 


2 C' 2 2 

o) 2 = - / P(t)dt— - 

- 3mR Jo 3(4)(0.2) 


(45) = 37.5 rad/s 


como antes. Ahora se puede calcular el tiempo t 2 , cuando finaliza el deslizamiento, 
con las ecuaciones (a) o (c). 


Problema de ejemplo 18.9 

La figura (a) muestra dos engranes Ay B que estan sujetos con pernos en D y E. Los 
engranes se encuentran estacionarios cuando el par constante C 0 , en sentido positi- 
vo, se aplica en el tiempo t = 0. Determine el valor de C 0 para el que la velocidad 
angular del engrane A sera 50 rad/s cuando t = 5 s y obtenga la fuerza de contacto 
tangencial correspondiente entre los engranes. 

















Solution 


La figura (b) muestra los DCL y diagramas de la cantidad de movimiento en t = 0 
y t = 5 s para cada engrane. Los DCL contienen los pesos de los engranes, el par 
aplicado C 0 , la fuerza de contacto tangencial F y las reacciones en los soportes. (Ya 
que C 0 es constante, F tambien lo es.) Observe que cada diagrama de la cantidad 
de movimiento solo contiene la cantidad de movimiento angular I co, porque cada 
engrane rota respecto a su centra de masa; es decir, my = 0. 




DCL 


Diagramas de la Diagramas de la 

cantidad de movimiento cantidad de movimiento 
(f = 0) 0 = 5 s) 


(b) 


El metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA), que se describio en el capftulo 17 
o el metodo de impulso-cantidad de movimiento pueden utilizarse con la misma 
facilidad para resolver este problema. Aquf el metodo FMA serfa mas adecuado 
porque las fuerzas, y, por tanto, las aceleraciones, son constantes. El metodo de 
impulso-cantidad de movimiento, que se usara es conveniente de modo similar, por¬ 
que se requiere calcular el cambio en velocidad que ocurre durante un intervalo de 
tiempo dado. 

Los momentos de inercia de los engranes son I A = m A k A = (10/32.2)(4/12) 2 = 
0.03451 slug • pie 2 e I B = m B lc B = (20/32.2)(8/12) 2 = 0.2761 slug • pie 2 . A1 utilizar 
la figura (b), la ecuacion de impulso-cantidad de movimiento angular para el engra¬ 
ne A respecto al punto D es 

(Ad) 1-2 = A h D 

CT) Co(At) — F R A At = I a [(ma)2 — (<*>a)i\ 

C°(5)-f(^) (5) = 0.03451 (50-0) (a) 

Note que los impulsos angulares se calcularon facilmente porque C 0 y F son cons¬ 
tantes. 

Si se observa que el punto de contacto sobre cada engrane tiene la misma 
velocidad, se concluye que 6cj a = 9co B , que da ((o B ) 2 = (2/3 )((o A ) 2 = (2/3)(50) = 
33.33 rad/s. Por tanto, de la figura (b), la ecuacion de impulso-cantidad de movi¬ 
miento angular para el engrane B respecto al punto E es 

(Ae) 1-2 = A h E 

^+) FRb At = Ib[((Ob)2 — (®s)l] 

F (TA ) (5) = 0.276 1 (33.33 -0) (b) 
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De la ecuacion (b) se encuentra que la fuerza de contacto es 


F = 2.454 lb 


Respuesta 


A1 sustituir este valor en la ecuacion (a), se obtiene 


C 0 = 1.572 lb-pie 


Respuesta 



Problema de ejemplo 18.10 


La figura (a) muestra una varilla B de masa m B que se ha colocado dentro del tubo A 
de masa m A . Ambos cuerpos son delgados, homogeneos y de longitud L. A1 princi- 
pio, B se mantiene dentro de A (a = 0) mediante un tapon ligero (que no se muestra) 
que cubre el extremo de A mientras el montaje rota libremente con velocidad angular 
oj ! respecto al eje z. Entonces el tapon se cae, permitiendo que la varilla saiga del 
tubo. Determine la velocidad angular co 2 del montaje cuando la varilla esta por com- 
pleto fuera del tubo (a = L). Desprecie la friccion. 



Solution 


Diagrama de cuerpo libre (DCL) 

La figura (b) muestra el DCL del montaje cuando la varilla B se extiende una distan- 
cia arbitraria a mas alia del extremo del tubo A. Este DCL solo muestra las fuerzas 
que actuan en el piano xy. El DCL completo tambien incluirfa los pesos de los cuer¬ 
pos, una reaccion O, y un par reactivo C x que actua sobre O. Sin embargo, como 
estos no tienen efecto sobre el movimiento en el piano xy, se omiten. Es preciso 
observar que las fuerzas de contacto entre el tubo y la varilla no aparecen en el 
DCL porque son internas al sistema. Esta es la razon principal por la que se decide 
analizar el movimiento del montaje completo en lugar de considerar a cada cuerpo 
por separado. 

Diagrama de la cantidad de movimiento inicial 

La figura (b) tambien muestra el diagrama de la cantidad de movimiento inicial, 
cuando la varilla B se encuentra completamente en el interior del tubo A, antes de 











que el tapon se caiga. Vea que este diagrama incluye los vectores de cantidad de 
movimiento angular y lineal de Ay B. Las velocidades angulares de ambos cuerpos 
son (o i, de modo que las velocidades de sus centres de masa son iguales a (L/2)oj 1 . 


o x 


A 

B 

^ _ 

""'T'"'''"”' 

°y O 







X 


DCL (position arbitraria) 



Diagrama de la cantidad de movimiento inicial 



Diagrama de la cantidad de movimiento final 
(b) 

Diagrama de la cantidad de movimiento final 

En el diagrama de la cantidad de movimiento final de la figura (b), la varilla B sale 
del tubo A con la velocidad relativa v B/A . Las velocidades angulares de los dos cuer¬ 
pos son iguales a co 2 , lo que da origen a las cantidades de movimiento angular que 
se muestran. El vector de la cantidad de movimiento lineal de A resulta del hecho 
de que la velocidad de su centre de masa es (L/2)u> 2 . Las dos componentes del 
vector de la cantidad de movimiento lineal de B corresponden a las componentes 
polares de la velocidad de su centre de masa, a saber, v R = v B /a y v g = (3L/2)a> 2 . 

Analisis de impulso-cantidad de movimiento 

El resto del analisis consiste en escribir y resolver las ecuaciones de impulso-canti¬ 
dad de movimiento empleando los tres diagramas que se muestran en la figura (b). 
Debido a que solo interesa co 2 , la solucion mas conveniente utiliza la ecuacion de 
impulso-cantidad de movimiento angular con O como el punto de referenda, lo que 
elimina las reacciones desconocidas O x y O y . A partir del DCL de la figura (b), se ve 



































Pies 


que (A 0 )i -2 = 0 (O x y O y no contribuyen al impulso angular respecto de O). A1 ob- 
servar que O es un punto fijo, es posible aplicar la ecuacion de impulso-cantidad de 
movimiento angular (A 0 )\ o = A h 0 , que en este caso se reduce a Ah 0 = 0. En otras 
palabras, se conserva la cantidad de movimiento angular del sistema respecto de O. 

Al igualar los momentos de las cantidades de movimiento respecto de O en los 
dos diagramas de la cantidad de movimiento que se muestran en la figura (b), se 
obtiene 


(ho) l — (ho) 2 

~ ~ L 

^+) (I a + I b)m>\ + (m A + m B )—a> i 


I am 2 + m A —co 2 — 


, 3L 
IB ®2 + I Mb ~Z~M2 


Al sustituir / = ml}!Yl para cada barra y despejar a co 2 , resulta 


a> 2 '■ 


m A + m B 
m A +lm B 




3 L 
~ 2 ~ 


Respuesta 


Es preciso mencionar que esta solucion serfa valida aun si existiera friccion 
entre la varilla y el tubo; siempre y cuando el coeficiente de friccion sea suficiente- 
mente pequeno para permitir el movimiento relativo entre ellos. 



(a) 


Problema de ejemplo l8.ll 

El montaje que se muestra en la figura (a) consiste en un brazo AOC, sujeto con 
pernos a dos delgadas varillas homogeneas AB y CD. El montaje rota respecto al eje 
z en un cojinete sin friccion en O. Un mecanismo interno (que no se muestra en la 
figura) puede posicionar y fijar las dos varillas en cualquier angulo 9. El momento de 
inercia del brazo AOC respecto al eje z es 0.8 slug • pie 2 y las varillas AB y CD pesan 
3 lb cada una. Al principio el montaje rota libremente respecto al eje z con velocidad 
angular u>\ = 10 rad/s con 9 = 90°. Calcule la velocidad angular del montaje cuando 
las varillas se han movido a la posicion 0 = 180°. 

Solucion 

La figura (b) contiene el DCL del montaje en una posicion arbitraria, que muestra 
solo las fuerzas que actuan en el piano xy, a saber, O x y O y , las dos componentes de la 
reaccion del cojinete en O. Observe que este DCL no cambia durante el movimiento 
del montaje. En la figura (b) tambien se muestran los diagramas de las cantidades de 
movimiento inicial (9 = 90°) y final (9 = 180°). Los valores numericos que se mues¬ 
tran en los diagramas de la cantidad de movimiento se calcularon como se describe 
a continuacion. 


Diagrama de la cantidad de movimiento inicial 

Brazo AOC: 


l z oj\ = 0.8(10) = 81b ■ pie • s 
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TO* 

DCL (position arbitraria) 


2.7 pies 


2.516 lb • s 


2.516 lb • s \ 


8 lb • pie • s 


Diagrama de la cantidad de movimiento inicial 


0.03106o> 9 


1 = 




0.3447m, 


3.7 pies 


0.3447m, 




0.8 to. 


0.03106m 9 


Diagrama de la cantidad de movimiento final 

(b) 


Las varillas AB y CD (ambas son perpendiculares al piano de la figura): 

3 

mv\ = mr\toi = ^-^(2.7)(10) = 2.5161b • s 

Diagrama de la cantidad de movimiento final 

Brazo AOC: 


I z co 2 = 0.8®2 

Las varillas AB y CD (ambas estan en el piano de la figura): 

3 

mv 2 — »;ri®2 = ^ ^ (3.7)®2 = 0.3447®2 
A® 2 = j^mL 2 a) 2 = ^^|-^( 2) 2 ®2 = 0.03106®2 

Conservacion de la cantidad de movimiento angular 

Del DCL de la figura (b) se ve que no existe impulso angular respecto al eje z. Por 
tanto se conserva la cantidad de movimiento angular respecto al eje z. Al referirse a 
los diagramas de la cantidad de movimiento de la figura (b) se tiene 

(Mi = (M 2 

3 8 + 2[2.7 (2.516)]] = 0.8® 2 + 2(0.03106® 2 ) + 2[3.7(0.3447® 2 )] 

que da 

® 2 = 6.32 rad/s Respuesta 
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Problem as 


o 



Fig. P18.60 


CT/) 



Fig. P18.62 


18.57 El cuerpo en forma de T esta hecho de dos varillas uniformes identicas, 
cada una de masa ml 2. Si el cuerpo rota respecto de O con velocidad angular co, 
calcule su cantidad de movimiento angular respecto de: (a) el centra de masa del 
cuerpo; (b) el punto O, y (c) el punto A. 

18.5F La placa uniforme de masa m rota respecto al vertice O con rapidez an¬ 
gular a>. Determine la cantidad de movimiento angular de la placa respecto a: (a) el 
centra de masa; (b) el vertice O y (c) el vertice A. 



Fig. P18.58 Fig. P18.59 


18.59 Las varillas delgadas uniformes AB y BC estan conectadas de manera rigida 
entre si. Si el montaje rota con libertad respecto al perno en A, encuentre la distancia 
d que localiza su centra de percusion. 

18.60 El disco uniforme de masa m y radio R rota respecto al perno en C, ubicado 
a una distancia d de su centra. Determine d de manera que el centra de percusion este 
en el punto A sobre el borde del disco. 

18.61 En la parte (a) de la figura, el radio de giro respecto de O de la polea de 
20 kg es 0.16 m. El extremo de la cuerda enrollada alrededor de la polea se jala con 
la fuerza P(t). que varfa con el tiempo como se muestra en la parte (b). Si se supone 
que la polea parte del reposo en t = 0, determine su velocidad angular en t = 12 s. 



Pit ) 


P (N) 



(b) 


Fig. P18.61 

18.62 El radio de giro del volante de inercia de 40 lb que gira respecto de O es 
k = 9 pulg. El par que actua sobre el volante es C(f) = 12(1 - e 2 ‘) lb • pie, donde 
t es el tiempo en segundos. Si el volante esta en reposo cuando t = 0, encuentre su 
rapidez angular cuando t = 60 s. 
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18.63 El bloque B esta suspendido de un cable unido al centra de la polea A. La 
fuerza vertical de 75 N se aplica a un extremo del cable que pasa alrededor de A. Si 
en el tiempo t = 0 la velocidad angular de la polea es 3 rad/s en sentido negativo, 
determine el tiempo en que el sistema llegara momentaneamente al reposo. 

18.64 El par de torsion M que actua sobre el eje de entrada de un generador varfa 
con el tiempo t como M(t ) = M 0 exp( — t/t 0 ), donde M 0 = 4.6 N ■ m y t 0 = 3.8 s. Si el 
generador esta en reposo en t = 0, calcule su rapidez angular terminal. Suponga que 
el generador rota sin resistencia y utilice I = 0.72 kg ■ m 2 para su rotor. 

18.65 El disco uniforme de masa m y radio R esta inicialmente en reposo sobre 
una superficie horizontal sin friccion. La fuerza constante de magnitud P se aplica al 
tiempo t = 0 a la cuerda enrollada alrededor del disco. Para un tiempo arbitrario t, 
determine la expresion para la velocidad de B (el punto sobre el borde en donde la 
cuerda deja al disco). 



18.66 El disco en la parte (a) de la figura tiene una masa de 20 kg y su radio de 
giro respecto de O es 160 mm. El disco gira libremente en co = 400 rev/min cuando 
la fuerza P(t) se aplica a la palanca del freno en t = 0. En la parte (b) se muestra la 
relation P-1. Determine el valor pico P 0 de la fuerza para la cual el disco llegara al 
reposo en t = 12 s. El coeficiente de friccion cinetica entre el disco y el freno es 0.3. 

18.67 Un disco homogeneo A de 36 lb esta unido a la varilla uniforme BC de 
12 lb por un cojinete en B, cuyo eje es vertical. La varilla rota libremente respecto 
al eje vertical en C. El sistema esta en reposo cuando el par constante M 0 = 4 lb • 
pie se aplica a la barra. Encuentre la velocidad angular de la varilla BC despues de 
2 s, suponiendo que el cojinete en B esta: (a) en libertad para girar y (b) bloqueado. 



Fig. P18.63 



Dimensiones en mm 


(a) 



f(s) 


(b) 

Fig. P18.66 




Fig. P18.68 


18.68 El cilindro homogeneo de 1.2 kg se lanza sobre la superficie horizontal 
con una rapidez de avance de 2 m/s y un contragiro de co rad/s. Determine el valor 
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150 mm 



400 mm 


Fig. P18.70 


16 rad/s 



requerido de a> si el cilindro debe detenerse por completo. El coeficiente de friccion 
cinetica entre el cilindro y la superficie es 0.6. 

18.69 La pelota solida homogenea de masa m se lanza sobre el piano inclinado 
en el tiempo t = 0 con una rapidez de avance de 8 pies/s sin girar. El coeficiente de 
friccion cinetica entre la pelota y el piano es 0.15. Calcule el tiempo en que la pelota 
deja de deslizarse sobre el piano y su velocidad angular en ese tiempo. 

*18.70 El momento de inercia de masa del carrete de 60 kg, respecto a su centra 
de masa G es 1.35 kg • m 2 . El carrete esta en reposo sobre la superficie horizontal 
cuando la fuerza constante P = 200 N se aplica al cable que se encuentra enrolla- 
do en su masa. Obtenga la velocidad angular del carrete 2 s despues, suponiendo 
que el coeficiente de friccion estatica y cinetica entre el carrete y la superficie es: 
(a) p = 0.2 y (b) g =0.1. 

18.71 El disco homogeneo A de 6 lb esta sujeto con pernos al brazo uniforme B 
cuyo peso es de 4 lb. El montaje es fibre para rotar respecto al eje vertical en O. Al 
principio el brazo esta en reposo con el disco girando con una velocidad angular de 
16 rad/s. Si un freno interno (que no se muestra) bloquea al disco y al brazo juntos, 
^cual sera la velocidad angular final del montaje? 

18.72 La barra uniforme AB de 1.2 lb y el pequeno deslizador C de 0.2 lb ro- 
tan libremente respecto al eje vertical en A. La velocidad angular del sistema es 
5 rad/s cuando se rompe la cuerda que sujeta a C. Determine la velocidad angular de 
AB cuando (a) C esta a punto de dejar la barra y (b) inmediatamente despues de que 
C abandona la barra. 





*18.73 El tubo AB de diametro interno 10 mm rota sin friccion respecto al eje 
vertical en A. El agua fluye por el tubo con rapidez constante de 1.8 m/s relativa al 
tubo. Encuentre el par que debe aplicarse a este ultimo para mantener su rapidez 
angular en 6 rad/s. 

18.74 Una cadena que pasa por la polea C sostiene el peso A y el carrete motoriza- 
do B , ambos de masa m. La polea puede modelarse como un disco uniforme de masa 
2m. El sistema esta en reposo cuando el carrete empieza a embobinar la cadena con 
una rapidez v 0 relativa al carrete. Determine las velocidades de A y B en terminos 
de v 0 . 


Fig. P18.74 
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18.75 El disco estacionario B de 15 lb se coloca sobre el disco A de 10 lb, que rota 
libremente a 3000 rev/min. Suponiendo que ambos discos son homogeneos, obtenga 
su rapidez angular final. 

18.76 El pendulo en la parte (a) de la figura consiste en la varilla delgada de 
0.8 kg y el cilindro homogeneo de 3.2 kg. El pendulo esta en reposo cuando recibe 
un breve impulso de la fuerza F(t), que varfa con el tiempo como se muestra en la 
parte (b). Determine su rapidez angular inmediatamente despues de recibir el impul¬ 
so. Desprecie el pequeno desplazamiento angular durante este ultimo. 




Dimensiones en mm 


(a) 


Fig. P18.76 


(b) 


18.77 La barra delgada uniforme AB de 15 kg se coloca en un collar liso en O. Un 
perno mantiene a la barra en la posicion que se muestra conforme el conjunto rota 
libremente a 12 rad/s respecto al eje vertical en O. Si se quita el perno, permitiendo 
que la barra resbale en el collar, determine la velocidad angular final del conjunto. 
Observe que el deslizamiento esta limitado por los pequenos collares en los extre- 
mos de la varilla. 



18.78 El deslizador en A de 0.35 lb esta unido al aro delgado uniforme de 2.2 lb 
con un perno. El conjunto rota en el piano horizontal respecto de O con rapidez 
angular a>\ = 40 rad/s cuando se elimina el perno del deslizador. Entonces este se 
mueve sobre el aro en rotacion, finalizando en el punto B. Determine la rapidez an¬ 
gular final del montaje. 


B 



Fig. P18.78 
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*18.79 El peso combinado del ciclista y la bicicleta sin las ruedas es de 172 lb. 
Cada rueda pesa 5 lb, lo que se debe principalmente a los pesos del aro y el neuma- 
tico. Si la bicicleta parte del reposo, obtenga su rapidez despues de 10 s, suponiendo 
que la cadena suministra un par constante de 15 lb ■ pie sobre la rueda trasera y que 
las ruedas no se deslizan sobre el suelo. 



14 pulg 


z 




Fig. P18.79 


18.80 La patinadora gira respecto al eje z con los brazos extendidos como se 
muestra. Despreciando la friccion, determine el porcentaje de aumento en la rapidez 
angular de la patinadora despues de poner los brazos en los costados. Los brazos 
pueden modelarse como barras delgadas no uniformes con bisagras en los hombros. 
Los pesos del torso y de cada brazo son 100 lb y 6.1 lb, respectivamente. Para el 
torso, k, = 4.66 pulg y k : = 8.2 pulg para cada brazo en la posicion horizontal que 
se muestra. 

18.81 Una barra AB cuyo peso es despreciable soporta dos discos delgados uni¬ 
formes identicos de 10 kg. El angulo <l> entre cada disco y la barra puede variarse 
lentamente con un mecanismo interno (que no se muestra). El conjunto completo 
tiene libertad para rotar respecto al eje z. Si la velocidad angular del montaje respec¬ 
to al eje z es co 0 cuando <f> = 0, determine (f> para el que la velocidad angular sea co,J2. 


z 



18.82 Dos placas cuadradas delgadas, que pesan 12 lb cada una, estan unidas a 
los extremos de una barra uniforme AB de 8 lb. Un mecanismo interno puede ro¬ 
tar las placas de manera simultanea respecto al eje de la barra AB. Cuando 6 = 0, 
el montaje rota con libertad respecto al eje vertical en O con velocidad angular 
co = 12 rad/s. Encuentre la velocidad angular despues de que las placas han rotado 
a la posicion 6 = 90°. 
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Impacto del cuerpo rigido 


En los apartados 15.8 a 15.10 se analizo el impacto de los sistemas de partlculas, 
donde se introdujo un analisis simplificado del impacto elastico que utilizo el coefi- 
ciente de restitucion, una constante experimental. El impacto del cuerpo rigido es un 
problema mas complejo que depende de las geometrfas de los cuerpos que chocan 
y de sus superficies caracteristicas, as! como de sus velocidades relativas. Cualquier 
intento para extender el concepto de un coeficiente de restitucion constante al im¬ 
pacto del cuerpo rigido provoca que el problema real se simplifique en exceso dando 
resultados de significado dudoso. Por tanto, no se consideraran problemas de impac¬ 
to del cuerpo rigido que requieran el uso de una constante experimental analoga al 
coeficiente de restitucion. 

En el analisis de impacto de cuerpo rigido surge una simplificacion util cuando 
se supone que el movimiento es impulsivo, es decir. que la duracion del impacto es 
despreciable, vease el apartado 15.9. Como ya se indico, la expresion “el impulso 
angular es igual al cambio en la cantidad de movimiento angular” es valida, en gene¬ 
ral, solo respecto al centra de masa o a un punto fijo. Sin embargo, para el movimien¬ 
to impulsivo, “el impulso angular es igual al cambio en la cantidad de movimiento 
angular” es valido respecto a todos los puntos. La razon para esta simplificacion es 
que al suponer que el tiempo de impacto es infinitesimal, se desprecian todos los 
desplazamientos durante este. En consecuencia, todos los puntos estan, en efecto, 
fijos durante el impacto. 

Los pasos generates en el analisis de los problemas de impacto del cuerpo ri¬ 
gido son similares a aquellos que se dieron en el apartado 15.9 para el impacto de 
partlculas. 

Paso 1: Dibuje el DCL de los cuerpos que chocan y/o del sistema de cuerpos 
que chocan. Identifique las fuerzas impulsivas, utilice un slmbolo espe¬ 
cial, como un acento circunflejo Q, para etiquetar a cada fuerza impul- 
siva. (Es aconsejable reestructurar el DCL, que muestra solo las fuerzas 
impulsivas.) 

Paso 2: Dibuje los diagramas de la cantidad de movimiento de los cuerpos en el 
instante inmediatamente anterior al impacto. 

Paso 3 : Dibuje los diagramas de la cantidad de movimiento para los cuerpos en el 
instante inmediatamente posterior al impacto. 

Paso 4 : Con los diagramas que se elaboraron en los pasos del 1 al 3, deduzca y 
resuelva las ecuaciones de impulso-cantidad de movimiento apropiadas 
para los cuerpos individuales y/o el sistema de cuerpos. 


I8.7 





Problema de ejemplo 18.12 

La figura (a) muestra una bala C de 0.025 lb que se dispara en el extremo B de una 
barra delgada homogenea AB de 15 lb. La barra al principio esta en reposo y la ve- 
locidad inicial de la bala es v, = 1500 pies/s, dirigida como se muestra. Suponiendo 
que la bala queda incrustada en la barra, calcule: 1. la velocidad angular a> 2 de la 
barra inmediatamente despues del impacto; 2. el impulso ejercido sobre la barra en 
A durante el impacto y 3. el porcentaje de perdida de energfa como resultado del 
impacto. Desprecie la duracion de este ultimo. 

Solucidn 

Comentarios introductorios 

Debido a que la duracion del impacto es despreciable, el movimiento es impulsivo, 
con la barra y la bala ocupando en esencia las mismas posiciones antes, durante y 
despues del impacto. 

En la figura (b) se muestran los DCL para la bala y la barra durante el impacto y 
solo se indican las fuerzas impulsivas (que se designan con los acentos circunflejos). 
Ya que los pesos de C y AB son fuerzas finitas, estas no entraran en el analisis de 
impacto y en consecuencia se omiten en el DCL. Observe que el diagrama contiene 
B, y B y , las componentes de la fuerza de contacto impulsiva en B,y A x y A y , las com- 
ponentes de la reaccion impulsiva del perno en A. 




DCL durante el impacto (solo 
fuerzas impulsivas) 


Diagrama de la 
cantidad de 
movimiento antes 
del impacto 


Diagrama de la cantidad 
de movimiento despues 
del impacto 


(b) 


La figura (b) tambien contiene los diagramas de la cantidad de movimiento 
inmediatamente antes y despues del impacto. El diagrama de la cantidad de movi¬ 
miento antes del impacto solo contiene la cantidad de movimiento lineal inicial de 
la bala C. 

El diagrama de la cantidad de movimiento despues del impacto contiene tanto la 
cantidad de movimiento final de la bala y las cantidades de movimiento lineal y an¬ 
gular finales de la barra AB (se supone que la velocidad angular co 2 se mide en rad/s). 
Observe que las relaciones cinematicas que se emplean en el diagrama, v 2 = 4co 2 y 
(v 2 )ah = 2(o 2 , resultan del hecho de que A es un punto fijo. Ademas, el momento de 






















inercia central de AB es I Afl = mL 2 /12 = (l/12)(15/g)(4) 2 = 20/g slug • pie 2 , que da 
(/ (o 2 )ab = (2()/g)oji lb • pie • s, como se indica en el diagrama. 

A1 analizar la figura (b) se ve que hay un total de cinco incognitas: los impul- 
sos de A x , A y , B, y B. y la velocidad angular a> 2 . Tambien existe un total de cinco 
ecuaciones de impulso-cantidad de movimiento independientes: dos para la bala C 
y tres para la barra AB. Por tanto, las cinco incognitas pueden determinarse a partir 
de las cinco ecuaciones independientes. Sin embargo, solo se requiere encontrar tres 
incognitas ( co 2 y los impulsos de A x y A v ), entonces no sera necesario emplear todas 
las ecuaciones. 

Parte 1 

El medio mas eficaz para calcular co 2 es considerar el sistema compuesto de la bala 
y la barra, en lugar de cada uno por separado. Para el sistema, B, y B y son fuerzas 
internas; en consecuencia, A x y A y son las unicas fuerzas externas. Por tanto, el im- 
pulso angular que actua sobre el sistema respecto de A es cero, lo que lleva a concluir 
que se conserva la cantidad de movimiento angular respecto de A. Refiriendose a los 
diagramas de la cantidad de movimiento de la figura (b), se obtiene para el sistema 


(h A h = (h A ) 2 


3 


0.025 f 20 15 

-(1500 cos 30°)(4) = —co 2 +—(2oj 2 )(2) 

8 L 8 8 


'0.025 
. 8 


(4« 2 )(4) 


A1 despejar a a> 2 se tiene 


a> 2 = 1.616 rad/s 


Respuesta 


Parte 2 

Como ya se menciono, A x y A y son las unicas fuerzas externas que actuan sobre el 
sistema durante el impacto, debido a que B, y B y son fuerzas internas. A1 referirse 
a la figura (b), la componente x de la ecuacion de impulso-cantidad de movimiento 
lineal para el sistema es 

(L. l )l_2 = (/?x)2 - iPx) 1 

15 0.025 

— (2co 2 ) H - (4(o 2 ) 

8 8 J 

T 0.025 I 

-(1500 cos 30°) 

. 8 



A1 sustituir co 2 = 1.616 rad/s de la solucion de la parte 1 resulta 


J A x dt= — 0.502 lb ■ s (a) 

Por supuesto, el signo “menos” significa que la direccion del impulso de A x es opues- 
ta a la de A x que se ha supuesto en el DCL. 

La componente y de la ecuacion de impulso-cantidad de movimiento lineal para 
el sistema es 


4 / 


{Ly)l- 2 = (Py) 2 - {p y )l 

0.025 


Ay dt — Q 


(1500 sen 30°) 


8 


461 























o 


/ 


A v dt = 0.582 lb - s 


(b) 


De los resultados que se han dado en las ecuaciones (a) y (b), el impulso resul- 
tante que actua sobre la barra en A durante el impacto es 


0.582 



Ja dt- 0.769 lb ■! 


Respuesta 


0.502 


Parte 3 

La energfa cinetica del sistema antes del impacto es 

1 , 1 / 0.025 \ , 

Ti = 2 m c v i = j J ( 150 °) = 873 - 45 lb • P ie 

Despues del impacto, la energfa cinetica es 


T 2 = Kn c v l + 


1—2 1 
-/® 2 + —m v 2 


JAB 


lo que, al sustituir los valores numericos, queda 

(4 x 1.616) 2 


1 / 0.025 

t 2 =- 


32.2 
1/20 
2 \3T2, 

1 / 15 
+ 2 \ 32^2 y 
= 3.26 lb • pie 

Por tanto, el porcentaje de perdida de energfa durante el impacto es 


(1.616) 2 


(2 x 1.616) 2 


T\ - T 2 873.45 - 3.26 

—-- x 100%=-x 100% = 99.6% Respuesta 

Ti 873.45 

Metodo atterno para catcular fA x dt 

El impulso de la reaccion A x tambien puede calcularse de una ecuacion de impulso- 
cantidad de movimiento angular. Al referirse a la figura (b) y considerar el sistema 
completo o solo la barra AB, se tiene 


(A B )l-2 — (h B )2 — O^b) 1 


3 


r - 

"20 15 

/ A x dt — 

—co 2 -( 2 a> 2 )( 2 ) 

J 

L 8 § J 





















que da 


/ 


10 

A x dt — - co 2 = — 

8 


10 

3Z2 


(1.616)= -0.502 lb -s 


Respuesto 


Esto concuerda con el resultado que se dio en la ecuacion (a). Observe que es legf- 
timo usar B como el punto de referenda, no obstante que no es un punto fijo ni el 
centra de masa. Como se menciono en el apartado 18.7, no hay restricciones acerca 
de la ubicacion del punto de referenda para el movimiento impulsivo (en efecto, 
todos los puntos son “fijos” durante el periodo infinitesimal de impacto). 


Problema de ejemplo 18.13 

En la figura (a), la barra delgada uniforme de 20 kg se mueve hacia la derecha sobre 
rodillos sin friccion en ,4 y B con la velocidad V! cuando el rodillo en B golpea la 
pequena obstruccion C sin rebotar. Calcule el valor mlnimo de v, para el cual la barra 
llegara a la posicion vertical despues del impacto. 

Solution 

La figura (b) muestra el DCL de la barra durante el impacto y los diagramas de 
cantidad de movimiento de la barra antes e inmediatamente despues del impacto, 
marcados con 1 y 2, respectivamente. 





h 2 = 1.5 sen40° 


40°^ s 

- Plano de B 
referenda 


1.5 m 


Posicion final 
(en reposo) 


(b) 






















Tambien muestra la posicion vertical final 3, que es de reposo. Se despreciara el 
tiempo de impacto, esto significa la suposicion de que el movimiento es impulsivo. 
Por tanto, la barra ocupa la misma posicion espacial durante el impacto. 

Es preciso utilizar el metodo de impulso-cantidad de movimiento para analizar 
el impacto que ocurre entre las posiciones 1 y 2. Para estudiar el movimiento que 
se da entre las posiciones 2 y 3 se usa el principio de conservation de la energfa 
mecanica. 

En la figura (b) el DCL muestra las reacciones B x y B y , que son las unicas fuerzas 
impulsivas que actuan sobre la barra durante el impacto. El peso de la barra se omite 
en el DCL, ya que es una fuerza finita cuyo impulso puede despreciarse debido a la 
duration muy pequena del impacto. La reaccion del rodillo en A no aparece en el 
DCL por la misma razon (la reaccion no es impulsiva porque el rodillo esta proximo 
a levantarse del piano durante el impacto). 

Como se indica en la figura (b), el diagrama de la cantidad de movimiento para 
la posicion 1 solo consiste en el vector de la cantidad de movimiento lineal, cuya 
magnitud es m v, = 20 V! N • s, donde v t se mide en m/s. El diagrama de la cantidad 
de movimiento para la posicion 2 representa las cantidades de movimiento lineal y 
angular. Se tiene I = mLrl 12 = 20(3) z /12 = 15 N • m 2 , de manera que la cantidad 
de movimiento angular es Iu> 2 = 15<w 2 N • m • s, donde <w 2 se mide en rad/s. Como 
la barra rota respecto al extremo B despues del impacto, v 2 = 1.5<w 2 m/s; en con- 
secuencia, la magnitud del vector de la cantidad de movimiento lineal es mv 2 = 
20(1.5)w 2 = 30« 2 N • s. 

En la figura (b), del DCL se observa que el impulso angular respecto de B es 
cero, porque B x y B, pasan por B. Ya que el impulso angular es igual al cambio en 
la cantidad de movimiento angular respecto a cada punto durante el periodo de im¬ 
pacto, se concluye que la cantidad de movimiento angular respecto a B se conserva 
entre las posiciones 1 y 2. Al referirse a los diagramas de la cantidad de movimiento 
de la figura (b), se tiene 


(h B )i = (h B ) 2 

3 20vi(1.5sen40°) = 15a> 2 + 30a>2(1.5) 


que da la siguiente relation entre v t y co 2 : 


(a) 


vi = 3.1110)2 


Debido a que todas las fuerzas que actuan sobre la barra despues del impacto 
son conservativas, el valor de u> 2 puede calcularse al aplicar el principio de conser¬ 
vacion de la energfa mecanica entre las posiciones 2 y 3 (recuerde que la barra esta 
en reposo en la posicion vertical). 

Como se muestra en la figura (b), se elige el piano horizontal que pasa por B 
como el piano de referenda de la energfa potencial gravitacional. Por tanto, las ener- 
gfas potenciales en las posiciones 2 y 3 son 


V 2 = Wh 2 = 20(9.81)(1.5 sen40°)= 189.2 J 
V 3 = Wh 3 = 20(9.81)(1.5) = 294.3 J 


(b) 

(c) 










Las energfas cineticas para las dos posiciones son 

1-2 1 , 

T 2 = -ICO 2 + 2 MV 2 

= ^(15)«? + ^(20)(1.5« 2 ) 2 
= 30.0 co\ J (d) 


y 


r 3 = o 


(e) 


A1 utilizar las ecuaciones de la (b) a la (e), la conservation de la energfa mecanica 
resulta 


V2 + T2 = V3 + 73 

189.2 + 30.0^ = 294.3 + 0 


de donde 


a >2 = 1.872 rad/s 


A1 sustituir este valor en la ecuacion (a) se encuentra que la menor velocidad inicial 
para la cual la barra alcanza la posicion vertical es 

vi = 3.111« 2 = 3.111 (1.872) = 5.82 m/s Respuesta 
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Problem as 



Fig. P18.84 



18.83 Un probador de impactos consta de un percusor B de 20 kg que esta unido 
a la varilla delgada AC uniforme de 16 kg. El probador se suelta de una position 
inclinada y rompe el especimen de prueba D. Encuentre la distancia h para la que la 
reaction del perno en A no tenga componente horizontal durante el impacto con el 
especimen. 

18.84 Un disco uniforme de 30 lb rota en el piano vertical respecto de O. Inme- 
diatamente antes de golpear la superficie inclinada en A , su velocidad angular es 
co 1 = 4 rad/s en sentido positivo. Justo despues del impacto, la velocidad angular del 
disco es w 2 = 2 rad/s en sentido negativo. Determine la magnitud del impulso que 
actuo durante el impacto sobre (a) la superficie en A y (b) el perno en O. Desprecie 
la friction. 


18.85 Una placa cuadrada homogenea de masa m esta sostenida de un perno en A. 
La placa esta en reposo cuando es golpeada por el pequeno proyectil de masa 0.2 m 
que viaja en sentido vertical con velocidad v 0 . Si se supone que el proyectil queda 
incrustado en la placa, determine la velocidad angular de la placa inmediatamente 
despues del impacto. 


18.86 La varilla uniforme AB de 26 lb se encuentra estacionaria cuando es gol¬ 
peada por la bala D de 0.14 lb que viaja horizontalmente a 1800 pies/s. Si se supone 
que la bala queda incrustada en la varilla, calcule: (a) la velocidad angular de AB 
inmediatamente despues del impacto y (b) el maximo desplazamiento angular de 
AB siguiente al impacto. 


2.5 pies 


D 


2 pies 


3 , 


1800 pies/s 


P —►■A 


3 pies 


0.3 m 



Fig. P18.86 Fig. P18.87 

18.87 Una varilla uniforme AB de masa m y longitud L esta en equilibrio sobre la 
superficie horizontal lisa cuando recibe un golpe horizontal en A. Determine la coor- 
denada y del punto C que tiene velocidad cero inmediatamente despues del impacto. 

18.6 La caja homogenea de masa m se desliza sobre la superficie horizontal 
con la rapidez v t cuando su vertice A golpea una pequena obstruction. Si se supone 
que la caja no rebota, determine: (a) la velocidad angular de la caja, inmediatamente 
despues del impacto, en terminos de v h y (b) el mayor valor de v de manera que la 
caja no se vuelque despues del impacto. 

































18.83-18.98 Problemas 


18.89 Una barra delgada uniforme de masa m se traslada hacia la izquierda con la 
rapidez Vi = 5 m/s cuando el pequeno rodillo en A golpea el extremo de la ranura. Si 
se supone que no hay rebote, encuentre la velocidad angular de la barra (a) inmedia- 
tamente despues del impacto y (b) cuando B esta directamente sobre A. 


A 



18.90 El cilindro uniforme de masa m rueda sin deslizarse sobre la superficie ho¬ 
rizontal cuando golpea el piano inclinado. Si la velocidad angular del cilindro antes 
del impacto es de 4 rad/s, ( : cu;il es su velocidad angular inmediatamente despues del 
impacto? Suponga que el cilindro no rebota ni se desliza sobre el piano inclinado. 


0.8 m 



18.91 La varilla uniforme AB de masa m y longitud L se suelta a partir del reposo 
con el extremo A posicionado en un vertice. La varilla golpea la obstruccion en C con 
velocidad angular co t en sentido negativo y no hay rebote. Determine la mayor dis- 
tancia d de modo que la velocidad angular de la varilla siga en sentido negativo 
despues del impacto. Desprecie la friccion. 

18.92 Una varilla homogenea AB de masa 3 m es libre de rotar respecto al perno 
en C. La varilla se encuentra estacionaria cuando la pelota D de masa m golpea 
el extremo A de la varilla con velocidad vertical V|. Si se sabe que la velocidad 
de D, inmediatamente despues del impacto, es cero, determine: (a) la velocidad de A 
inmediatamente despues del impacto y (b) el porcentaje de energfa cinetica perdida 
durante el impacto. 


u B 

Fig. P18.89 

B 




-3m 


] 


B 


Fig. P18.92 


18.93 La varilla uniforme AB de 9 lb rota libremente respecto al perno en A. Se 
suelta a partir del reposo en la posicion que se muestra y choca con la obstruccion 
en C. Calcule los impulsos resultantes que actuan sobre la varilla en A y C, suponien- 
do que: (a) la varilla no rebota y (b) no se pierde energfa durante el impacto. 

18.94 Un disco uniforme de 2.5 lb rueda sin deslizarse con velocidad angular W) 
antes de chocar con un tope de 1 pulg. Suponiendo que no hay rebote ni deslizamien- 
to entre el disco y el tope, encuentre el valor mfnimo de oj de manera que el disco 
se suba al tope. 


a>i 




Fig. P18.93 


Fig. P18.94 


Wit-' 
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18.95 La bola de billar de masa m esta en reposo sobre una mesa cuando el taco 
la golpea en sentido horizontal. Inmediatamente despues del impacto, la velocidad 
central de la bola es v = 2.8 pies/s. Obtenga su velocidad angular: (a) inmediata¬ 
mente despues del impacto y (b) despues de que deja de deslizarse sobre la mesa. 

18.96 El objetivo de un polfgono de tiro consiste en dos discos delgados iden- 
ticos, cada uno de masa 2.5 kg, que estan conectados por una varilla de masa des- 
preciable. El mecanismo es libre de rotar respecto al eje z. El bianco esta en reposo 
cuando una bala de 9.7 g entra al centra de uno de los discos con velocidad Vi = 
850 m/s y sale con velocidad v 2 . Si la velocidad angular resultante del bianco es 
2.61 rad/s, determine v 2 . 


A 



Fig. P18.97 



Fig. P18.96 


18.97 El pendulo, que consiste en una varilla delgada All de 2 lb y una esfera C 
de 5 lb, golpea la esfera estacionaria D de peso W con velocidad angular u> x . Todos 
los cuerpos son homogeneos. Si el pendulo se detiene por completo despues del im¬ 
pacto, obtenga W. Desprecie la friccion y suponga que no se pierde energfa durante 
el impacto. 

18.98 Una barra uniforme AB de 80 lb al inicio esta en reposo en la position 
horizontal, sostenida por el perno en B y el resorte cuya rigidez es k = 25 lb/pulg 
en A. La pequena bolsa de arena C de 40 lb (relativa a la longitud de la barra) se suel- 
ta sobre la barra con la velocidad inicial que se muestra. Si se supone que la bolsa 
de arena no rebota, calcule: (a) la velocidad angular de AB inmediatamente despues 
del impacto y (b) el maximo desplazamiento angular de AB siguiente al impacto, 
suponiendo que es un angulo pequeno. 


401b 



30° 


20 pies/s ✓ / 

/ \ 
( I 


-80 lb 


k = 25 lb/pulg 


-3 pies- 


9 pies - 



Fig. P18.98 
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Repaso de ecuaciones 


Trabajo de un par (movimiento en un piano) El trabajo del 

par C es 

rS 2 

U1-2 = / CdO 

J6i 

U\_2 = C{0 2 - Oi) (c constante) 

Potencia de un par (movimiento en un piano) La potencia 

de un par C que actua sobre un cuerpo rigido que rota con velocidad angular u> es 

P = Ca> 

Energfa cinetica de un cuerpo rfgido 
en movimiento en un piano 

1 , 1 - , 

T = -mv 2 H— Ico~ 

2 2 

T = I A or (A es el centra instantaneo para velocidades) 

Principio de trabajo y energfa cinetica 

(U 1 — 2>ext = T 2 -Ti (un solo cuerpo) 

(tA-2)ext + (U 1 —2)int = T 2 - T x (cuerpos conectados) 

Conservation de la energfa mecdnica 

V l + T l = V 2 + T 2 

Ecuaciones de impulso-cantidad de movimiento 

Li_ 2 = P2 — Pi 

(A/t)i _2 = ( 11 ^ 4)2 — (Iia) 1 (A es un punto fijo o centra de masa) 


L = impulso lineal de fuerzas externas 
p = m\ = cantidad de movimiento lineal del cuerpo 
A a = impulso angular de fuerzas externas respecto de A 
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Problemas de repaso 



C_J5 


Fig. P18.100 


18.99 El disco uniforme de masa m y radio R esta unido a un resorte de rigidez k. 
Si el disco se suelta a partir del reposo con el resorte sin deformar, determine la ex- 
presion para la maxima velocidad angular del disco. Suponga que el disco rueda sin 
deslizarse sobre la superficie inclinada. 



18.100 Una barra uniforme de masa m y longitud L esta unida a un eje vertical de 
masa despreciable. El angulo 0 entre la barra y el eje puede cambiarse mediante un 
mecanismo interno (que no se muestra). Si el conjunto rota libremente con velocidad 
angular a> cuando 9 = 90°, encuentre la velocidad angular del mecanismo cuando 6 
se cambia a 45°. 

18.101 Una barra uniforme AB de 20 lb esta suspendida de un rodillo en B, que 
viaja sobre un riel horizontal. La barra esta en reposo en la posicion vertical cuando 
es golpeada en el extremo A por la bala de 0.05 lb que se mueve horizontalmente 
a 3000 pies/s. Si se supone que la bala queda incrustada en la barra, determine: 
(a) la velocidad angular de esta inmediatamente despues del impacto y (b) su maxi- 
mo desplazamiento angular despues del impacto. Desprecie la masa del rodillo. 



Fig. P18.101 



18.102 El mecanismo consta de dos barras uniformes de 30 kg, cada una de 
longitud L = 2 m. En la posicion 9 = 30° la velocidad angular de la barra AB es 
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u>ab =1.2 rad/s. Determine la energla cinetica del mecanismo en esta posicion. Des- 
precie la masa del rodillo en C. 

18.103 El mecanismo se libera a partir del reposo en la posicion que se muestra. 
Determine la velocidad del deslizador C cuando la barra BC queda horizontal. Des- 
precie la friccion. 

18.104 Una barra uniforme AB de 15 kg esta en la posicion que se indica y se 
mueve con velocidad v = 16 m/s y velocidad angular oj = 120 rad/s cuando el ex- 
tremo A golpea una obstruction rlgida. Determine la velocidad del extremo B justo 
despues del impacto, suponiendo que la barra no rebota. 

18.105 El radio de giro central del carrete es k, y su radio interno es R. Si el ca- 
rrete se suelta del reposo, encuentre su velocidad como una funcion de su desplaza- 
miento x. Desprecie la friccion entre el carrete y la pared vertical. 




Fig. P18.104 Fig. P18.105 


18.106 El disco B rota a 60 rad/s cuando el disco A estacionario identico entra 
en contacto con el. Si el coeficiente de friccion cinetica entre los discos es 0.25, 
determine el tiempo en que termina el deslizamiento entre ellos y sus velocidades 
angulares. 



18.107 El disco uniforme de 20 lb se lanza sobre la superficie horizontal con 
velocidad de 15 pies/s y un giro de retroceso de 45 rad/s. El coeficiente de friccion 
cinetica entre el disco y la superficie es 0.45. Determine: (a) la rapidez final del disco 
y (b) el tiempo requerido para lograr la rapidez final. 

18.108 La barra uniforme AB de peso W esta conectada por un cable al bloque C, 
tambien de peso W. Si el sistema se libera a partir del reposo en la posicion que se 
muestra, determine la velocidad de C cuando AB ha rotado 90°. 



15 pies/s 



Fig. P18.107 


Fig. P18.108 
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18.109 La tabla homogenea de 15 kg sostenida por cables en A y B esta en reposo 
cuando el costal de arena de 5 kg cae sobre ella, sin rebotar. Si la velocidad de im- 
pacto del costal es 6 m/s, determine la velocidad angular de la tabla inmediatamente 
despues del impacto. 



18.IIO El mecanismo que consta de dos varillas uniformes se mueve en el piano 
horizontal. El resorte conectado entre el deslizador A y el perno C tiene una rigidez 
de 200 N/m y su longitud libre es de 150 mm. Si el mecanismo se libera a partir del 
reposo en la posicion que se indica, obtenga la rapidez angular de la varilla BC cuan¬ 
do A este lo mas cerca de C. Desprecie la friccion y la masa del deslizador. 



Fig. P18.110 



l8.Hl El disco homogeneo, ranurado, de masa m rota libremente respecto al eje 
vertical con velocidad angular a> 0 . Una canica pequena de masa 0.05 m se coloca 
cerca del centra del disco. Debido a la fuerza centrifuga, la canica se mueve hacia 
afuera sobre la ranura. Determine la velocidad angular del disco despues de que la 
canica ha salido de la ranura. Desprecie el efecto de la ranura en el momento de 
inercia del disco. 

18.112 La masa B de 10 kg esta unida a un cable que pasa por una pequena polea C 
y esta enrollado en la periferia del disco desbalanceado A de 40 kg. El momento de 
inercia del disco respecto a su centra de masa G es 12 kg ■ m 2 . Cuando el disco esta 
en la posicion que se muestra, su velocidad angular es oj = 2.5 rad/s en sentido ne- 
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gativo. Suponiendo que el disco rueda sin deslizarse, encuentre su velocidad angular 
despues de que ha rotado 180°. 



Fig. P18.112 


18.113 Dos discos rotan libremente sobre el eje horizontal. La rigidez de torsion 
del resorte que los conecta es k = 20 I b ■ pie/rad. A1 principio, el disco A se mantiene 
estacionario mientras que el B ha rotado dos revoluciones. Entonces ambos se libe- 
ran de manera simultanea. Determine la velocidad angular de cada uno en el instante 
en que el resorte retorna a_su estado no deformado. Los momentos de inercia de los 
discos respecto al eje son I A = 2.4 slug • pie 2 e I B = 7.2 slug • pie 2 . 

18.114 Una barra uniforme de 40 lb esta sostenida del perno en O. La barra 
esta en reposo cuando la bala B de 6 oz se dispara al extremo A con velocidad 
de 2000 pies/s. La bala pasa a traves de la barra, saliendo con una velocidad de 
1500 pies/s. Encuentre el maximo desplazamiento angular de la barra. 

18.115 Las barras uniformes Ay B son libres para rotar respecto a los pernos en 
sus puntos medios. Al inicio, la velocidad angular de la barra A es 5 rad/s en sentido 
negativo y la barra B esta en reposo. Determine la velocidad angular de cada barra 
inmediatamente despues de que el extremo de la barra A golpea el extremo de B. 
Suponga que el impacto es plastico. 




CD 

'Cl 





1500 pies/s 


Fig. P18.114 




l8.1l6 La esfera homogenea de 12 kg esta en reposo en el vertice cuando el par 
constante C = 5 N ■ m se aplica en t = 0. El coeficiente de friccion cinetica entre la 
esfera y cada una de las superficies de contacto es 0.4. Calcule la velocidad angular 
de la esfera cuando t = 3 s. 


Fig. P18.116 
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18.117 Conforme el cilindro homogeneo de masa m entra a la superficie cilmdrica 
la velocidad de su centra es 1.5 m/s. Determine el angulo 0 en el cual el cilindro hace 
una parada momentanea. Suponga que el cilindro rueda sin deslizarse. 


I 





Fig. P18.117 


18.118 El brazo A, que es libre para rotar respecto al eje vertical en O, sostiene un 
disco y un motor electrico. El disco y la armadura del motor, etiquetada con B en la 
figura, tienen un peso combinado de 20 lb y un radio de giro central de k B = 10 pulg. 
La carcasa C del motor, que esta unida al brazo A, pesa 12 lb y su radio de giro cen¬ 
tral es k c = 3 pulg. El peso del brazo A puede despreciarse. El sistema esta en reposo 
cuando se enciende el motor, lo que ocasiona que B gire a 25 rad/s respecto al bra¬ 
zo A. Obtenga la rapidez angular resultante del brazo A. 
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Dinamica de un cuerpo rfgido 
en tres dimensiones 




*19.1 


Introduction 


La cinematica del movimiento en un piano se basa en la suposicion de que todos 
los puntos del cuerpo se mueven en pianos que son paralelos entre si. En conse- 
cuencia, el estudio de la cinematica se redujo a un problema bidimensional, en el 
que solo se tiene que considerar el piano del movimiento (en general el piano que 
contiene al centro de masa). En cinetica se introdujo una restriccion adicional sobre 
el movimiento en un piano: el cuerpo tenia que ser simetrico respecto al piano del 
movimiento. 

Si las condiciones del movimiento en un piano no son aplicables surgen dos 
complicaciones. Primero, la cinematica se vuelve muy complicada debido a la na- 


El giroscopio se utiliza de manera 
amplia en los instrumentos de nave- 
gacion porque la direccion de su eje 
permanece fija. Sin embargo, si una 
fuerza se aplica a uno de los balan- 
cines, el giroscopio rotara respecto 
al eje que es paralelo a la fuerza. 
Este movimiento, que se denomina 
precesion, se analiza en los proble- 
mas 19.80 y 19.81. 

(© iStockphoto.com Melissa 
Rodgers) 
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turaleza tridimensional del problema. Esto obliga a dejar la aritmetica escalar y a 
utilizar por completo el poder del analisis vectorial. 

La segunda complicacion esta asociada con la cinetica. En el movimiento en un 
piano, la cinetica solo implica dos propiedades inerciales del cuerpo: la masa m y 
el momento de inercia central I. En los problemas tridimensionales, la descripcion 
del momento de inercia central requiere seis componentes (los momentos de inercia 
respecto a tres ejes mas tres productos de inercia).* 

Un estudio completo del movimiento tridimensional de los cuerpos rfgidos 
corresponde a los libros avanzados. En este capftulo solo se presenta una introduc- 
cion que es suficiente para el analisis de varios problemas practicos, como la ma- 
quinaria desbalanceada en rotacion, el vuelo de los cuerpos giratorios y los efectos 
giroscopicos. Este capftulo inicia con la cinematica del movimiento tridimensional. 
Los apartados posteriores amplfan los metodos que ya se han expuesto del anali¬ 
sis cinetico (metodos de trabajo-energfa, de impulso-cantidad de movimiento y de 
fuerza-masa-aceleracion) a la dinamica espacial. El capftulo concluye con el analisis 
de un caso especial importante, el movimiento de un cuerpo con simetrfa axial. 


Cinematica 


a. Movimiento relativo de dos puntos en un cuerpo rigido 

La figura 19.1 muestra un cuerpo rigido sometido a un movimiento tridimensional. 
Los puntos Ay B estan inmersos en el cuerpo y oj es la velocidad angular del cuerpo 
en el instante que se muestra. Ahora se investigara la velocidad del punto B relativa 
a A, que se denota con v, JM . Como en el caso del movimiento en un piano, esta velo¬ 
cidad relativa se debe solo a la rotacion del cuerpo. Para un observador que no gira, 
unido a A, el punto B 


*19.2 



*Esta complicacion surge aun en los problemas que desde el punto de vista de la cinematica son bidimen- 
sionales si el cuerpo no es simetrico respecto al piano de movimiento. 
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parece viajar sobre una trayectoria circular centrada en O. Esta es la misma situation 
que hay en el movimiento en un piano, que condujo al resultado 


vbm = w x r B/A 


(19.1a) 


donde r B/A es el vector de position de B relativo a A. En el apendice D se presenta 
una deduction rigurosa de esta ecuacion. 

La aceleracion de B relativa a A se obtiene al derivar la ecuacion (19.1a) respec- 
to al tiempo: a B/A = to X r B/A + to X r B/A . Al sustituir r B/A = \ B/A = <0 X r B/A e intro- 
ducir la notation to = a, donde a es la aceleracion angular del cuerpo, se obtiene 


a bia = <0 x (to x r B/A ) + a x r B/A 


(19.1b) 


En la figura 19.2 se muestran las dos componentes de la aceleracion relativa. Obser¬ 
ve que la primera es perpendicular a to y esta dirigida hacia O, como se ilustra en 
la figura 19.2(a). La segunda, que se muestra en la figura 19.2(b), es perpendicular 
a ol y r m . 



Fig. 19.2 

No obstante que las ecuaciones (19.1) tienen la misma forma que sus contrapar- 
tes para el movimiento en un piano, existe una diferencia significativa en su conte- 
nido. En el movimiento en un piano, la direccion de to no cambia. Por tanto, a tiene 
la misma direccion que to y su magnitud solo se debe al cambio en la magnitud de 
to; es decir, a = at. En el movimiento tridimensional, la direccion de to cambia con- 
tinuamente, asf a refleja las variaciones en la magnitud y direccion de to. En conse- 
cuencia, las direcciones de to y a en general son diferentes, y a = at ya no es valida. 
Por esta razon. en la figura 19.2 las dos componentes de a BIA no son perpendiculares 
entre sf; entonces no pueden llamarse componentes “normal” y “tangencial” de la 
aceleracion. 
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La velocidad y la aceleracion absolutas de B pueden obtenerse a partir de la 
definicion de movimiento relativo: 


= v A + Vbia = va + W X r B/A (i9-2a) 

a B = a A + a BIA = a A + « x (<o x r B/A ) + a x r B/A (i 9 - 2 b) 


b. Derivation de vectores en un marco de referenda 
en rotation 


z' 



Como se analizo en el apartado 16.8, algunas veces es conveniente describir los 
terminos del movimiento relativo en las ecuaciones (19.1) dentro de un marco 
de referenda en rotacion y traslacion, en lugar de emplear un marco fijo en el espacio. 
La figura 19.3 muestra dos marcos de referenda: el sistema xyz, fijo en el espacio y 
el sistema x'y'z', cuyo origen esta en el punto A. Si los ejes x'y'z' estan inmersos 
en el cuerpo 28 (es decir, el origen de esos ejes se mueve con A y el sistema de 
coordenadas rota con el cuerpo), representan lo que se denomina marco anclado al 
cuerpo, mientras que los ejes xyz fijos constituyen el marco espacial. Observe que la 
velocidad angular del marco anclado es igual a la velocidad angular w del cuerpo. Si 
las componentes de un vector V se describen respecto al marco anclado, entonces la 
derivada absoluta de V puede calcularse empleando la siguiente identidad deducida 
en el apartado 16.8. 


d\ 

dt 



+ <«> x V 

m 


(i9-3) 


La notacion '728” se utiliza para indicar que la derivada debe evaluarse respecto al 
marco anclado, es decir. como vista por un observador que se traslada y rota con el 
cuerpo 28. 

Si el sistema de coordenadas x'y'z' rota con la velocidad angular SI, que no 
necesariamente es igual a la velocidad angular to del cuerpo, entonces la ecuacion 
(19.3) debe modificarse como sigue: 


dV 

dt 



+ S2xY 

/x'y'z' 


(19-4) 


Al emplear la notacion ‘7 x'y'z'” se enfatiza que ahora la derivada relativa esta refe- 
rida a un sistema de coordenadas que no por fuerza esta anclado al cuerpo. 



c. Eje instantaneo de rotation 

Sea la velocidad de un punto C en un cuerpo rigido (o cuerpo extendido) cero en un 
instante particular (en el movimiento en un piano, este punto es el centra instantaneo 
para las velocidades). Como se muestra en la figura 19.4, la recta que pasa por C y 
es paralela a la velocidad angular to del cuerpo es el eje instantaneo de rotacion o 
simplemente el eje instantaneo* Con v c = 0, la velocidad de cualquier punto P en el 
cuerpo es \ P = v P/c = <0 X r P/c , como se indica en la figura 19.4. De esto resulta que 


*En el movimiento bidimensional, co es perpendicular al piano del movimiento. Por tanto, el eje ins¬ 
tantaneo de rotacion tambien es perpendicular a este piano y pasa por el centra instantaneo para las 
velocidades. 
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(a) 


z 



Fig. 19.5 



(c) 


las velocidades de todos los puntos se comportan como si el cuerpo rotara respecto 
al eje instantaneo, y las velocidades de los puntos sobre este eje son iguales a cero. 
En el movimiento en un piano siempre existe un punto que tiene velocidad cero y lo 
mismo ocurre para un cuerpo que rota respecto a un punto fijo. Sin embargo, es posi- 
ble comprobar que tal punto no existe necesariamente para todos los movimientos.* 

Cuando se analizan las velocidades es conveniente emplear el eje instantaneo 
de rotacion si su localizacion puede determinarse por inspection. Por ejemplo, la 
figura 19.5(a) muestra una rueda de radio R que gira sin deslizarse en una trayectoria 
circular sobre un piano horizontal. El eje horizontal OA de longitud L esta unido a 
un collarin que rota sobre el eje vertical fijo. Como se indica en la figura 19.5(a), la 
velocidad angular de la rueda esta dada por to = tot + to,, donde to! es su velocidad 
de giro (su velocidad angular relativa al eje) y to, es la velocidad angular del eje. 

La figura 19.5(b) muestra otra vista del conjunto donde se ha identificado el 
eje instantaneo de la rueda. Se sabe que este eje pasa por los puntos C y O, porque 
ambos se encuentran sobre la rueda y tienen velocidad cero (la rueda debe ser “ex- 
tendida” para incluir a O). Al referirse a la figura 19.5(b) se observa que el angulo 6 
puede determinarse si se conocen L y R, lo que significa que es posible encontrar to 
y to, si se conoce la velocidad de giro to h (Un metodo alternative para calcular las 
velocidades angulares es escribir la ecuacion de la velocidad relativa empleando los 
puntos Oy C, vease el problema de ejemplo 19.3). 

Conforme la rueda se mueve, el eje instantaneo de rotacion traza una superficie 
tridimensional en el espacio. Debido a que la rueda rota alrededor del punto fijo O, 
esta superficie es un cono, que se llama cono espacial, con su vertice en O. La traza 
de los ejes instantaneos en la rueda “extendida” tambien es una superficie conica, 
que se denomina cono anclado. En la figura 19.5(c) se muestran ambos conos. Al 
analizar esta figura se observa que la cinematica de la rueda y del cono anclado son 
identicas si la rueda se hace rodar sin deslizarse sobre este ultimo con la velocidad de 
giro a>!. Con frecuencia, la analogfa cono anclado-cono espacial es una herramienta 
conveniente para visualizar el movimiento de un cuerpo. 


*Vease, por ejemplo, Advanced Engineering Dynamics , J. H. Ginsberg, Harper y Row, 1988, p.115. 
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Problema de ejemplo lp.l 

El brazo OA del sistema que se muestra rota respecto al eje vertical con velocidad 
angular Al mismo tiempo, el disco delgado en A gira con velocidad angular co 2 
relativa a OA. Determine la velocidad angular to y la aceleracion angular a del disco 
en la posicion que se muestra. Suponga que co, y co 2 no son constantes. 


Solution 

Suponga que el origen del marco de referenda xyz que se muestra en la figura esta 
unido al punto O y que los ejes de coordenadas estan inmersos en el brazo OA. Asf, 
el movimiento angular de este marco es identico al de OA. Los vectores base para el 
marco en rotacion se denotan con i, j y k. 

En la representation vectorial, las dos velocidades angulares que se indican en 
la figura (a) son: 


Mi = w,k (velocidad angular del brazo OA) 


to 2 = to 2 j (velocidad angular del disco relativa a OA) 


La velocidad angular del disco es 


to = to, + to 2 


(a) 


o 


to = ct^k + a> 2 j (valida para todos los tiempos) 


Respuesta (b) 


La ecuacion (b) es valida para todos los tiempos, ya que el marco de referencia xyz 
rota con el brazo OA, de modo que los ejes y y z siempre estan dirigidos a lo largo 
de OA y al eje vertical, respectivamente. La indication de cuales expresiones son 
validas para todos los tiempos ayuda a evitar el error comiin de intentar derivar una 
expresion que solo es correcta en un instante particular. 

La aceleracion angular del disco puede encontrarse al derivar la expresion para 
to que se dio en la ecuacion (b). Al utilizar la ecuacion (19.4), se obtiene 


OL = to = (tb) ft;yz + il X to (d) 

donde (<ji) Uyz es la aceleracion angular del disco relativa al marco xyz y to es la 
velocidad angular del marco xyz. De la ecuacion (b), se observa que (to) /w = <u,k 
+ cibj (ya que los vectores base k y j estan fijos en el marco xyz, se anulan sus deri- 
vadas relativas a ese marco). Ademas, ya que fl = to 1; se obtiene li X to = oj,k X 
( to | k + ojJ) = — co,to 2 i. Al sustituir este resultado en la ecuacion (d), se encuentra 
que 


a =—a> { a> 2 i +a> 2 j+coik (valida para todos los tiempos) Respuesta 














Problema de ejemplo 19.2 

La figura repite el sistema que se describio en el problema de ejemplo 19.1. Calcule 
la velocidad y la aceleracion del punto P sobre el disco en la posicion que se muestra. 

Solution 

Suponga que el marco de referenda xyz que se indica en la figura esta unido al punto 
O e inmerso en el brazo OA. De la solution del problema de ejemplo 19.1, se sabe 
que la velocidad y la aceleracion angulares del disco son 

to = a>ik + &> 2 j (a) 


y 


o' = (*) = <i>] k + co 2 i — (0\(02i 


(b) 


z 



Debido a que ambas expresiones son validas para todos los tiempos, pueden em- 
plearse para la posicion que se muestra en la figura. 

El movimiento del punto P puede analizarse al relacionarlo con el del punto A. 
Al referirse a la figura, el vector de posicion del punto fijo O al punto A es r A/0 = Lj. 
Ya que la velocidad y la aceleracion angulares del brazo OA son tot y eo l5 la veloci¬ 
dad y la aceleracion del punto A son 


v A = (tq x r A / 0 = oqk x Lj = —Lu>\\ 


(c) 


y 


a A = wi x r A/o + coi x (wi x r A/0 ) 

= tjjik x Lj + w ik x (— La>\i) 

= -Lw\\- Lu>\S (d) 

A partir de la figura se ve que el vector de posicion de P relativo a A es r P/A = Rk. 
Ya que P y A pertenecen al disco, sus vectores de velocidad y aceleracion relativas 
quedan como 


\ P/A = w x r p/a — (o>ik + a>2 j) x /?k = Rco^i 


(e) 


y 

a p/a = a x r P/A + w x (w x r m ) 

= (tbik + d> 2 j - cl>\(jl>2\) xRk+ (<wik + w 2 i) x Rco 2 i 
= (Ra> 2 i + Rcoicot]) + (/?&>i<w 2 j — Real k) (f) 

La velocidad de P se encuentra al sustituir las ecuaciones (c) y (e) en la ecuacion 

v P = v A + Vp /A : 

\ P = (-Lwi + Ru> 2 ) i Respuesta (g) 

L 
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De modo similar, al sustituir las ecuaciones (d) y (f) en a P = a , + a m , el vector de 
aceleracion de P queda (despues de algun reacomodo de terminos) 

ap = {-Leo ! + Rco 2 )\ + (-La>\ + 2Rco\u> 2 ) j - Rco \k Respuesta (h) 

La velocidad y aceleracion del punto P tambien podrian calcularse al reconocer 
que el disco rota respecto al punto fijo O (observe que la longitud de una recta que 
conecta al punto O con cualquier sitio sobre el disco permanece constante). En este 
caso serfa conveniente considerar el disco extendido para incluir el punto O. Si se 
utiliza este concepto, la velocidad y aceleracion del punto P podrian determinarse 
con y p — o) x Vp/o y si P = a x r P/0 + <o x (to x r P/0 ). En este caso toy asehan 
dado como en las ecuaciones (a) y (b), respectivamente y de la figura se observa que 
el vector de posicion de P relativo a O es r PIO = L\ + Rk. Es posible comprobar 
que los resultados son identicos a los que se muestran en las ecuaciones (g) y (h). 


z 



Problema de ejemplo 19.3 

El engrane A que se muestra en la figura (a) rueda alrededor del engrane fijo B con- 
forme gira respecto al brazo C. Si este ultimo rota respecto al eje vertical a razon 
constante a> c = 15 rad/s, calcule: 1. la velocidad angular del engrane Ay 2. acele¬ 
racion angular del mismo. 

Solution 

El marco de referenda que se muestra en la figura (a) esta unido al brazo C. La 
geometrfa del sistema se indica en la figura (b), donde las distancias y los angulos se 
obtuvieron directamente de la figura (a) o se calculation con trigonometrfa. 


Dimensiones en mm 

(a) 


z 



Parte 1 

De la figura (a) se observa que el engrane A rota respecto al punto fijo O (observe 
que una recta de O a cualquier punto sobre el engrane A no cambia su longitud). 
Ya que el punto de contacto E no tiene velocidad, se concluye que el eje instantaneo 
de rotation del engrane A es la recta OE, como se indica en la figura (b). 

La velocidad angular del engrane A es 


= «c + wa/c (a) 

donde to c es la velocidad angular del brazo C y to. vc es la velocidad de giro del en¬ 
grane A, es decir, la velocidad angular del engrane A relativa al brazo C. 

Al referirse a la figura (a) se observa que la velocidad angular del brazo C es 


G) C = o)(; k = 15k rad/s (valida para todos los tiempos) (b) 


Debido a que la direccion de la velocidad de giro del engrane A coincide con la del 
vector unitario \ FO que se muestra en la figura (b), puede escribirse como 


w.4 ic = (Da/c'^fo (valida para todos los tiempos) (c) 
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A1 sustituir las ecuaciones (b) y (c) en (a), la velocidad angular del engrane A queda 


o)/i = 15k + coa/c^fo (valida para todos los tiempos) (d) 


En la figura (c) se muestra el diagrama vectorial que representa a la ecuacion (d). 
Observe que 10,1 esta sobre el eje instantaneo de rotacion y que to A/c esta dirigida so- 
bre la recta FO, el eje del brazo C. Los angulos a, 0, y y de la figura (c) se calcularon 
con los angulos que se muestran en la figura (b). 

Se observa que la figura (c) solo contiene dos incognitas, co A y co AIC , que pueden 
calcularse con trigonometrra. A1 aplicar la ley de los senos resulta: 

15 _ cqa/c _ 

sen 11.54° - sen 30° ~~ sen 138.46° 


de donde se obtiene 


o>a/c = 37.49 rad/s y co A = 49.72 rad/s (e) 

Si se toma en cuenta el hecho de que el vector de velocidad angular del engrane A 
coincide con el vector unitario \ EO de la figura (b), entonces puede escribirse como: 

« A = 49.12\ E o — 49.72(—sen 30° j + cos30°k) 


o 


<o A = —24.9j + 43.1k rad/s (valida para todos los tiempos) Respuesta (f) 


a = 60 -48.46= 11.54° 
0 =30° 

7 =90 + 48.46= 138.46° 



Un metodo alterno para calcular las velocidades angular y de giro de A consiste 
en resolver la ecuacion vectorial \ E = a> A x r E /o — *1- donde io A se dio en la ecua¬ 
cion (d) y r E/0 = 200j - 346.4k mm. 

Parte 2 

La aceleracion angular del engrane A puede obtenerse al derivar su velocidad an¬ 
gular: 


a a = w A = (to A )/ xyz + ft x « A 


(g) 


donde (6i A ) ixyz es la aceleracion angular de A relativa al marco de referencia xyz y Cl 
es la velocidad angular del marco. 

Al utilizar la ecuacion (f), to, = — 24.9j + 43.1k rad/s (que es valida para todos 
los tiempos y entonces puede derivarse), se obtiene que (to A )/ X3 , z = 0. Ademas, se 
tiene que Cl = w c , y la ecuacion (g) queda: 


a A = (b A = (o c x w A = 15k x (—24. 9 j + 43.1k) 
por lo que se obtiene 


a A = 374i rad/s 2 Respuesta 

Como se muestra en la figura (d), el movimiento del engrane A puede modelarse 
como el cono anclado (que representa al engrane A) que rueda sin deslizarse sobre el 
exterior del cono espacial (que representa al engrane B). La figura tambien muestra 
la velocidad angular io A , sus componentes to c y « A/C , y la aceleracion angular a A . 
Observe que a A siempre es perpendicular a to A . 


z 



(d) 























Problema de ejemplo 19.4 

El mecanismo que se muestra en la figura (a) consiste en la manivela PQ, que rota 
respecto al eje OP y de la varilla de control B conectada a la manivela y al collarin 
deslizante C. 1. Si las conexiones en Q y C son rotulas esfericas, calcule la veloci- 
dad del collarin C y la velocidad angular de la varilla B, dado que 9 = 30° y 6 = 
3.6 rad/s. 2. Resuelva la parte 1 suponiendo que la conexion en C es una horquilla, 
como se muestra en la figura (b). 



Parte 1 

La ecuacion de la velocidad relativa entre los puntos C y Q (observe que ambos 
estan sobre la varilla B) es 


vc = vg + \ciq = <*>pq x t qip + wb x r ciq (a) 

donde to Pe y to ; , son las velocidades angulares de la manivela y la varilla de control, 
respectivamente, y los vectores de posicion r Q/P y r c/Q estan definidos en la figura (c). 


z 

i 

i 




















Suponiendo que la velocidad del coMan'll se dirige hacia arriba, se tiene 


v c = v c k (b) 

Con r qip = —173.2li — 100.0k mm y m pq = — 3.6j rad/s, la velocidad de Q es 

\q = (x) P q x Tq/p = —3.6j x (—173.21i — 100.0k) 

= 360.Oi — 623.6k mm/s (c) 

Antes de encontrar r c/Q , es necesario calcular la distancia a que se muestra en la figu- 
ra (c). A partir de la geometrfa de esa figura se observa que a = [(300) 2 — (173.21) 2 
- (200) 2 ] 1/2 = 141.42 mm, que da 


r c/e = 173.211 - 200.Oj + 141.42k mm (d) 


A1 sustituir las ecuaciones de la (b) a la (d) en la ecuacion (a) y usar la forma de 
determinante del segundo producto cruz, se tiene 


vck = (360.Oi — 623.6k) + 


(o x 

173.21 


j k 

u>y ®, 

-200.0 141.42 


donde co B = oj,i + ®j + co k es la velocidad angular de la varilla B. A1 desarrollar 
el determinante e igualar las componentes, se obtienen las tres ecuaciones escalares 
siguientes: 


0 = 360.0 +141.42® y +200.0®, 

0 = — 141.42® x +173.21®, (e) 

vc = —623.6 —200.0®* —173.21 ® y 

Ya que estas ecuaciones contienen cuatro incognitas (v c , w„ ® v , oj). no es posible 
obtener una solucion completa sin information adicional. La razon fisica para la in- 
determinacion son las rotulas esfericas que permiten que la varilla B gire libremente 
respecto a su eje sin afectar a v c . Por tanto, la ecuacion de la velocidad relativa, 
ecuacion (a), no puede determinar la velocidad de giro de la varilla B (la componente 
de o> B sobre el eje de la varilla). Una forma de superar esta dificultad consiste en 
especificar la velocidad de giro de B, proporcionando asf una ecuacion adicional. 
El valor seleccionado para la velocidad de giro afectara a oj /; . pero, no afecta a v c . 

La solucion se completara suponiendo que la velocidad de giro de la varilla B 
respecto a su eje es cero; es decir, to, ; ■ r c/e = 0, o 

(® x i + co y j + ®,k)- (173.2li - 200.0j + 141.42k) = 0 

173.21 ® v - 200.0 co y + 141.42®, = 0 (f) 

Las ecuaciones (e) y (f) representan cuatro ecuaciones escalares con cuatro incogni¬ 
tas, cuya solucion da v c = —182.7 mm/s, co x = —0.980 rad/s, ® v = —1.414 rad/s, y 
co z = —0.800 rad/s. A1 expresarse en forma vectorial, los resultados son 

Vc = —182.7k mm/s 

m b = —0.980i - 1.414J - 0.800k rad/s Respuesta 










Parte 2 

De la figura (b) es evidente que la rotation de la varilla B respecto al collarin C solo 
ocurre respecto al perno de la horquilla. Ademas, el collarin rota respecto al eje z. 
Asl, la velocidad angular to,, de la varilla solo puede tener componentes en la direc¬ 
tion de los vectores X y k, donde X es un vector (no necesariamente unitario) en la 
direction del perno, como se muestra en la figura (b). La componente de to,, que es 
perpendicular a X y k es cero; es decir. 


m b • (X x k) = 0 


(g) 


La ecuacion (g) reemplaza la condition de giro cero (to,,- r c , e = 0) que se uso en la 
parte 1 de la solution. Las ecuaciones (e) quedan sin modification. 

Debido a que el perno de la horquilla es perpendicular al eje z, se tiene que 
X = X v i + X v j. El perno tambien es perpendicular a la varilla B, por lo 
que X • r c/e = 0. Al sustituir para r aQ de la ecuacion (d), se obtiene 173.21 X v - 200.0 
X v = 0. Haciendo X v = 1, se obtiene X v = 173.21/200.0 = 0.8661 y la ecuacion (g) 
queda 


CO X (L>y 

1 0.8661 

0 0 


oj z 

0 

1 


= 0 


que al desarrollarse da 


0.8661 co x — l.OcOy = 0 


(h) 


Al resolver las ecuaciones (e) y (h) de manera simultanea, se obtiene v = —182.7 
mm/s, w x = —1.260 rad/s, oj, = —1.091 rad/s, y oj = —1.029 rad/s. En forma vec¬ 
torial, la solution es 


v c = 182.7k mm/s Respuesta 

to,, = —1.260i— 1.091 j — 1.029k rad/s Respuesta 

Se ve que la velocidad del collarin C es la misma que en la parte 1 de la solution, 
pero la velocidad angular de la varilla B es diferente, como se esperaba. 
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Problemas 


19.1 Refiriendose al problema de ejemplo 19.2, determine la velocidad y acelera¬ 
cion del punto Q sobre el disco en la posicion que se muestra. 

19.2 Calcule la aceleracion del collarin deslizante C de la parte 1 en el problema 
de ejemplo 19.4. 


19.3 La barra OABC rota respecto a la rotula esferica en O. En la posicion que se 
muestra, la velocidad angular y la aceleracion angular de la barra son w = 2i + 4j 
- 3k rad/s y <x =20i - 30j rad/s 2 , respectivamente. Obtenga los vectores velocidad y 
aceleracion del punto C. 

19.4 La barra OABC rota respecto a la rotula esferica en O. En la posicion que se 
muestra, el vector de velocidad angular oj de la barra es paralelo a OC. Encuentre la 
magnitud de w si la rapidez del punto B es 160 mm/s en esta posicion. 

19-5 La barra OABC rota respecto a la rotula esferica en O. En la posicion que se 
muestra, el vector de velocidad angular de la varilla es perpendicular a la recta OC y 
la velocidad del punto C es v c = 3i - 2j + v k m/s. Para esta posicion, determine v, 
y el vector de velocidad angular. 

19.6 El cono rueda sobre el piano xy sin deslizarse. La velocidad de giro 
oj, = 2.4 rad/s es constante. Para la posicion que se muestra, obtenga: (a) la ve¬ 
locidad angular del cono; (b) la aceleracion angular del cono y (c) la velocidad y 
aceleracion del punto P. 


z 



Fig. P19.3-P19.5 




Fig. P19.6 


19-7 El cono A rueda sin deslizarse sobre el lado exterior del cono estacionario 
B con velocidad de giro a>i. En la posicion que se muestra, oj, = 2 rad/s y co , = 
—7 rad/s 2 . Para esta posicion, determine: (a) la velocidad angular del cono A y 
(b) su aceleracion angular. 

19.8 El cono A rueda sin deslizarse en el interior del cono estacionario B con ve¬ 
locidad de giro constante oj, = 3.6 rad/s. Calcule: (a) la velocidad angular del cono 
A y (b) su aceleracion angular. 


z 
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z 



Fig. P19.9 


19.9 El disco A tiene libertad para girar respecto al eje doblado B, que rota con 
velocidad angular constante w 0 respecto al eje z. Suponiendo que el disco rueda sin 
deslizarse sobre la superficie horizontal, determine lo siguiente para la posicion que 
se muestra: (a) la velocidad angular del disco; (b) la aceleracion angular del disco y 
(c) la velocidad y aceleracion del punto P sobre el disco. 

19>10 El disco A del giroscopio gira respecto a su eje, que esta inclinado a 23.6° 
relativo al piano xy, con rapidez angular constante oj t = 40 rad/s. Al mismo tiempo, 
el marco B rota respecto al eje z con velocidad angular variable w 2 . En el instante 
cuando co 2 = 16 rad/s y d> 2 = 400 rad/s , calcule: (a) la velocidad angular del disco A 
y (b) la aceleracion angular del disco A. 


z 



19*11 Dos engranes biselados unidos al brazo C ruedan sobre el engrane A fijo. 
El brazo rota respecto al eje z con velocidad angular constante de 25 rad/s. Calcule: 
(a) la velocidad angular del engrane B y (b) su aceleracion angular. 


z 



19*12 Los engranes Ay B giran libremente sobre el eje doblado D, mientras que 
el engrane C esta fijo. El eje D rota respecto al eje y con velocidad angular constante 
w 0 . Para la posicion que se muestra, calcule la velocidad angular del (a) engrane A 
y (b) engrane B. 


z 



19.13 La varilla AB esta conectada por rotulas esfericas a los collarines deslizan- 
tes Ay B. En la posicion que se muestra, el collarin A se mueve hacia arriba con 
velocidad v A = 4 pies/s. Determine la rapidez del collarin B en esta posicion. 
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Z 



x' 


Fig. P19.13 

19.14 El disco A gira respecto al brazo B con rapidez angular to, conforme el 
brazo rota respecto al eje y con rapidez angular co 2 , ninguna rapidez es constante. 
Cuando el ensamblado esta en la posicion que se muestra, 00 , = 3 rad/s, a> 2 = 4 rad/s, 
(iij = —16 rad/s 2 y cb 2 = 25 rad/s 2 . Para esta posicion, determine: (a) la velocidad del 
punto Q sobre el disco y (b) la aceleracion del punto Q. 



Fig. P19.14 


19.15 La barra PQ gira respecto al eje OA con velocidad angular constante to, = 
20 rad/s. Al mismo tiempo, OA rota respecto al eje z con velocidad angular cons¬ 
tante ct> 2 = 12 rad/s. Para la posicion que se muestra, determine: (a) la velocidad del 
extremo P y (b) su aceleracion. 

19.16 Las manivelas AB y CD rotan respecto a ejes que son paralelos al eje y. La 
barra BD esta unida a las manivelas mediante rotulas esfericas. Si la rapidez angular 
de AB es constante a> 0 = 12 rad/s, determine para la posicion que se muestra: (a) las 
velocidades angulares de CD y BD y (b) la aceleracion angular de CD. Suponga que 
la barra BD no rota respecto a sus ejes; es decir. suponga que el vector de velocidad 
angular de BD es perpendicular a BD. 


z 



z 



X 


Fig. P19.15 


Fig. P19.16 
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19.17 La varilla AB esta unida al borde del disco C y al collarin deslizante B con 
rotulas esfericas. El disco rota con velocidad angular constante de 6 rad/s respec- 
to al eje vertical en O. Para la posicion que se muestra, obtenga la velocidad del 
collarin B. 


z 



Fig. P19.18 



Fig. P19.17 

19>l8 Los extremos de la barra AB estan conectados a collarines con rotulas es¬ 
fericas. Los collarines se deslizan sobre los brazos del marco rigido. El marco rota 
respecto al eje z con velocidad angular constante co = 1.5 rad/s. Si la velocidad del 
collarin en B relativa al marco es la constante v B = 0.2 m/s, determine la aceleracion 
angular de la barra AB en la posicion 0 = 30°. 

19>19 La varilla C esta unida al collarin A con una horquilla y al collarin B con 
una rotula esferica. En la posicion que se muestra, el collarin A se mueve hacia la 
derecha con rapidez v A = 15 pulg/s. Encuentre la rapidez del collarin B para esta 
posicion. (Nota: no es necesario calcular la velocidad angular para la varilla C). 


z 



19*20 Para el mecanismo que se describio en el problema 19.19, obtenga las velo- 
cidades angulares del collarin A y la varilla C en la posicion que se muestra. 

19*21 Suponga que se intercambian las conexiones para la varilla descrita en el 
problema 19.19 (es decir, la rotula esferica esta en A y la horquilla esta en B). Para 
la posicion que se muestra, determine la velocidad angular de la varilla C y la velo¬ 
cidad del collarin B. 

19*22 El brazo AB rota alrededor del eje z con velocidad angular constante 
coi = 3 rad/s. El disco gira respecto al brazo con velocidad angular constante w 2 = 
10 rad/s. 


z 



Fig. P19.19-P19.21 














19-3 Metodo de impulso-cantidad de movimiento 491 


Para la posicion que se muestra, calcule: (a) la aceleracion angular del disco y (b) la 
aceleracion del punto Q sobre el disco. 

19.23 El disco gira con velocidad angular constante u> 2 = 6 rad/s relativa al brazo 
OA. En la posicion que se muestra, el brazo OA rota respecto al eje z con velocidad 
angular w, = 4 rad/s y aceleracion angular co, = —15 rad/s 2 . Para esta posicion, 
encuentre: (a) la aceleracion angular del disco y (b) la velocidad de P, el punto mas 
alto sobre el disco. 



Fig. P19.23 


19.24 Se usa una horquilla para unir la varilla AB con el eje vertical. Como este 
ultimo rota respecto al eje z con velocidad angular constante &J, = 12 rad/s, la va¬ 
rilla rota con velocidad angular constante u> 2 = 9 rad/s relativa a la horquilla. Para 
la posicion que se muestra, calcule: (a) la aceleracion angular de la varilla y (b) la 
aceleracion del extremo B de la varilla. 



Metodo de impulso-cantidad de movimiento 


a. Cantidad de movimiento angular 

En el capftulo 17 se presento la cantidad de movimiento angular de un cuerpo rigido 
respecto a un punto. Se enfatizo que la cantidad de movimiento angular h A respecto 
al punto A se obtiene al sumar las cantidades de movmientos angulares de los ele- 
mentos diferenciales que constituyen el cuerpo: 

h A = / r x (v dm) ( 19 . 5 ) 

Jy 

Como se muestra en la figura 19.6, v dm es la cantidad de movimiento lineal de un 
elemento diferencial tfpico de masa dm y velocidad v, y r es el vector de posicion 
del elemento relativo a A. El integrando de la ecuacion (19.5) es asf la cantidad de 
movimiento angular (es decir. el momento de la cantidad de movimiento lineal) del 
elemento respecto de A. La integral se forma sobre la region T que ocupa el cuerpo. 


* 19.3 


Fig. P19.24 
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Fig. 19.7 



Masa m 
Region Y 


En el apartado 17.3 se demostro que si A es el centra de masa G del cuerpo, la 
cantidad de movimiento angular toma la forma 


hg = / r' x (w x r') dm (G:centro de masa) (19.6) 

Jr 

donde to es la velocidad angular del cuerpo y r' es el vector de posicion de dm rela- 
tivo a G, como se indica en la figura 19.6. 

Tambien se demostro que la cantidad de movimiento angular de un cuerpo de 
masa m respecto a un punto arbitrario A puede expresarse en la forma 


hj = h c + r x (mv) (A: punto arbitrario) ( 19 . 7 ) 

En la ecuacion (19.7), r es el vector de posicion de G relativo a A y mx representa 
la cantidad de movimiento lineal del cuerpo. Una manera conveniente de calcular 
h A es con el diagrama de la cantidad de movimiento del cuerpo en la figura 19.7. En 
el diagrama se observa que h es el vector de suma de h c y el momento de mx (que 
actua en G) respecto de A. 

Un caso especial importante es la cantidad de movimiento angular de un cuerpo 
que rota respecto a un punto fijo A. Entonces la velocidad del elemento diferencial 
en la figura 19.6 es v = to X r, lo que despues de la sustitucion en la ecuacion (19.5) 
resulta 


h A = / r x (w x r) dm (A: fijo en el cuerpo y el espacio) ( 19 * 8 ) 

Jr 

b. Propiedades inerciales 

Aquf se presentan las propiedades inerciales de un cuerpo rigido descritas en tres 
dimensiones (en el apendice F se analiza este tema con mayor amplitud). En breve 
se vera que esas propiedades tienen su origen en el calculo de la cantidad de movi¬ 
miento angular. 

1. Momentos, productos de inercia y el tensor de inercia El momento de inercia 
de masa de un cuerpo respecto al eje a se definio en la ecuacion (17.1): 
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l a — f r r 2 dm, donde T es la region ocupada por el cuerpo y r es la distancia per¬ 
pendicular desde el eje a hasta la masa diferencial dm. En la figura 19.8 se ve que las 
distancias perpendiculares desde los ejes x, y, z hasta dm son 

O ' 2 + z 2 ) m ir + x 2 ) m y (x 2 + y 2 ) 1/2 

respectivamente. Por tanto, los momentos de inercia de masa del cuerpo respecto a 
los tres ejes coordenados son 


4 = 

/ (y 2 + z 2 ) dm 


Jr 

4 = 

/ ( z 2 + x 2 ) dm 


Jr 

I z — 

/ (x 2 + y 2 ) dm 


Jr 


z 



Los productos de inercia del cuerpo respecto a los ejes rectangulares que se 
muestran en la figura 19.8 se definen como 




xy dm 
yz dm 
zx dm 


( 19 . 10 ) 


Las dimensiones de las propiedades inerciales definidas en las ecuaciones (19.9) 
y (19.10) son [ML 2 ]; entonces las unidades son kg ■ m 2 o slug • pie 2 (lb • pie • s 2 ). No 
obstante que los momentos de inercia siempre son positivos, los productos de inercia 
pueden ser positivos, negativos o cero. 

La siguiente matriz de propiedades inerciales recibe el nombre de tensor de 
inercia del cuerpo en el punto O (el origen de los ejes coordenados). 



( 19 . 11 ) 


Observe que los terminos fuera de la diagonal son los negativos de los productos 
de inercia. (Los signos “menos” deben incluirse en I para asf satisfacer ciertas con- 
venciones de algebra tensorial, un tema que esta mas alia del alcance de este libro.) 

2. Teorema de los ejes paralelos para los momentos de inercia En el capftulo 17 
se dedujo el teorema de los ejes paralelos para el momento de inercia: I a = I a + md 1 , 
donde I a es el momento de inercia respecto al eje a, I a es el momento de inercia res¬ 
pecto al eje a central (el eje que pasa por el centra de masa del cuerpo y es paralelo 
al eje a), m es la masa del cuerpo y d es la distancia entre ambos ejes. Al referirse a 
la figura 19.9 se observa que las distancias entre los ejes x,y,z y los correspondientes 
ejes centrales son (y 2 + z 2 ) m , (z 2 + x 2 ) m , y (x 2 + y 2 ) 1 / 2 ,respectivamente. Sean 


z 



Fig. 19.9 




















494 CAPITULO 19 Dinamica de un cuerpo rfgido en tres dimensiones 


/„ I y , e I - los momentos de inercia respecto a los ejes centrales, entonces el teorema 
de los ejes paralelos para los momentos de inercia queda 

4 = 4 + m(y 2 + z 2 ) 

Iy = Iy + m(z 2 + X 2 ) ( 19 . 12 ) 

4 = 4 + m (x 2 + y 2 ) 


3. Teorema de los pianos paralelos para los productos de inercia Refiriendo- 
se otra vez al cuerpo en la figura 19.9, es posible probar que los productos de inercia 
respecto a los dos conjuntos de ejes estan relacionados por 


I X y = hy + mxy 

Iyz = lyz+myz (19-13) 

hx = hx + mzx 


donde I xy , I yz , e /,, denotan los productos de inercia respecto a los ejes centrales. 
En el apendice F se demuestra este teorema, que se conoce como el teorema de los 
pianos paralelos. 

4. Momentos de inercia principales Se puede demostrar que siempre es posible 
encontrar tres ejes perpendiculares, en cualquier punto dado O, de manera que los 
productos de inercia respecto a esos ejes se anulen. Esos son los ejes principales en 
el punto O y los momentos de inercia correspondientes, que se denotan con /,, I 2 
e 4 , se conocen como los momentos de inercia principales del cuerpo en el punto 
O. Refiriendose a los ejes principales, el tensor de inercia adquiere la forma de una 
matriz diagonal: 



4 

0 

0 " 

1 = 

0 

4 

0 


0 

0 

h_ 


( 19 . 14 ) 


En el apendice F se explica la determination de los ejes principales y el calculo de 
los momentos de inercia principales. 

5 . Cuerpo con un piano de simetrfa Considere un cuerpo homogeneo que es 
simetrico respecto a un piano, por ejemplo, el piano xy. Sea el centra de masa del 
cuerpo, que esta en el piano de simetrfa, el origen del marco xyz. La simetrfa impli- 
ca que para cada masa diferencial dm con coordenadas (x, y, z), existe otro dm con 
coordenadas (x, y, ~z). De esto resulta que I yz = f r yz dm = 0 e I , x = fy zx dm = 
0, porque la integral sobre la region de T donde z < 0 cancela a la integral sobre la 
region donde z > 0. Como I yz = I xz = 0 sin importar la orientacion de los ejes xy, en¬ 
tonces el eje z debe ser un eje principal de inercia. En este caso especial, el teorema 
de los pianos paralelos para los productos de inercia, las ecuaciones (19.13), quedan 


hy = 4y + mxy I y , = myz I zx = mzx ( 19 . 15 ) 

En general, un eje que es perpendicular a un piano de simetrfa y que pasa por el 
centra de masa G del cuerpo es un eje principal del cuerpo en el punto G. 
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c. Componentes rectongulares de la 
cantidad de movimiento angular 

La cantidad de movimiento angular de un cuerpo puede expresarse en terminos de 
la velocidad angular y del tensor de inercia del cuerpo. Debido a que las ecuaciones 
(19.6) y (19.8) tienen la misma forma, 

h = / r x (w x r) dm (19.16) 

Jr 

asf ambos casos pueden tratarse de manera simultanea. Observe que r representa el 
vector de posicion de dm relativo al punto de referenda (ya sea un punto en el cuer¬ 
po que es fijo o el centro de masa). 

Las representaciones rectangulares de los vectores que aparecen en la ecuacion 
(19.16) son 

h = h x i + h y j + h z k 
to = co x i + cu y j + w z k 
r = xi + yj + zk 


El producto cruz de to y r queda 

to x r = i (o)yZ — co z y) + j(cu z x — co x z) + k (a> x y — co y x) 
En consecuencia, el integrando en la ecuacion (19.16) es 


r x(« x r) = 


i j k 

x y z 

(OyZ — co z y w z x — a> x z co x y — co y x 


La expansion de este determinante da 

r x (o> x r) = i [(v 2 + z 2 ) ft)* - xy w y - xz co z ] 

+ j [-xy oo x + (z 2 + x 2 ) co y - yz co z ] 
+ k [—zx co x - zy co y + (x 2 + y 2 ) co-] 

Al sustituir la ecuacion (b) en la (19.16), se obtiene 

h x = co x I (y 2 + z 2 ) dm — a> y xy dm — co z I xz dm 

Jr Jr Jr 

h y = — co x I xy dm + co y I (z 2 + x 2 ) 

Jr ' Jr 


dm — to. / yz dm 

Jr 


(a) 


(b) 


(c) 


h z = — co x I xz dm — ft) y / yz dm + co z I (x 2 + y 2 ) dm 

Jr ' Jr ' Jr 

Al reconocer que las integrales en las ecuaciones (c) son las componentes del ten¬ 
sor de inercia en el punto de referenda, veanse las ecuaciones (19.9) y (19.10), se 
obtiene 

h x = I x a) x - I xy co y - I xz a> z 

lly = —Iy X U> X + IyCOy ~ Iy Z U> Z 


h z l r ; 4')i I zy COy "L I z CO z 


( 19 . 17 a) 
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Las ecuaciones (19.17a) pueden escribirse de manera concisa en notation matricial 
como: 


h A = I A w (A: fijo en el cuerpo y el espacio, o en el centra de masa) ( 19 . 17 b) 


donde l A es la matriz en la ecuacion (19.11), donde las componentes de inercia estan 
calculadas respecto al eje que pasa por A. Si xyz son los ejes principales de inercia 
en el punto de referencia, se anulan los productos de inercia y asi 

h x = I x co x 

hy = IyCDy (l9-l8) 

h z = I z co z 

En general, el vector de la cantidad de movimiento angular h no esta en la mis- 
ma direccion del vector de velocidad angular to. Por ejemplo, si los ejes xyz son los 
ejes principales de inercia, se tiene 


h — I x co x i + I y co y j + l- o), k 
(o — co x i + co y j + co z k 


( 19 . 19 ) 


A partir de las ecuaciones (19.19), se observa que las direcciones de h y to coinciden 
solo para los siguientes casos especiales. 

1 . Los momentos de inercia principales son iguales (por ejemplo, una esfera ho- 
mogenea con el centra de masa como origen del sistema de coordenadas). 

Observe que con I x = I y = I z = I, la primera de las ecuaciones (19.19) da 

h = /to. 

2. La direccion de to es paralela a uno de los ejes principales de inercia. 

Si to es paralela a un eje principal, por ejemplo el eje z, entonces las ecua¬ 
ciones (19.19) resultan en h = Lu>, k y to = co k. Este caso se aplica al movi¬ 
miento en un piano de un cuerpo rigido y tambien demuestra que el movimiento 
en un piano puede existir solo si el eje de coordenadas perpendicular al piano 
del movimiento es un eje principal de inercia. 

Las componentes rectangulares de la cantidad de movimiento angular respecto 
a un punto fijo, o al centra de masa, pueden calcularse con las ecuaciones (19.17). Si 
se requiere la cantidad de movimiento angular respecto de algtin otro punto A, puede 
obtenerse primero al encontrar h G con las ecuaciones (19.17) y despues aplicar la 
(19.7): h 4 = h G + r x (nix)- Otra vez, observe que las ecuaciones (19.17) no son 
directamente aplicables para un punto de referencia arbitrario. 


d. Principios de impulso-cantidad de movimiento 

Los principios de impulso-cantidad de movimiento para el movimiento en un pia¬ 
no, que se analizaron en el apartado 18.6, tambien son aplicables al movimiento 
tridimensional. Aqui se enuncian esos principios sin repetir las deducciones que se 
dieron en ese apartado. 

La ecuacion de impulso-cantidad de movimiento lineal para un cuerpo rigido es 

Li _2 = P 2 - Pi = Ap ( 19 - 20 ) 

donde Lj _ 2 es el impulso lineal de las fuerzas externas que actuan sobre el cuerpo 
durante el intervalo de tiempo r, a t 2 , y Ap es el cambio en la cantidad de movi- 
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miento lineal del cuerpo durante este intervalo de tiempo. Recuerde que la cantidad 
de movimiento lineal de un cuerpo de masa m es p = m v, donde v es la velocidad de 
su centro de masa. 

La ecuacion de impulso-cantidad de movimiento angular para un cuerpo rfgido es 


(A/i)i_2 = (h A )2 — (h A )i = Ah^ 


(A: punto fijo* 
o centro de masa) 


( 19 . 21 ) 


donde (A a )!_ 2 es el impulso angular de las fuerzas externas respecto al punto A du¬ 
rante el intervalo de tiempo f a t 2 , y Ah, es el cambio en la cantidad de movimiento 
angular respecto de A durante este periodo. La cantidad de movimiento angular pue- 
de calcularse con las ecuaciones (19.17) o (19.18). 

Como se menciono en el apartado 18.6, las ecuaciones de impulso-cantidad de 
movimiento tambien pueden aplicarse a los sistemas de cuerpos rfgidos siempre y 
cuando: 1 . los impulsos se refieran solo a las fuerzas que sean externas al sistema; 

2 . las cantidades de movimiento se interpreten como las del sistema (obtenidas al 
sumar las cantidades de movimiento de los cuerpos que constituyen el sistema) y 

3. el centro de masa al que se hace referenda en la ecuacion (19.21) es el centro de 
masa del sistema. 

De acuerdo con la ecuacion (19.20), la cantidad de movimiento lineal se conser- 
va si el impulso lineal es cero. De manera similar, de la ecuacion (19.21) se concluye 
que la cantidad de movimiento angular respecto a un punto fijo o al centro de masa 
se conserva si el impulso angular respecto a ese punto es cero. 

Si el movimiento es impulsivo (fuerzas infinitas que actuan en intervalos de 
tiempo infinitesimales), que es la aproximacion que se usa en los problemas de im- 
pacto, entonces la ecuacion (19.21) es valida para cualquier punto de referenda (una 
prueba de este enunciado se da en el apartado 18.7). Debido a que se supone que la 
duracion del impacto es infinitesimal, solo se necesita considerar las fuerzas impul- 
sivas, y los impulsos de fuerzas finitas son despreciables. 


Metodo de trabajo-energfa 

a. Energfa cinetica 

1. Caso general En el capftulo 18 se demostro que la energfa cinetica de un cuer¬ 
po rfgido es 


* 19.4 


1,1 

T — — m v" + -w • h c ( 18 . 6 a, repetida) 

donde m es la masa del cuerpo, v es la rapidez del centro de masa G, <0 representa la 
velocidad angular del cuerpo y h G es la cantidad de movimiento angular del cuerpo 
respecto a G. El primer termino del lado derecho de la ecuacion (18.6a) representa la 
energfa cinetica de traslacion y el segundo termino es la energfa cinetica de rotation. 

Si se usa la representation rectangular de to y h G , donde las componentes de h G 
se obtienen de la ecuacion (19.17), la energfa cinetica puede escribirse como T 

1 1 r - 

T = -mv + - (ft)* 1 + COy j + (L> z k ) . [( I x co x - I X yO)y - I xz co z ) 1 

“I" ( lyx^x 4 " IyCOy Iy Z (Oz )J 4 " ( ^zx^x ^Z }’^V 4 " 

*E1 punto A esta fijo en el espacio; no es necesariamente un punto en el cuerpo. 

f Las barras sobre las / nos recuerdan que las propiedades inerciales se calculan en el centro de masa del 
cuerpo. 
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Despues de evaluar los productos punto y observar que I yx = I xy y asf sucesivamente, 
se obtiene 


T 



— 2I xy CO x (Oy — 2 I yz O)yU) Z — 2I zx (o z a> x ) 


( 19 . 22 ) 


Observe que las componentes del tensor de inercia deben evaluarse respecto a los 
ejes centrales. 

2. Velocidad angular paralela a un eje Si to es paralela a uno de los ejes de 
coordenadas, por ejemplo el eje z„ entonces co x = co, = 0 , co, = co y la ecuacion 
(19.22) se reduce a 




(to = <wk) 


( 19 . 23 ) 


Esta es analoga a la ecuacion (18.7a) que se usa en el movimiento en un piano. Sin 
embargo, en el movimiento en un piano, to siempre permanecfa paralela al eje z, 
mientras que la ecuacion (19.23) requiere que to este en la direccion z solo en el 
instante de interes. 

3 . Rotacion respecto a un punto de velocidad cero En el apartado 18.3 se de- 
mostro que si A es un punto en el cuerpo que tiene velocidad cero, entonces la ener- 
gia cinetica del cuerpo puede escribirse en la forma 


T = 


1 

-u> ■ hj 

2 


( 18 . 6 b, repetida) 


donde h A es la cantidad de movimiento angular del cuerpo respecto de A. Al expre- 
sar to y h A en terminos de sus componentes rectangulares y repetir los pasos que se 
siguieron en la deduccion de la ecuacion (19.22), se obtiene 


T 2 f t X 0) y -f- Iy 0)y + 1 2 I X yO) X OJy 

— 2 Iy Z (0y(0 Z — 2 I zx co z co x ) 

(ejes que pasan por el punto de velocidad cero) 


Observe que las propiedades inerciales en la ecuacion (19.24) deben calcularse res¬ 
pecto a los ejes que pasan por el punto de referenda A, un punto con velocidad cero. 
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4 . Rotacion respecto a un eje Si el sistema de coordenadas se elige de manera 
que z es el eje instantaneo de rotacion, entonces a> x = a> y = 0. oj = w. Por tanto, la 
ecuacion (19.24) se convierte en 



(el eje z es instantaneo) 


(19-25) 


Esta ecuacion es equivalente a la (18.7b) que se utilizo en el movimiento en un 
piano. 

b. Principio de trabajo-energfa y la conservacidn 
de la energfa mecanica 

Los principios de trabajo-energfa y conservacion de la energfa mecanica para el mo¬ 
vimiento en un piano, que se presentan en el apartado 18.4, tambien son aplicables 
para el movimiento tridimensional. Por tanto, el siguiente analisis es un resumen de 
las ecuaciones fundamentales que se han explicado en el apartado 18.4. 

Si los subfndices 1 y 2 se refieren a las posiciones inicial y final de un cuerpo 
rfgido, el principio de trabajo-energfa es 


(U 1 —2)ext = A T 


( 19 . 26 ) 


donde (l!\ 2 ) e xt es el trabajo efectuado por fuerzas externas y AT es el cambio en la 
energfa cinetica. El trabajo puede calcularse empleando los metodos descritos en los 
apartados 14.2, 18.2 y es posible utilizar las ecuaciones de la (19.22) a la (19.25) 
para calcular la energfa cinetica. 

Para un sistema de cuerpos rfgidos conectados, el principio de trabajo-ener¬ 
gfa es 


(Ul- 2)ext + ( E/ 1—2 ) int = AT 


( 19 - 27 ) 


donde (U, . 2 ) e xi y (Ui- 2 ) m representan el trabajo que las fuerzas externas e internas, 
respectivamente, realizan sobre el sistema. 

Si todas las fuerzas que actuan sobre un cuerpo rfgido o un sistema de cuerpos 
rfgidos conectados son conservativas, entonces la energfa mecanica se conserva. El 
principio de conservacion de la energfa mecanica 


V l + T l = V 2 + T 2 


( 19 . 28 ) 


puede emplearse en lugar del de trabajo-energfa. En la ecuacion (19.28), V, y V 2 son 
las energfas potenciales inicial y final, y 7] y T 2 son las cineticas inicial y final. 
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Problema de ejemplo 29.5 

Las varillas delgadas uniformes numeradas como 1,2 y 3 se han soldado para formar 
el cuerpo rfgido que se muestra en la figura (a). Este ultimo, que se apoya en los coji- 
netes en Ay B, rota con velocidad angular constante oj = 30 rad/s. Cuando el cuerpo 
esta en la position que se muestra, calcule lo siguiente: 1 . la cantidad de movimiento 
angular respecto al punto C y 2. la energra cinetica. La masa por unidad de longitud 
de cada varilla es p = 600 g/m. 



Solution 

Preliminares 

Debido a que la unica componente distinta de cero del vector de velocidad angular 
es cj y = a), se observa de la ecuacion (19.17a) que las componentes del vector de la 
cantidad de movimiento angular respecto al punto C se reducen a 


h x = -I xy w 


ky = IyW 


H Z - I Z y <X> 


(a) 


Debido a que el cuerpo rota respecto al eje y fijo, su energra cinetica, de la ecuacion 
(19.25), es 


1 ? 

T = -L.co 2 


(b) 


En la siguiente tabla se muestran los calculos de los momentos y productos de iner- 
cia requeridos en las ecuaciones (a) y (b). Observe que los resultados para el cuerpo 
se obtienen al sumar solo las propiedades de las varillas 1 y 2 , porque las propieda- 
des inerciales relevantes de la varilla 3 son cero. 

Parte 1 

Al sustituir los momentos y productos de inercia para el punto C y co = 30 rad/s en 
la ecuacion (a), las componentes del vector de la cantidad de movimiento angular 
respecto a C seran 

h x = -I xy co = -(54.00 x 10~ 4 )(30) = -16.20 x 10~ 2 N • m • s 
hy = I y co = (85.25 x 10~ 4 )(30) = 25.58 x 10~ 2 N ■ m ■ s 
h z = -I zy co = -(-37.5 x 10“ 4 )(30) = 11.25 x 10 -2 N • m - s 

Por tanto, la magnitud de la cantidad de movimiento angular respecto a C es 


h c = (10“ 2 )v / (—16.20) 2 + (25.58) 2 + (11.25) 2 
= 32.3 x 10 ~ 2 N • m ■ s 


Respuesta 



















Varilla 1 

Varilla 2 

Totales 

L 


0.25 m 

0.3 m 


m 

= pL 

0.6(0.25) = 0.15 kg 

0 .6(0.3) = 0.18 kg 


X 


0 

0.15m 


y 


—0.2 m 

0.2 m 


z 


0.125 m 

0 


Iy 

— -mL 2 

3 

|(0.15)(0.25) 2 

|(0.18)(0.3) 2 




= 0.003 125 kg-m 2 

= 0.005 40 kg • m 2 

0.008 525 kg-m 2 

Ixy 

= mxy 

0.15(0)(—0.2) 

0.18(0.15)(0.2) 




= 0 

= 0.005 40 kg • m 2 

0.005 40 kg-nr 

Izy 

= mzy 

0.15(0.125)(—0.2) 

0.18(0)(0.2) 




= -0.003 75 kg ■ nr 

= 0 

-0.003 75 kg ■ m 2 


Calculo de las propiedades inerciales en el punto C. 


En la figura (b) se muestra el vector h f y sus componentes. 



Parte 2 

La energfa cinetica del cuerpo se encuentra al sustituir I y y co = 30 rad/s en la ecua- 
cion (b), lo que da como resultado 


T = 



1 

2 


(85.25 x 10~ 4 )(30) 2 = 3.84 J 


Respuesta 


Problem a de ejemplo 19.6 

La varilla delgada uniforme AB que se muestra en la figura (a) tiene un peso 
W = 16 lb y longitud L = 2.4 pies. Los pesos de los collarines deslizantes Ay B,a 
los que la varilla esta conectada con rotulas esfericas, pueden despreciarse. Cuando 
el collarfn A esta en la posicion 0 = 0, el sistema se desplaza ligeramente y se libera 
a partir del reposo. Despreciando la friccion, determine la rapidez de A cuando esta 
en la posicion 0 = 60°. 




















Solution 

Este problema es adecuado para el metodo de analisis de trabajo-energfa, porque se 
ocupa del cambio en la rapidez entre dos posiciones. Ya que el peso de la varilla, que 
es una fuerza conservativa, es la unica fuerza que efectua trabajo sobre el sistema, 
entonces la energfa mecanica se conserva. Por tanto, puede aplicarse el principio de 
conservacion de la energfa mecanica: T, + V, = T 2 + V 2 , donde y 7’, son las ener- 
gfas cineticas inicial y final, y V, y V 2 son las energfas potenciales gravitacionales 
inicial y final. La figura (b) muestra el piano de referenda que se ha elegido para la 
energfa potencial V. 



Posicion 1 

Energfa potencial Refiriendose a la posicion 1 en la figura (b), la altura h, del colla- 
rfn B sobre el piano de referenda debe satisfacer la relacion geometrica (h, - 1.25) 2 
+ (2.0) 2 = (2.4) 2 , que da h, = 2.577 pies. Por tanto, la altura del centra de masa G 
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es Zi = (1.25 + 2.511)12 = 1.914 pies y la energla potencial inicial se convierte en 

V! = Wzi = 16(1.914) = 30.62 lb • pie (a) 

Energta cinetica Debido a que el sistema se libera desde el reposo, entonces T, = 0. 

Posicion 2 

Energla potencial Cuando el sistema esta en la posicion 2 que se muestra en la 
figura (b), las coordenadas del collann A son x = 1.25 sen 60° = 1.083 pies, y = 0 
y z = 1-25 cos 60° = 0.625 pies. Con esos valores, la altura h-, de B sobre el piano 
de referenda se obtiene de la relation geometrica (1.083) 2 + (2 ) 2 + (h 2 - 0.625) 2 = 
(2.4) 2 , que da h 2 = 1.392 pies. La altura del centra de masa G sobre el piano de 
referenda es, por tanto, z 2 = (0.625 + 1.392)/2 = 1.009 pies. De aqul resulta que la 
energla potencial gravitacional de la varilla es 


V 2 = Wh = 16(1.009) = 16.14 lb • pie 


(b) 


Andlisis cinematico La finalidad del analisis cinematico es relacionar to 2 (la velo- 
cidad angular de la varilla) y v 2 (la velocidad de su centra de masa) con (v A ) 2 (la 
velocidad del collarln A). Se utiliza la ecuacion de la velocidad relativa entre Ay B: 

(Vfi)2 = (Va)2 + W2 x (r B/A ) 2 (c) 

donde (v g ) 2 es la velocidad de B. El vector de posicion de B relativo a A en la 
posicion 2 es, de acuerdo con la figura (b), (r g/A ) 2 = — 1.083i + 2j + (1.392 - 
0.625)k = — 1.083i + 2j + 0.767k pies. Otra vez, al referirse a la figura (b), se ve 
que (v A ) 2 = (v A ) 2 sen 30°i - (v A ) 2 cos 30°k. Al expresar el vector de velocidad angular 
como to 2 = (oj r ) 2 i + (ojy) 2 \ + (oj.) 2 k, la ecuacion (c) queda asi 


-(v B ) 2 k= (v A ) 2 sen30 o i - (v A ) 2 cos30°k 


+ 


((O x ) 2 

-1.083 


j k 

( w v ) 2 ( a > z ) 2 

2 0.767 


(d) 


Al desarrollar el determinante en la ecuacion (d) e igualar componentes, se tienen 
las siguientes ecuaciones: 


0 = (v a ) 2 sen 30° + 0.161(co y ) 2 - 2 (co z ) 2 
0 = -0.767 (co x ) 2 - 1.083(a>*) 2 (e) 

— (vb ) 2 = — (v A ) 2 cos 30° + 2 (co x ) 2 + 1.083(<Wj,) 2 


Si se anula la velocidad de giro de la varilla se obtiene una cuarta ecuacion. Esto da 
oil ■ (r B/A ) 2 = 0,o [(<w v ) 2 i +(ft) > ,) 2 j + (ru,) 2 k] ■ ( — 1.083i + 2j + 0.767k) = 0, que es 

-1.083(fi>*) 2 + 2 (co y ) 2 + 0.161(co z ) 2 = 0 (f) 
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Las ecuaciones (e) y (f) pueden resolverse en terminos de (v A ) 2 , que da como resul- 
tado 


(a> x ) 2 = -0.2451 (v A ) 2 1 

(co y ) 2 = -0.1993(v A ) 2 i a >2 = 0.3605(v A ) 2 

(a>zh = 0.1736(v A ) 2 J 

(v B ) 2 = 1.572 (v a ) 2 


(g) 


(h) 


La relation entre v 2 y (v A ) 2 podn'a encontrarse con la ecuacion de la velocidad 
relativav = (v A ) 2 + ( 0 2 x (r f; / A ) 2 y la ecuacion (g). Sin embargo, es mas sencillo 
usar el hecho de que G es el punto medio de la varilla AB, de modo que su velocidad 
esta dada por 

1 

V2 = -[(V A ) 2 + (Vfl) 2 ] 

= -[(v A ) 2 (sen30°i — cos30°k) — 1.572(v A )2k] 


= (v A ) 2 (0.250i — 1.219j) 


de lo que se obtiene 


\\ = 1.549(v a )2 


(i) 


Energfa cinetica Como to 2 es perpendicular a AB, la energfa cinetica de la varilla 
puede obtenerse de la ecuacion (19.23): 

1 , 1 - , 

T = -mv~ H— 

2 2 2 

donde I = mL 2 /\2 es el momento de inercia de la varilla respecto a un eje perpendicu¬ 
lar a esta ultima (paralelo a io 2 ) en G. A1 sustituir los valores numericos, se obtiene 


1 / 16 \ , 1/16 (2.4) 2 \ r l2 

= 2 fe) <L549)M > + 2 (32l ~iT) [°' 36 ° 5<VJ) J 

= (0.3848 + 0.0155)(v a )^ = 0.4003(v A )^ 

Conservacion de la energfa mecanica 

A1 sustituir las ecuaciones (a), (b) y (j) en el principio de conservacion. 


0 ) 


T x + Vi = T 2 + V 2 


se tiene 


0 + 30.62 = 0.4003(v a )2 + 16.14 
de la cual se encuentra que la rapidez de A en la posicion 2 es 

(v A ) 2 = 6.01 pies/s 


Respuesta 











Problema de ejemplo 19.7 

La figura (a) muestra una placa cuadrada homogenea de 2.0 kg que cuelga de una 
rotula esferica en O. La placa esta en reposo cuando es golpeada por un martillo en 
A. La fuerza P que se aplica al martillo es impulsiva, siendo su impulso / P dt = 
1.20i N • s. Determine la velocidad angular y la energfa cinetica de la placa inmedia- 
tamente despues del impacto. Observe que el eje x es perpendicular a la placa y los 
ejes y y z estan sobre los bordes de la misma. 


Solution 


z 



Como la fuerza es impulsiva es preciso analizar este problema con el metodo de 
impulso-cantidad de movimiento. 

La figura (b) muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) de la placa durante el 
impacto. La duracion de este ultimo es despreciable, asf la placa ocupa en esencia 
la misma posicion espacial antes, durante y despues del impacto. El DCL incluye la 
fuerza aplicada P y las componentes de la reaccion impulsiva en O. El peso de la 
placa se omite porque no es una fuerza impulsiva. 

Recuerde que, para el movimiento impulsivo, el impulso angular respecto a 
cualquier punto es igual al cambio en la cantidad de movimiento angular del cuerpo 
respecto al mismo punto. En este caso, O es una eleccion conveniente como punto 
de referenda porque la reaccion impulsiva pasa por ahf. Los subindices 1 y 2 se re- 
fieren a los instantes inmediatamente antes y despues del impacto, respectivamente, 
entonces el principio de impulso-cantidad de movimiento angular sera 


(a) 



(b) DCL 


(Ao)i_ 2 — (h 0 )2 — (h 0 )i — (h 0 )2 


(a) 


Observe que (h 0 )i = 0 porque la placa esta en reposo antes del impacto. 

Del DCL, se observa que el impulso angular (es decir, el momento del impulso 
lineal) respecto de O es 


(A 0 )i_ 2 = r a/o x J Fdt = -0.3k x 1 . 2 i = -0.36j N • m • s (b) 

Para determinar la cantidad de movimiento angular de la placa respecto al punto 
O, primero es preciso calcular las propiedades inerciales de la placa en ese punto. 
Los momentos de inercia centrales pueden obtenerse de la tabla 17.1 (hay que es- 
tablecer que a = 0 porque la placa es delgada): I x = (l/ 12 )m( 2 £r) = mb 2 / 6 e I y = 
I. = mb 2 / 12. Tambien, debido a la simetrfa, se tiene que I xy = I yz = I a = 0. Ahora 
los momentos y productos de inercia respecto de O pueden calcularse con el teorema 
de los ejes paralelos y la figura (c): 



(C) 


h = h +rnr 2 
Iy = Iy + ml 2 

h = h + m y 2 
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Ixy = hy + rnxy = 0 + m(0 ) ( -- ) = 0 


lyz = ly z + m yZ = 0 +/« -- -- = 


b\ mb~ 


hx = hx + mzx = 0 + m ( — - ) (0) = 0 


A1 sustituir m = 2.0 kg y b = 0.300 m resulta 


4 = — (2.0) (0.300) 2 = 0.1200 kg • m 2 


4 = 4 = 


2.0(0.300) 2 


= 0.0600 kg • m 2 


Ixy = hx = 0 

2.0(0.300) 2 

4z =-= 0.0450 kg • rrr 


De las ecuaciones (19.17a) pueden obtenerse ahora las componentes de la can- 
tidad de movimiento angular respecto de O, as! 


(h 0 )2 = 0.12&>. v i + (0.06o) v — 0.045®z)j + (—0.045<w y + 0.06tt> ; )k (c) 


A1 sustituir las ecuaciones (b) y (c) en la ecuacion (a) e igualar las componentes, se 
obtiene 


0 = 0.1 2oj a - 

—0.36 = 0.06Wy — 0.045&> z 
0 = —0.045ft) y + 0.06&)-. 

La solucion de las ecuaciones (d) da 


(d) 


to = —13.7 lj - 10.29k rad/s Respuesta 

Debido a que O es un punto fijo, la energr'a cinetica 7) despues del impacto 
puede calcularse con la ecuacion (18.6b). 

1 1 

T 2 = • h 0 = -(—13.71j - 10.29k) • (—0.36j) = 2.47 J Respuesta 

Si se desea, las componentes de la reaccion impulsiva en O podrran calcularse 
con las ecuaciones de impulso-cantidad de movimiento lineal. 
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Problemas 


19.25 La varilla homogenea de masa m y longitud L mantiene el angulo constante 
/3 con la horizontal conforme rota con velocidad angular u> respecto al eje vertical 
en su punto medio O. Para la posicion que se muestra, deduzca: (a) la cantidad de 
movimiento angular de la varilla respecto de O y (b) la energia cinetica de la varilla. 

19.26 Suponga que el impulso que actua sobre la placa en el problema de ejem- 
plo 19.7 se reemplaza por el impulso f P dt = 2.2i + 1.4j — 1.8k N-s que actua en 
el centra de la placa. Calcule la velocidad angular y la energia cinetica de la placa 
inmediatamente despues del impacto. 

19.27 La manivela de 12 kg. que se formo de una delgada varilla uniforme, rota 
respecto al eje y con velocidad angular to = 20 rad/s en la direccion que se indica. 
Determine: (a) la cantidad de movimiento angular de la manivela respecto al punto 
O en la posicion que se muestra y (b) la energia cinetica de la manivela. 




19.28 El disco homogeneo de 12 kg rota respecto al eje y con velocidad angular 
oj, = 60 rad/s. Al mismo tiempo, el ensamblado rota respecto al eje vertical en A con 
velocidad angular co 2 = 20 rad/s. Obtenga: (a) la cantidad de movimiento angular del 
disco respecto al punto O y (b) la energia cinetica del disco. 

19.29 Dos placas circulares delgadas, identicas, de masa m estan soldadas a un 
eje de masa despreciable. El ensamblado rota respecto al eje y con velocidad angular 
co 0 . Calcule la cantidad de movimiento angular del ensamblado respecto de: (a) el 
punto O y (b) el punto A. 




19.30 La varilla delgada de 2 kg esta conectada al disco uniforme A de 6 kg y al 
collarin deslizante en B mediante rotulas esfericas. La masa del collarin es despre- 
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ciable y el resorte unido al mismo tiene una rigidez de 2 kN/m. El ensamblado se 
libera a partir del reposo en la posicion que se muestra, donde el resorte esta estirado 
100 mm. Calcule la velocidad angular del disco despues de que ha rotado 180°. 



z 



Fig. P19.30 

19.31 Dos placas delgadas uniformes, cada una de masa m, estan soldadas a un 
eje de masa despreciable que rota con velocidad angular a> 0 . Obtenga la cantidad 
de movimiento angular del ensamblado respecto a: (a) el punto O y (b) el punto B. 

19.32 El disco delgado uniforme de masa m y radio R rota respecto al eje doblado 
OG con rapidez angular co 2 . Al mismo tiempo, este rota respecto al eje z con rapidez 
angular <w,. Si el angulo entre la parte doblada del eje y z es /3 = 35°, encuentre la 
razon <Woj de manera que la cantidad de movimiento angular del disco respecto a 
su centra de masa G sea paralelo al eje z,. 


Fig. P19.31 


19.33 Determine la energfa cinetica del disco que se describe en el problema 
19.32 si w, = a> 2 y /3 = 35°. 


z 



Fig. P19.32, P19.33 


19-34 El disco delgado uniforme de 12 lb gira respecto al eje OG conforme rue- 
da sin deslizarse sobre el piano horizontal. El extremo O del eje esta soldado a un 
collarin deslizante que rota respecto a la varilla vertical fija con velocidad angular 
constante de 6 rad/s. Calcule la cantidad de movimiento angular del disco respecto 
al punto O. 


z 



19-35 La varilla delgada uniforme AB de 12 kg esta conectada a collarines des- 
lizantes en A y B mediante rotulas esfericas. En la posicion que se muestra, la ve¬ 
locidad del collarin A es v A = 1.4 m/s. Para esta posicion, calcule: (a) la cantidad 
de movimiento angular de la varilla respecto a su centra de masa y (b) la energfa 
cinetica de la varilla. 
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z 



Fig. P19.35 


19.36 La barra delgada AS de longitud L y masa m esta suspendida de dos cuer- 
das, cada una de longitud L. Si la barra parte del reposo cuando 0 = 90°, encuentre 
su maxima velocidad angular. 

19-37 El disco delgado uniforme de radio R = 6 pulg y peso de 14 lb esta unido 
al eje doblado OAB de peso despreciable. Dicho eje esta unido a otro vertical en O 
mediante una horquilla. El sistema esta en reposo cuando se aplica al eje doblado 
un par constante C 0 = 0.35k lb • pie. Si se supone que el disco rueda sin deslizarse, 
determine la velocidad angular co del eje OAB despues de dar dos revoluciones. 
Desprecie la friccion en los cojinetes en O y B. 



z 



19.38 El mecanismo consta de dos barras delgadas homogeneas AB y BC de ma- 
sas 1.8 kg y 1.2 kg, respectivamente, y el deslizador C de 2 kg. Las conexiones en 
B y C son rotulas esfericas. Si el mecanismo se libera a partir del reposo en 6 = 0, 
obtenga la velocidad angular de la barra AB cuando 9 = 90°. Desprecie la friccion. 
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19.39 El borde delgado del volante de inercia C pesa 15 lb, y los pesos de los 
rayos y el centra son despreciables. El volante esta unido al deslizador B de 5 lb 
mediante la varilla conectora AB de 3 lb. Las uniones en A y B son rotulas esfericas. 
Una fuerza constante P = 60 lb actua sobre el deslizador B como se muestra. Si el 
volante tiene una velocidad angular u> = 20 rad/s en la posicion que se muestra, 
calcule su velocidad angular cuando la junta A llega a la posicion A’. Desprecie la 
friccion. 


z 



z 




19.40 La varilla uniforme doblada de masa m cuelga de un cable en O cuando 
recibe el impulso k f P dt en ,4. Deduzca la expresion para la velocidad angular de 
la varilla inmediatamente despues del impacto. 



19.41 La placa circular delgada de 1.2 kg, con espesor uniforme, esta suspen- 
dida del cable. La placa esta en reposo cuando recibe un repentino impulso de 
—0.15i N • s en el punto A sobre el borde del disco. Determine lo siguiente en el 
instante despues del impacto: (a) la velocidad del centra de masa G y (b) la energfa 
cinetica de la placa. 

19.42 Una varilla de 0.4 pies de masa despreciable esta soldada a la placa delgada 
uniforme de 3.2 lb y suspendida de la rotula esferica en O. El ensamblado rota res- 
pecto al eje z con rapidez angular de 6 rad/s cuando el vertice A de la placa golpea 
una obstruccion rlgida. Si se supone que A no rebota, determine la velocidad angular 
del ensamblado inmediatamente despues del impacto. 

19.43 La caja uniforme de masa m cae con una rapidez de 8 pies/s sin velocidad 
angular cuando el vertice O golpea una obstruccion n'gida. Suponga impacto plasti- 
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co (es decir, no hay rebote), determine: (a) la velocidad angular de la caja inmedia- 
tamente despues del impacto y (b) el porcentaje de energfa cinetica perdida durante 
el impacto. 



Fig. P19.43 Fig- Pi 9-44 

19.44 El alambre uniforme doblado de masa total m esta suspendido de una rotula 
esferica en O. El alambre se encuentra estacionario cuando se aplica un breve im¬ 
pacto en el vertice A en la direccion x. Obtenga el vector unitario en la direccion del 
eje instantaneo de rotacion inmediatamente despues de recibir el impulso. 

19.45 La varilla delgada AB de masa m y longitud L esta unida a un eje vertical 
mediante una horquilla. El eje rota libremente con rapidez angular u> cuando la cuer- 
da, que mantiene el angulo [3 = (3, entre la varilla y el eje, se rompe. Determine las 
expresiones para u> y cl[3/clt cuando la varilla llega a la posicion [3 = 90°. 



Fig. P19.45 


Metodo de fuerza-masa-aceleracion 


a. Ecuaciones de movimiento 

El movimiento tridimensional de un cuerpo rigido esta regido por las mismas ecua¬ 
ciones basicas que se usaron para los sistemas de particulas del capitulo 15. Asi, la 
ecuacion de la fuerza 


* 19.5 


EF = ma ( 15 . 19 , repetida) 

determina el movimiento del centra de masa del cuerpo, donde EF es la suma de las 
fuerzas externas que actuan sobre el cuerpo, m es la masa del mismo (que se supone 
es constante) y a es la aceleracion de su centra de masa. El movimiento de rotacion 
del cuerpo esta determinado por la ecuacion de momento 

EMa = h/i (A: punto fijo o centra de masa) ( 15 . 35 , repetida) 

donde EM, es el momento resultante de las fuerzas externas que actuan sobre el 
cuerpo y h A es la cantidad de movimiento angular del cuerpo respecto al punto A. La 


Mfi 
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ultima debe ser un punto en el cuerpo que es fijo en el espacio o el centro de masa del 
cuerpo. (Es preciso recordar esta restriction para A; por brevedad, no se mencionara 
continuamente.) 

A1 utilizar la ecuacion (15.35) puede usarse cualquier marco de referencia 
conveniente para describir el vector de la cantidad de movimiento angular h A . Por 
ejemplo, si il es la velocidad angular de tal sistema de referencia, la ecuacion de 
movimiento asociada con el momento puede escribirse como 


£M a = 


dh A 

dt 


( < ^± 

V dt 


+ S 2 xhA 

/xyz 


( 19 . 29 ) 


donde la notation “ /xyz” indica que la derivada de h 4 se ha evaluado en relation con 
el marco de referencia xyz- 

La election del marco de referencia deberfa ser tal que (, dhjdt) /xyz pueda eva- 
luarse facilmente. En particular, se desea evitar la evaluation de las derivadas tem- 
porales de momentos y productos de inercia. Es posible evitar esas complicaciones 
haciendo que los ejes xyz sean un marco anclado, es decir, un marco de referencia 
que esta inmerso en el cuerpo (tiene la misma velocidad angular que el cuerpo). Si to 
es la velocidad angular del cuerpo, entonces para un marco anclado se tiene que il = 
to. En consecuencia, la ecuacion de momento, ecuacion (19.29), queda 


EM a = 


dh A 

dt 



+ to x h A 

/xyz 


( 19 . 30 ) 


De acuerdo con las ecuaciones (19.17a), las componentes de la cantidad de movi¬ 
miento angular respecto a un punto fijo, o respecto al centro de masa, son 


h x = I x oj x — I xy u>y - I xz a> z 

hy = Iy X 0) X 4“ fy OJy Iy Z 0) Z t 19 ■ 31) 

ll Z = 1 ZX 0) X I Z yO)y 4“ I Z tO Z 


Si los ejes xyz constituyen un marco anclado, entonces los momentos y productos de 
inercia no varfan con el tiempo y la ecuacion (19.30) implica 


EM,t = (l x 6) x - I xy d)y - I xz co z )i 

+ (—Iyx<*>x 4- IyCOy — Iy Z CO z )S 

4 " ( l z \ 01 ■ I Z yG)y + / (0 - ) k 


4- 


co x 

h x 


j k 

OJy CO Z 
hy h z 


Al sustituir las componentes de la cantidad de movimiento angular de acuerdo con 
las ecuaciones (19.31) y desarrollar el determinate (recuerde tambien que /„ = I yx , 
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I yz = I zy e I xz = las componentes escalares de las ecuaciones de momento son 


EM V = I x co x + co y co z (I, - Iy) + I xy (co z co x - Wy) 

- Ixz(o>Z + CO x CO y )- Iy Z (u> 2 y - CD 2 ,) 


EM y IyCOy —CO 7 0 ) X ( I X /- ) "I - l y Z ((O X 0 ) y CU.) 

- I xy (co x + co z co y ) - I xz (co 2 - CO 2 ) 

SA/j- — Iz^z ”1” (ly h) H - z^S^y^z ^x) 

- lyz^COy + CO x CO z ) - I xy (co 2 x - CO 2 ) 


( 19 . 32 ) 


Las ecuaciones (19.32) son diferenciales no lineales de primer orden muy dificiles 
de resolver analiticamente, excepto para algunos casos especiales. 

b. Ecuaciones de Euler 

Las ecuaciones de momento se simplifican un poco si xyz se eligen como los ejes 
principales de inertia en el punto de referencia. Entonces los productos de inercia 
se anulan y las ecuaciones (19.32) se reducen a 


EM t = i x q) x + co y co z (I, — I y ) 

T,My = IyCOy + CO-COy (Iy ~ I,) (l9'33) 

EM- = I Z CO Z + CO X CD y (Iy ~ Iy) 


Estas ecuaciones, que se conocen como ecuaciones de Euler , estan entre las mas uti¬ 
les en la dinamica de los cuerpos rigidos. Cuando se utilizan las ecuaciones (19.33), 
hay que recordar que los ejes xyz son un marco anclado y coinciden con los ejes 
principales de inercia en el punto de referencia (punto fijo o centra de masa). 

Si se conocen la velocidad angular del cuerpo y su derivada temporal, entonces 
el momento externo resultante aplicado al cuerpo puede calcularse en forma rutina- 
ria con las ecuaciones (19.33). Sin embargo, si se conoce el momento resultante, las 
ecuaciones deben integrarse para encontrar las velocidades angulares, una tarea que 
debe efectuarse numericamente en la mayorfa de los problemas. Una excepcion es 
el caso especial donde la velocidad angular to es constante, cuando las ecuaciones 
(19.33) toman la forma de ecuaciones algebraicas en vez de diferenciales. 

c. Ecuaciones de Euler modificadas 

Un problema importante en dinamica es el movimiento de un cuerpo rfgido con si- 
metria axial, como un trompo en rotacion o un giroscopio. Considere un cuerpo que 
tiene un eje de simetrfa de rotacion y establezca que uno de los ejes de coordenadas 
este inmerso en el cuerpo de modo que siempre coincida con el eje de simetrfa. Per- 
mita que los ejes de coordenadas roten con una velocidad angular diferente a la del 
cuerpo. Ya que solo uno de estos ultimos esta inmerso en el cuerpo, los ejes no son 
un marco anclado. Sin embargo, debido a la simetrfa del cuerpo, cada uno de los ejes 
de coordenadas siempre sera uno principal de inercia. 

Como una ilustracion, considere el trompo con simetrfa axial de la figura 19.10, 
donde z se selecciono como el eje de simetrfa. Se ve que, sin importar como gire el 


z 
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sistema de coordenadas, xyz siempre seran los ejes principales de inercia en el punto 
O si el eje z permanece inmerso en el cuerpo. 

Como antes, sean 11 = 11J + O v j + 1 I k la velocidad angular del marco de refe¬ 
renda xyz, y 00 = oj,i + ojj + oj.k la velocidad angular del cuerpo. Esas velocidades 
angulares difieren en la velocidad angular del cuerpo relativa al marco xyz. llamada 
velocidad de giro. El vector de velocidad de giro sera paralelo al eje que esta inmer¬ 
so en el cuerpo, es decir, el eje de simetrfa. Por ejemplo, si z es el eje de simetrfa del 
cuerpo, como en la figura 19.10, la velocidad de giro es oo, = oj,k. En consecuencia, 
oj, = fl x , ojy = il y , y to, = O- + co s . 

La ecuacion de movimiento del momento dada en la ecuacion (19.29) es 
/dh A \ 

EM A = I-I + x h A (19.29, repetida) 

V dt J lxyz 

Ya que xyz son los ejes principales, las componentes de la cantidad de movimiento 
angular del cuerpo respecto al punto de referenda A (punto fijo o centra de masa) 
son 


h x = I X C0 X hy = Iy (fly ll Z = LCO, 


(a) 


Entonces el producto cruz en la ecuacion (19.29) queda 


S2 x h j = 


1 

I.xO) x 


j k 

H y t f '' 

Iy OJ y ly (■ X 


(b) 


Al emplear las ecuaciones (a) y (b) y el hecho de que los momentos de inercia son 
independientes del tiempo, las componentes escalares de la ecuacion (19.29) son 


EM, = I X W X + I-£2yC0 Z — Iy£2 Z COy 

YjMy = IyCJy — I 0 )- + lx^:/’>X (19.34) 

EM : = I z co z + IyQ. x o) y — I x £2 y co x 


Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones de Euler modificadas. Observe 
que los momentos 2M V , lM y , y 'EM- estan referidos a los ejes xyz, que no representan 
un marco anclado. 


d. Una nota sobre la aceleracion angular 

Los terminos w„ <b y y oj que aparecen en las diversas ecuaciones de momento no 
son necesariamente las componentes del vector de aceleracion angular del cuerpo. 
Con el tin de clarificar este enunciado, primero considere el caso en que los ejes 
xyz son un marco anclado y entonces examine la situacion cuando el cuerpo gire en 
relacion con el marco xyz. 
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1. Los ejes xyz forman un marco anclado: 11 = to (ecuaciones de Euler). 

Recuerde que la derivada absoluta de un vector V es (dV/dt) = (dV/dt) /xyz 
+ to X V, donde to es la velocidad angular del marco xyz. Por tanto, la derivada 
absoluta del vector de velocidad angular to (es decir, la aceleracion angular) del 
cuerpo sera 


du) 

dt 



to x <0 = 



/xyz 


Este resultado significa que la derivada absoluta del vector de velocidad angular 
es identica a su derivada relativa al marco anclado. Se deduce que si to = co x i + 
a> y j + oj k. entonces 


to — co x \ + cbyj + &>-k 


que da 


(«)* = CO x (to) y = OOy (tb), = 0J Z (19-35) 


Por tanto, u>„ <b y y cb z son las componentes de la aceleracion angular to del cuer¬ 
po, una conclusion que puede ser muy util al aplicar las ecuaciones de Euler. 

2. El cuerpo gira en relacion con los ejes xyz: il # to (ecuaciones de Euler modi- 
ficadas). 

En este caso, el vector de aceleracion angular del cuerpo queda d(x>/dt = 
(doi/dt), X y, + fl X to, que puede escribirse en la forma 


(b — tb*-l -p tbyj -P cb~k -p 


n x 


COx 


j k 

COy co z 


Al desarrollar el determinante anterior e igualar componentes se obtiene 


(tb)x CO X -P (f2ytt>^ f2^tt>y) 

(to) y = COy (£ 2 x co z £ 2 z co x ') (19,3^) 

(to), = CO z + (f2 v Wy — SlyCDx) 


Aquf se ve que las componentes del vector de aceleracion angular to no son 
iguales a las derivadas temporales de oj„ w y y co z . 
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e. Movimiento en un piano 

Sean los ejes xyz un marco anclado con el eje z que permanece perpendicular a un 
piano fijo. En este caso, w = <uk y a> x = a> y = 0 y las ecuaciones de momento, ecua- 
ciones (19.32), quedan 


E Af A - I XZ (b Z -(- Iy Z CO z 

EM,, = -I yz co z - l xz co\ (19-37) 

YiM z — I z 6) z 


Si, ademas, z es un eje principal de inercia del cuerpo, esas ecuaciones se simplifican 
aun mas: 


EM, = 0 EM,, = 0 EM ; = I z w z ( 19 . 38 ) 


Estas son identicas a las ecuaciones de momento para el movimiento en un piano que 
se discutieron en el capftulo 17. 


f. Rotacion respecto a un eje fijo 

Las ecuaciones (19.37) y (19.38) tambien son, por supuesto, validas para el caso 
especial en que un cuerpo rota respecto a un eje que esta fijo en el espacio. Es ins¬ 
tructive considerar el caso de un cuerpo montado sobre un eje que se apoya en un 
cojinete en cada extremo. Haciendo que el eje coincida con el eje z, que se supone 
que esta fijo en el espacio y que el cuerpo rota con rapidez angular constante oj . Si 
los ejes anclados xyz no son ejes principales de inercia, las ecuaciones (19.37) dan 
(con 6) z = 0): 


E M x = I yz( o 2 z E M y = -I xz co 2 z EM ; =0 ( 19 . 39 ) 


En este caso, se observa que las reacciones en los dos cojinetes deben proporcionar 
los momentos EM, y EM,. Esas reacciones, que rotan con el marco de referenda 
xyz (es decir, con el cuerpo), se llaman reacciones dinamicas del cojinete, y se dice 
que el cuerpo esta dinamicamente desbalanceado. Como las reacciones dinamicas 
del cojinete son proporcionales al cuadrado de la rapidez angular, pueden alcanzar 
grandes magnitudes y causar severas vibraciones del cuerpo. Para balancear dinami¬ 
camente al cuerpo, los productos de inercia en la ecuacion (19.39) deben eliminarse. 
Es posible lograr esto al redistribuir la masa del cuerpo o agregarle masa en lugares 
apropiados. Un ejemplo comun del ultimo metodo es anadir pequenos pesos al borde 
de la ateda de un automovil para que realice “giros balanceados”. 



Problema de ejemplo 19.8 

La barra delgada uniforme AB en la figura (a) pesa 20 lb. Esta conectada al eje verti¬ 
cal OC mediante una rotula esferica en A. El ensamblado rota con velocidad angular 
constante co. respecto de OC, lo que causa que AB este inclinado 40° con la vertical. 
Determine m y la magnitud de la reaction en A. 

Solution 

En esta solution se usara el sistema de coordenadas xyz que se muestra en la figura 
(a). Este marco de referencia esta inmerso en la barra AB con el origen ubicado en 
el centra de masa G de la barra. Los ejes xyz son perpendiculares a la barra (el eje 
x esta en el piano CAB), mientras que y esta dirigido a lo largo de la barra. Por tanto 
los ejes de coordenadas son los ejes principales de la barra en G. 

En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo fibre de la barra, mostrando 
solo las fuerzas que actuan en el piano xy. Las unicas fuerzas que actuan sobre la 
barra son su peso de 20 lb y las reacciones de la rotula esferica en A (la componente 
A, es perpendicular a la pagina). 



(a) 




En la figura (c) se muestra la cinematica de la barra. Se observa que las compo- 
nentes del vector de velocidad angular de la barra son 

co x = m sen 40° = 0.6428m (o y = m cos 40° = 0.7660<y m z = 0 

Tambien se observa que la trayectoria de G es un crrculo horizontal de radio 
R = 0.5 + 1.5 sen 40° = 1.4642 pies. Por tanto, la aceleracion de G es a = Rco 2 = 
1.4642 co 2 , dirigida como se indica en la figura (c). 

Al referirse a las figuras (b) y (c), las ecuaciones del movimiento asociadas con 
la fuerza son 


If, = ma x +/ A x — W sen40°= — mRa> 2 cos 40° 

20 , 

A x - 20 sen 40° = - — (1.4642)« 2 cos 40° 

A x = 12.856 - 0.6967m 2 lb (a) 

_ 
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'EFy = ma y +\ A y — W cos 40° = mRco 2 sen 40° 

20 

A y - 20 cos 40° = -(1.4642)or sen 40° 

- v 32.2 

A y = 15.321 + 0.5846w 2 lb (b) 

E F z = ma z A, = 0 (c) 

Para las ecuaciones de momento del movimiento, se usan las de Euler en las 
ecuaciones (19.33). Los momentos principales de inercia en G son 

ml 1 20(3) 2 , 

1=1 = -=-= 0.4658 slug • pie 2 0 

z 12 32.2(12) S P y 

Como (b x = city = cb z — co z = 0 y debido a que no existen momentos que actuan res- 
pecto a los ejes x oy, entonces las primeras dos ecuaciones de Euler, 

SM.v = I x co x + co y a> z (I z - I y ) 

E My = IyCOy + W Z M X {1 X ~ F) 

son trivialmente satisfechas (cada una se reduce a 0 = 0). La tercera ecuacion de 
Euler es 


EM, = I z co z + co x co y (I y - I x ) 

-1.5A, = 0 + (0.6428cu)(0.7660&0(0 - 0.4658) 

A x = 0.15290&) 2 (d) 

La solucion de las ecuaciones (a) y (d) es A x = 2.31 lb y 

w = 3.89 rad/s Respuesta 

A1 sustituir este resultado en la ecuacion (b) y resolver para A,, resulta que A y = 24.17 
lb. Por tanto, la magnitud de la reaccion en A es 

A = JaI + A 2 y + A 2 z = 7(2.31)2 + (24.17) 2 + 0 = 24.3 lb Respuesta 


Problema de ejemplo 19.9 

La figura (a) muestra un cuerpo que esta formado por tres varillas uniformes solda- 
das, etiquetadas 1,2 y 3, cada una con la masa que se muestra. (Este cuerpo tambien 
se presento en el problema de ejemplo 19.5). Se apoya en cojinetes lisos en A y B\ 
solo el cojinete en A puede proporcionar un empuje axial. Un pequeno motor en A 
(que no se muestra) imprime al cuerpo una velocidad angular constante co 0 rad/s. 
Para la posicion que se muestra en la figura (a), determine: 1. el par de torsion 
T de salida; 2. las reacciones de los cojinetes en A y B, y 3. las reacciones dinamicas 
de los cojinetes (las causadas por la rotacion del cuerpo). 















Solution 

Parte 1 

El diagrama de cuerpo libre del cuerpo, que se muestra en la figura (b), presenta 
las reacciones de los cojinetes enAyB; el peso de cada varilla: Wj = 0.15(9.81) = 
1.472 N, W 2 = 0.18(9.81) = 1.766 N, W 3 = 0.48(9.81) = 4.709 N; y el par de tor¬ 
sion T de salida del motor requerido para mantener al cuerpo a una velocidad angular 
constante. El origen del marco de referencia xyz, que se supone rota con el cuerpo, 
esta unido a C, el punto medio de la varilla 3. 


z 



Ya que la rotacion ocurre respecto a un eje fijo, es posible utilizar las ecuaciones 
(19.39); sin embargo, primero deben convertirse, de rotacion respecto al eje z, que se 
acepto en su deduccion, a rotacion respecto al eje y. Esta conversion se realiza con 
la ayuda del siguiente diagrama. 


X 


z 



-Eje de rotacion 

z 



-Eje de rotacion 

y 


En este diagrama se observa que las ecuaciones (19.39) deben cambiarse al reempla- 
zar x por z, y por x,y z por y. Los resultados son 


EM,- = —IyzCOy £ My = 0 EM- = I xy o)y 
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Los productos de inercia respecto al punto C se calcularon en el problema de ejem- 
plo 19.5: I xy = 0.005 40 kg • m 2 e /,„ = —0.003 75 kg • m 2 . En consecuencia, al 
referirse al DCL en la figura (b) y emplear oj v = a> 0 , las ecuaciones del movimiento 
asociadas con el momento quedan 

EM V = -I yz a>l —A, (0.400) + B-(0.400) + 1.472(0.200) 

-1.766(0.200) = —(—0.003 75«g) (a) 

EM, =0 T + 1.766(0.150) = 0 (b) 

EM; = I X yU>l A x (0.400) - B x (0.400) = 0.00540a>5 (c) 

De la ecuacion (b), el par de torsion de salida del motor para la posicion que se 
muestra es 

T = -0.2649 N ■ m Respuesta 

Observe que la magnitud de este momento de torsion variara conforme cambie la 
posicion del cuerpo 

Parte 2 

Ahora se aplicara al cuerpo la ecuacion de fuerza del movimiento, 2F = ma, donde 
m es la masa del cuerpo y a es la aceleracion de su centra de masa. El vector de 
inercia del cuerpo es la suma de los vectores de inercia de las varillas individuales. 
El centra de masa de la varilla 1 se mueve con rapidez constante sobre un clrculo 
centrado sobre el eje y, entonces la aceleracion de su centra de masa consiste en la 
aceleracion normal a„ = r oj, 2 , es decir. a, = —0.125w, 2 k. De modo similar, para 
la varilla 2 se obtiene a 2 = — 0.150a>oi. El centra de masa de la varilla 3 es estacio- 
nario. Por tanto, el vector de inercia para el cuerpo queda 

m a = m \ a i + moSti 

= 0.15(—0.125®Q)k + 0.18(—0.150tt)o)i 

= (-0.018 75wo)k - (0.027 00&>5)i (d) 

Al utilizar esos resultados y el DCL en la figura (b), las ecuaciones del movimiento 
asociadas con la fuerza implican 

TF X = ma x A x + B x = -0.027 00«5 (e) 

Y.Fy = may A v = 0 Respuesta (f) 

£ F z = ma z A z + B. - 1.472 - 1.766 - 4.709 

= -0.018 75^ (g) 

Al resolver las ecuaciones (a) y (g) y las (c) y (e), las componentes x y z de las 
reacciones de cojinete en la figura (b) se encuentra que: 

A x = -0.00675 col N 
B x = —0.020 25tt>o N 

A, = -0.014 06wo + 3.900 N Respuesta 

B- = -0.004688^5 + 4.047 N 
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Parte 3 

Las componentes de las reacciones de los cojinetes solo se aplican cuando el cuerpo 
esta en la posicion dada. Sin embargo, se ve que los terminos con ojj son validos 
para todas las posiciones del cuerpo. Esos terminos, llamados reacciones dinamicas 
de los cojinetes, son causados por la rotacion del cuerpo. La figura (c) muestra las 
reacciones dinamicas de los cojinetes junto con los vectores de inercia para las ba- 
rras 1 y 2. Cada vector que se muestra en la figura (c) rota con los ejes xyz, es decir, 
con el cuerpo. 



Las que tambien se denominan reacciones estaticas de los cojinetes (los ter¬ 
minos que son independientes de a> 0 ) soportan el peso del cuerpo y no rotan con el 
sistema de coordenadas. Sin embargo, sus magnitudes varian conforme cambia la 
posicion del cuerpo. La reaccion total en un cojinete se encuentra al sumar las reac¬ 
ciones estaticas y dinamicas del cojinete. 


Problema de ejemplo lp.10 

La plataforma A rota respecto al eje vertical fijo con velocidad angular co 2 y acele- 
racion angular d> 2 . Al mismo tiempo, un motor interno (que no se muestra) gira el 
disco uniforme B respecto al eje horizontal, que esta montado de manera rigida en 
la plataforma, con velocidad angular oj y aceleracion angular oj,. Determine las 
componentes del par que el eje horizontal aplica al disco B. 


z 



Solution 

Este problema se resolvera utilizando dos marcos de referenda diferentes. Primero, 
los ejes xyz estan inmersos en el disco B (ecuaciones de Euler); y luego los ejes xyz 
estan inmersos en el eje horizontal, es decir, en la plataforma extendida (ecuaciones 
de Euler modificadas). 

























Metodo I: xyz rotacion con el disco 

Los ejes xyz que se muestran en la figura son ejes principales en el centra de masa 
del disco B. Si se supone que estos giran con el disco, constituyen un marco anclado, 
lo que significa que es posible usar las ecuaciones de Euler. 

Es conveniente escribir la velocidad angular to del disco B como: 

w = at i i + o >2 L (valida para todos los tiempos) (a) 

donde A es un vector unitario dirigido de manera perpendicular a la plataforma. Ya 
que la ecuacion (a) es valida para todos los tiempos, entonces puede derivarse, dan- 
do como resultado la aceleracion angular del disco B 

co = <i>ii + co\i + <02^ + co 2 A (b) 

Observe que A= 0. Ademas, en el instante que se muestra, se tiene que A = k, e i = 
to X i = (to ,i + co 2 k) X i = oj 2 j. Por tanto, la ecuacion (b) se convierte en 

cb = coii + co 2 k + CO 1 CO 2 J (en este instante) (c) 

Ya que los ejes xyz constituyen un marco anclado, entonces se tiene, de acuerdo con 
las ecuaciones (19.35), <b v = (tb) r , cb v = (tb) v , y cb. = (to).. De las ecuaciones (a) y 
(c) se tiene que las componentes de to y to que se van a sustituir en las ecuaciones 
de Euler son 


co x = (in 

C0 X = CO 1 

e 

V: 

II 

O 

cby = C0\O>2 

C0 Z = CO 2 

a> z = ®2 


A1 sustituir las ecuaciones (d) en las (19.33) y reconocer que I y = /. para el disco 
B, se obtienen los momentos que actiian sobre el disco respecto a su centra de masa 
(el origen del sistema de coordenadas). 

L M , — I x co x -j- co y co z (/. Iy ) — I x co\ 

EM V = lyCOy + U> Z C0 X (I X — /-) = / yU>\cx>2 + co i a»2 (A — 1 7) — I x u>\u>2 Respuesta 

L . V/. - l ~ f'J. -f- (O x (Oy ( /y i; ) I z 0)2 

Debido a que el unico soporte del disco B es el eje horizontal, esos momentos repre- 

sentan las componentes del par que dicho eje ejerce sobre el disco. El motor debe 
aplicar el momento respecto al eje x, mientras que los cojinetes que soportan el disco 
proporcionan los momentos respecto a los ejes y y z. Ya que los ejes de coordenadas 
rotan con el disco, las expresiones anteriores para los momentos son validas solo en 
la posicion que se muestra en la figura. 
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Metodo llrxyzrotacion con la plataforma 

Ya que el disco B gira respecto a su eje de simetrfa (el eje x), las ecuaciones de Euler 
modificadas son aplicables. Si se supone que los ejes xyz en la figura estan inmersos 
en la plataforma A, entonces la velocidad angular del marco de referenda es 


SI — 0 J 2 k (valida para todos los tiempos) (e) 


y la velocidad angular del disco B queda 


<o = a>\i + 0 ) 2 k (valida para todos los tiempos) (f) 


Las componentes de to, a saber oj, = oj,, oj v = 0, y w : = co 2 , son derivables ya que la 
ecuacion (f) es valida para todos los tiempos. Por tanto, las componentes de to, to, y 
fl que se sustituiran en las ecuaciones de Euler modificadas, las (19.34), son 


C0 X = ®1 

cb x = 0)1 


= 0 

COy = 0 

o 

II 

•3 

Sly 

= 0 

CO z = CO 2 

CO z = 0)2 

£ 2 - 

= CO 2 


A1 completar las sustituciones, las ecuaciones (19.34) resultan en 


EM, = I x 6) x + I~£ly( 0 Z — IySl-COy = I X CO 1 

EMy = IyCOy — LSI X C0 Z + f x ^ z ,(0 x = l x oj\Ojn Respuesta 

EM, = I Z CO Z + IySi x (Oy — I x Q.yO) X = L 0)2 


Por supuesto, estos momentos son identicos a los que ya se obtuvieron con el 
metodo 1. La diferencia es que las expresiones anteriores son validas para todos los 
tiempos, no solo para la posicion que se muestra en la figura. 
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Problem as 



Fig. P19.46 


Z 



Fig. P19.48, P19.49 


19.46 La barra delgada uniforme OA de masa m y longitud L esta unida al eje 
vertical por medio de una conexion tipo horquilla. El ensamblado rota respecto al 
eje con velocidad angular constante a>. Determine el angulo 6 entre OA y la vertical. 

19.47 La varilla delgada uniforme AIL que pesa 16 lb, esta soldada a un angulo 
60° respecto al punto medio del eje delgado CD. Obtenga las magnitudes de las reac- 
ciones dinamicas de los cojinetes en C y D cuando el ensamblado rota con velocidad 
angular constante u> = 6 rad/s. 



19.48 El disco delgado uniforme de masa m y radio R esta montado en O en el 
extremo de un eje vertical. El piano del disco esta inclinado un angulo [3 con la ho¬ 
rizontal. Encuentre las reacciones dinamicas que actuan sobre el disco en O cuando 
rota respecto al eje z con velocidad angular constante to,,. 

19*49 Repita el problema 19.48 suponiendo que una pequena masa m A = ml 16 
esta unida al borde del disco en A. 

19.50 La varilla uniforme AB de masa m esta rfgidamente unida al brazo OA. El 
ensamblado rota con velocidad angular a> respecto al eje vertical en O. Determine la 
magnitud del par, que el brazo OA ejerce sobre la varilla AB en A. 




Fig. P19.51 


19.51 El disco homogeneo de 24 kg esta montado sobre el eje AB con una ex- 
centricidad de 15 mm. Si el disco rota con rapidez angular de 20 rad/s, obtenga las 
magnitudes de las reacciones dinamicas de los cojinetes en A y B. 



















19 . 46 - 19-64 Problemas 525 


19.52 La manivela esta hecha de una varilla delgada uniforme de masa total de 
8 kg. Si la manivela rota respecto al eje y con rapidez angular constante <w = 
40 rad/s, encuentre las reacciones dinamicas de los cojinetes que actuan sobre la 
manivela en A y B. 



19.53 La placa delgada homogenea de 1.8 kg, doblada, rota libremente respecto al 
eje AS. El par C = —0.8k N • m se aplica a la placa cuando esta en reposo en la po¬ 
sicion que se muestra. Determine la aceleracion angular de la placa y las reacciones 
de los cojinetes enAyB inmediatamente despues de aplicar el par. 

19.54 La placa descrita en el problema 19.53 rota respecto al eje AS con velo- 
cidad angular constante to = 10k rad/s. Calcule las reacciones dinamicas de los 
cojinetes en A y B. 




19.55 La barra delgada uniforme CD de 3 lb esta rrgidamente unida al eje ABC. El 
ensamblado esta en reposo en la posicion que se muestra cuando la fuerza vertical de 
2 lb se aplica en D. Determine las reacciones de los cojinetes en A y B, y la acelera¬ 
cion angular del eje para esta posicion. Desprecie el peso del eje. 

19.56 La masa de 0.15 kg de la rueda se concentra principalmente en su borde 
delgado y uniforme de radio medio R = 80 mm. La rueda gira respecto al eje en O 
con rapidez angular constante oj i = 180 rad/s. Al mismo tiempo, la horquilla del 
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a>i z 




montaje rota respecto al eje z con rapidez angular constante u> 2 = 40 rad/s. Calcule 
el par que el eje aplica sobre la rueda. 

19-57 El disco uniforme de 18 lb gira respecto al eje AG con velocidad angular 
constante de 20 rad/s. El eje se apoya en una rotula esferica en A, y rota respecto al 
eje vertical con velocidad angular constante to,. Encuentre el valor de to, de modo 
que el eje permanezca horizontal durante el movimiento. Desprecie el peso del eje. 



19.58 La varilla delgada uniforme OA de masa m esta unida al eje vertical con una 
horquilla. Obtenga la velocidad angular constante co 0 del eje de manera que la varilla 
permanezca a un angulo constante [3 = 25° con la vertical. 

19.59 La posicion de la varilla delgada uniforme OA de 1.2 kg se controla me- 
diante dos pequenos motores electricos. Un motor en B rota el eje vertical con rapi¬ 
dez angular constante de 1.8 rad/s y un motor en O incrementa el angulo (3 entre OA 
y la vertical a razon constante df3ldt =1.5 rad/s. Calcule el par de torsion de salida 
de cada motor cuando la varilla este en la posicion (3 = 30°. Desprecie las masas de 
los motores. 



Fig. P19.59 


Fig. P19.60 


19.60 La varilla delgada homogenea AB de masa 20 kg esta conectada al eje verti¬ 
cal con una horquilla en A y al cable horizontal BC. Encuentre la tension en el cable 
cuando el ensamblado rota con velocidad angular constante to = 6 rad/s. 
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19>6l Una horquilla en A conecta la barra uniforme AB de masa m al brazo en 
forma de L. Conforme el brazo rota respecto al eje vertical, la barra AB mantiene un 
angulo de 45° con la vertical. Determine la velocidad angular to del brazo. Utilice 
L = 2 pies. 

19*62 El disco homogeneo de masa m rota respecto al eje en forma de L con rapi- 
dez angular <w, = 2w 0 relativa a dicho eje. Y este a su vez rota respecto al eje vertical 
en A con rapidez angular co 2 = w 0 . Obtenga el sistema fuerza-par que representa la 
reaction dinamica del cojinete en A. Desprecie la masa del eje en forma de L. 

19.63 La varilla delgada uniforme PQ de 16 kg gira respecto al eje BD con rapi¬ 
dez angular constante 0 = 12 rad/s. Al mismo tiempo, el soporte AB rota respecto al 
eje vertical AD a razon constante de 4 rad/s. Pequenos motores electricos (que no se 
muestran) mantienen las velocidades angulares en A y D. Calcule el par de torsion 
que cada motor debe desarrollar como una funcion del angulo 0. Desprecie las masas 
del soporte y los motores. 



Fig. P19.61 



Fig. P19.63 


z 




19.64 El disco uniforme de radio R = 6 pulg y peso W = 12 lb esta unido al eje 
doblado OAB de peso despreciable. El eje esta unido a otro vertical con una horqui¬ 
lla en O. Suponga que el eje OAB rota libremente respecto al eje z con velocidad 
angular constante to, = 6 rad/s y que el disco rueda sin deslizarse, obtenga la fuerza 
vertical que la superficie horizontal ejerce sobre la rueda. 


Movimiento de un cuerpo con simetrfa axial 


En este apartado se analiza el movimiento de los cuerpos con simetrfa axial, que in- 
cluye aplicaciones importantes, como giroscopios, satelites y proyectiles. Las ecua- 
ciones del movimiento que se usan aquf son las de Euler modificadas, pero estas se 
reformularan al anadir nuevas variables cinematicas conocidas como angulos de 
Euler. 


*19.6 
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a. Angulos de Euler y velocidad angular 

Recuerde que en las ecuaciones de Euler modificadas, la rotacion de un cuerpo tiene 
dos componentes: 1. el giro del cuerpo relativo a un marco de referenda xyz, y 2. la 
rotacion de los ejes xyz relativa a un sistema de coordenadas XYZ fijo. Si el cuerpo 
tiene simetrfa axial, es conveniente oriental - los ejes xyz en una forma especial, como 
se describe a continuacion y se ilustra en la figura 19.11(a). 

• El eje z se elige como el eje de simetrfa del cuerpo. A1 eje Z (su direccion puede 
seleccionarse arbitrariamente) se le conoce como la recta invariable. El angulo 
6 entre los ejes Z y z recibe el nombre de angulo de nutacion. 

• El eje x, llamado recta nodal, se orienta de manera que siempre este en el piano 
XY. A1 angulo <b entre los ejes X y x se conoce como angulo de precesion. 



(a) Orientacion del marco de referenda xyz. 

Las direcciones de (|) y 0 que se muestran son positivas. 


(b) Giro del cuerpo relativo al marco 
de referenda xyz. La direccion de 
tj/que se muestra es positiva. 


Fig. 19.11 


A los vectores de velocidad angular 0 y 4» que se muestran en la figura 19.11 (a) 
se les llama razones de nutacion y precesion, respectivamente. 

El eje z esta inmerso en el cuerpo, entonces la rotacion del cuerpo relativa al 
marco xyz esta confinada a una rotacion o un giro, respecto al eje z. En la figura 
19.11(b) se muestra la razon de esta rotacion, llamada velocidad de giro y que se de- 
nota con ij/. El angulo de giro ifi (que no se muestra) puede medirse desde cualquier 
referenda conveniente. Los angulos r/j, f) y ifi. que se denominan angulos de Euler, 
son variables cinematicas bastante utiles en la descripcion del movimiento de un 
cuerpo con simetrfa axial. 

Antes de proceder es preciso reiterar que los ejes xyz que se muestran en la 
figura 19.11 no son un marco anclado, ya que al cuerpo se le permite girar respecto 
al eje z. En la figura 19.11(a) se observa que la velocidad angular del marco de re¬ 
ferenda xyz es 


a = (j) + e (19.40) 

El cuerpo gira a una razon ill relativa al marco xyz, entonces su velocidad angu¬ 
lar es oj = II 4 tji, es decir 


G) = <j) + 0 + ijr 


(19.41) 
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A1 utilizar la figura 19.11 se deduce que las componentes de il y to relativas a 
los ejes xyz son 


= 0 ci> r = 0 


£2,, = 0 sen 0 a\ = <p sen 0 

£2, = 0 cos 0 co z = <p cos 0 + 1 Jr 


(19.42) 


b. Ecuaciones de momento para el movimiento 

Debido a que z es un eje de simetria para el cuerpo, se tiene que I xy = I yz = I a = 0 e 
I x = I y . De ahora en adelante se utilizara la siguiente notacion: 

h =I y = l ( 19 - 43 ) 

A1 sustituir las ecuaciones (19.42) y (19.43) en las ecuaciones de Euler modifi- 
cadas (19.34), se obtiene 


EM ( = 10 + (I z — 7)0 2 sen0 cos0 + I. <pijs sen 9 
EM, = 70 sen0 + 2/00 cos 0 — I z 0(0 + 0 cos0) 
EM ; = 7 ; (0 + 0 cos 0 — 00 sen0) 
d ■ 

= L — (0 + 0cos0) 

'at 


(19.44) 


Algunas veces es conveniente emplear las siguientes ecuaciones, que se obtienen al 
sustituir w z = 0 cos 0 + 0 de las ecuaciones (19.42) en las (19.44). 

YiM x = 70 + 7,(W;0sen0 — 70 2 sen 0 cos 0 

EM, = 70 sen0 + 2700 cos0 — I z Oca (i9-45) 

EM; = 7; f.'J; 

Cuando utilice las ecuaciones (19.44) o (19.45), recuerde del apartado 19.5 que las 
ecuaciones de Euler modificadas son validas solo si el origen de los ejes xyz se localiza 
en el centro de masa del cuerpo, o en un puntofijo (fijo en el cuerpo y en el espacio). 

c. Precesion permanente 

Al movimiento especial que aparece cuando 0, 0 y 0 son constantes se le llama 
precesion permanente. En este caso, las ecuaciones (19.44) se simplifican de manera 
considerable: 

EM, = (7; — 7)0 2 sen0 cos0 + I z <pij/ sen0 

EM, =0 EM; = 0 ( 19 . 46 ) 


mientras que las ecuaciones (19.45) equivalentes se reducen a 


EM, = 7;<W;0 sen0 — /0 2 sen0cos0 
E My = 0 EM; = 0 


( 19 . 47 ) 
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Fig. 19.12 


z 



Fig. 19.13 


De las ecuaciones (19.46) o (19.47) se observa que para que un cuerpo experimente 
precesion permanente debe estar sometido a fuerzas que aporten un momento cons- 
tante respecto al eje x (la recta nodal) y sin que actuen momentos respecto a los otros 
dos ejes. Por tanto, la direccion del vector de momento debe ser perpendicular al eje 
de precesion (Z) y al eje de giro (z). 

Un caso especial interesante de precesion permanente ocurre cuando el eje de 
precesion (Z) es perpendicular al de giro (z), como se muestra en la figura 19.12. Al 
establecer que 9 = 90° en la primera de las ecuaciones (19.46), se encuentra que el 
momento requerido para mantener la precesion permanente es 

EM, = iM ( 19 . 48 ) 

d. Movimiento sin momento de torsion 

Si el momento resultante de las fuerzas externas es cero respecto al centra de masa, 
entonces se dice que el cuerpo efectua un movimiento sin momentos de torsion. 
A si. el movimiento sin momento de torsion se caracteriza por ZM C =dh ( ,/dt = 0, 
de donde se concluye que la cantidad de movimiento angular del cuerpo respecto 
a su centra de masa G permanece constante en magnitud y direccion. Ejemplos de 
movimiento sin momento de torsion son los proyectiles (despreciando la resistencia 
del aire) y los vehfculos espaciales no propulsados. 

La figura 19.13 muestra un proyectil con simetrfa axial en vuelo libre. Por con- 
veniencia matematica se acostumbra elegir el eje Z fijo en la direccion de h G . El 
sistema de coordenadas xyz esta unido a G, siendo z el eje de simetrfa del cuerpo. De 
acuerdo con la figura 19.11, el eje x es perpendicular al piano formado por los ejes 
Z y z. No obstante que el eje z esta inmerso en el cuerpo, es importante recordar que 
los ejes xyz no constituyen un marco anclado, porque el cuerpo no puede rotar (girar) 
respecto al eje z relativo al marco xyz. 

Como se muestra en la figura 19.13, se establece que [3 sea el angulo entre el 
vector de velocidad angular to del cuerpo y el eje z. El angulo 0 entre los ejes Z y z 
es el angulo de Euler definido en la figura 19.11. Asf, las componentes de h G respecto 
a los ejes xyz son 

h x — 0 h y = h G sent! h z — h G cosff ( 19 . 49 ) 

Debido a la simetrfa, xyz son ejes principales de inercia del proyectil en G. Al 
utilizar la notation /, = I y = /, las componentes de h G toman la forma [vease la 
ecuacion (19.18)]: 


h x = Ico x h y = Iw y h z = I z w z ( 19 . 50 ) 

Al comparar las ecuaciones (19.49) y (19.50) se concluye que 

h G sen# h G cos6 

co x = 0 co y = -=- (jo z = -=- ( 19 . 51 ) 

I tz 

Ya que a> x = 0 de acuerdo con la ecuacion (19.42), se concluye que 9 permanece 
constante, lo que indica que el movimiento es una precesion permanente respecto 
al eje Z. 

Es posible deducir una relacion util entre los angulos 0 y [3 a I observar que (vea¬ 
se la figura 19.13) tan (3 = a> y /a> z . Al usar las ecuaciones (19.51), se obtiene 


a>y h G sen 9!I 

tan f3 = — = -— 

a> z h G cos 6/I z 


I z 

-dr tanff 

/ 
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tan 0 = — tan 1 
X 


donde X = — 


( 19 - 52 ) 


A1 utilizar la ecuacion (19.52) se obtienen las siguientes relaciones entre la ve- 
locidad angular y las rapideces de giro y precesion (para la deduccion. vease el 
problema de ejemplo 19.11): 


0 = o)(l — X ) cos/1 (19.53a) 

0 = ft) COS + tan 2 p (19.53b) 

X \ j / = (1 — X)<p cos 0 (19.53c) 

Se acostumbra distinguir entre los casos de precesion permanente, dependiendo 
de si A en la ecuacion (19.52) es mayor o menor que uno. 

Caso l: Precesion directa (regular): A < 1. 

Para A < 1, de la ecuacion (19.52) resulta que I >/., que corresponde al caso 
de un cuerpo alargado como el cohete que se muestra en la figura 19.14. 
En la ecuacion (19.52) se observa que 0 > (3, lo que indica que el vector 
de velocidad angular co esta dentro del angulo formado por los ejes Z y 
z positivos, como se muestra en la figura 19.14(a). Observe que la proyec- 
cion de tjt sobre 4» esta en la misma direccion que <(>, que es una caracte- 
rfstica de la precesion directa. El sistema de vectores que se muestra en la 
figura 19.14(a) hace un movimiento de precesion con velocidad constante 
<f> respecto al eje Z, mientras que la velocidad angular to traza un cono en el 
espacio, siendo Z el eje del cono. 


Z 




(a) Precesion directa (0 >/?) (b) 

Fig. 19.14 

Es posible representar este movimiento con el modelo geometrico de 
la figura 19.14(b), que consta de dos conos circulares rectos. El cono ancla- 
do esta fijo en el cuerpo y su eje coincide con el de simetria del cuerpo (eje 
z). El cono espacial es estacionario, siendo Z su eje. La velocidad angular to 
esta sobre la recta de contacto entre los dos conos. Ya que el eje instantaneo 
de rotacion es el lugar geometrico de puntos que tienen velocidad cero, 
se ve que el cono anclado rueda sin deslizarse sobre el exterior del cono 
espacial. 
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Por tanto, el eje z y la velocidad angular to tienen movimiento de precesion 
respecto al eje Z a razon cf> y el cono anclado gira respecto al eje z a razon 
\j). Por comparacion directa de las partes (a) y (b) de la figura 19.14, se con- 
cluye que los movimientos del cono anclado y del cuerpo fr'sico (es decir, el 
cohete) son identicos. 

Caso 2 : Precesion retrograda: X > 1. 

Si X > 1, a partir de la ecuacion (19.52) se observa que I < 1 „ que serra el 
caso de un cuerpo achatado, como el vehr'culo espacial que orbita en la fi¬ 
gura 19.15. Como X > 1 implica que 0 < (3, el vector de velocidad angular to 
esta fuera del angulo formado por los ejes Zy z positivos, como se muestra 
en la figura 19.15(a). Tambien se tiene que la direccion de la proyeccion de 
sobre es opuesta a la direccion de tj). En la figura 19.15(b), el modelo 
conico para la precesion retrograda muestra que el cono espacial esta sobre 
el interior del cono anclado. 



(a) Precesion retrograda (8 < (3) (b) 


Fig. 19.15 


Para un cuerpo cuyos tres momentos principales de inercia son iguales a /, es 
decir, para X = 1 (como es el caso de una esfera uniforme), se ve en las ecuaciones 
(19.18) que h G = /to. Por tanto, una vez que se ha lanzado con una rotacion inicial 
respecto a un eje dado, el cuerpo simplemente continua rotando respecto a ese eje 
con velocidad angular constante. 

e. Giroscopios 

Un giroscopio consta de un rotor, o disco, con simetrra axial montado de tal forma 
que es libre de girar respecto a su eje de simetrra. La figura 19.16 muestra un giros¬ 
copio montado sobre la llamada suspension Cardan, un diseno que se utiliza mucho 
para los sistemas de gufa inercial, giroestabilizadores, etcetera. Los elementos de 
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esta suspension son los siguientes: el rotor de masa m, que gira respecto al eje AB, 
que a su vez esta fijo en la suspension interna, o anillo interno, que rota con libertad 
en relacion con el eje CD respecto a la suspension externa, y la suspension externa, 
que puede rotar respecto al eje Z. La figura 19.16 tambien indica la manera en que 
las orientaciones de las suspensiones corresponden a los angulos de Euler <l> y f), y 
a la velocidad de giro ip del rotor. Suponiendo que el eje Z tiene una orientacion fija 
en el espacio, el rotor tiene tres grados de libertad de rotacion y puede, por tanto, 
asumir todas las posiciones angulares posibles. De interes particular es el hecho de 
que los tres ejes de rotacion se intersecan en el centra de masa G del rotor. En con- 
secuencia, el movimiento del rotor es sin momento de torsion si todos los cojinetes 
tienen friccion despreciable y no hay fuerzas externas aplicadas a las suspensiones. 

Si el rotor en otro giroscopio estacionario se hace rotar respecto al eje z, su 
cantidad de movimiento angular inicial h G tambien estara dirigida sobre el eje z. 
Como el movimiento es sin momento de torsion, la direccion de ese eje permanecera 
fija (ZM g = dh c Jdt = 0). La capacidad del rotor de un giroscopio para mantener 
una direccion fija sirve como el principio de operation en muchos instrumentos de 
navegacion. 

Una fuerza aplicada a una de las suspensiones puede producir un momento 
respecto al centra de masa del rotor. En este caso, este ultimo experimental una 
precesion permanente si hubiese condiciones iniciales convenientes. La direccion 
de la precesion puede deducirse de 2M G = dh G /dt, donde ZM g es el momento de la 
fuerza aplicada respecto al centra de masa G. 
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Problema de ejemplo 19.11 

La figura (a) muestra un cuerpo con simetrfa axial (el eje z es el eje de simetrfa) 
que efectua un movimiento sin momento de torsion. El eje Z fijo se elige para que 
coincida en la direccion de h c , la cantidad de movimiento angular respecto al centra 
de masa G. El vector de velocidad angular m esta inclinado un angulo [3 respecto al 
eje z. 

1. Sea X = /-//, deduzca las ecuaciones (19.53a-c): 


i jr — co{\ — 1) cos p 
<p — w cos Py/X 2 + tan 2 
X\p = (1 — X)cf>cos6 


(a) 

(b) 

(c) 


donde ip y <f> son las razones de giro y precesion, respectivamente y 8 es el angulo de 
Euler que se muestra en la figura (a). 

2. Dibuje los conos anclado y espacial, y calcule las razones de giro y prece¬ 
sion para un satelite dado que X = 1.8, co = 1.2 rad/s y [3 = 25°. Repita el procedi- 
miento para un cohete para el cual X = 0.2, w = 0.8 rad/s y j3 = 15°. 

Solution 

Parte 1 

Al aplicar la ley de los senos al diagrama de velocidad que se muestra en la figura 
(b), se obtiene 


i j/ 


co 


que conduce a 


sen(6* — P) sen(7r — 6) 


sen 9 cos ft — cos 9 sen f3 

xj/ = co -= co I cos p 

sen0 


sen p' 
tanf? 


Al sustituir tan 6 = (1/X) tan /3 [vease la ecuacion (19.52)], resulta 


= co( 1 — X) cos y 


xjr = co I cos 


(1/A.) tan p 


que concuerda con la ecuacion (a). 

Al aplicar la ley de los senos a la figura (b) tambien resulta 


<P 


co 


sen/3 sen (n — 9) 


cp — co 


sen p 
sent? 


(d) 


Utilizando, como antes, la relacion tan 0 = (1/X) tan y8, sen 9 puede escribirse como 
tan 9 (1/A) tan p tan p 


sent? = 


V 1 + tan 2 9 y/l + [(l/X)tan/8] 2 y/X 2 + tan 2 p 


(e) 





























A1 sustituir la ecuacion (e) en la (d) queda 


0 — co sen p 


y/x 2 + tan 2 


tan i 




tan- 


que concuerda con la ecuacion (b). 

Dividiendo la ecuacion (a) entre la (b), se obtiene 

ijf co( 1 — A) cos/I 1— X 

<j> co cos fiyjx 2 + tan 2 /3 \/A 2 + X 2 tan 2 9 

1 — X (1 — X) cos# 

X sec 9 X 


o 

Ai Jr = (1 — A)0 cos 9 


que es identica a la ecuacion (c). 

Parte 2 

El angulo 6 de Euler entre el eje Z fijo y el eje de simetrfa se determina con las ecua- 
ciones (19.52) y (19.53). Pueden utilizarse las ecuaciones (a) y (b) para calcular la 
velocidad de giro >p y la razon de movimiento de precesion (b. Cuando los parametros 
que se han dado para el satelite y el cohete se sustituyen en esas ecuaciones, los re- 
sultados son los siguientes. 

Para el satelite: 

9 = tan -1 [(1/A.) tan/J] = tan" 1 [(1/1.8) tan 25°] = 14.52° 
if = cu(l — A.) cos p = 1.2(1 - 1.8) cos 25° = -0.870 rad/s 
0 = co cos fiy/X 2 + tan 2 fb 
= 1.2cos 25°V(l-8) 2 + tan 2 25° = 2.022 rad/s 


Para el cohete: 

9 = tan -1 [(1/A) tan /l] = tan" 1 [(1/0.2) tan 15°] = 53.26° 
ir = co( 1 — A) cos ft = 0.8(1 — 0.2) cos 15° = 0.618 rad/s 
0 = co cos fiy/X 2 + tan 2 p 
= 0.8 cos 15°V(0.2) 2 + tan 2 15° = 0.258 rad/s 
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Los conos espacial y anclado para el satelite y el cohete se muestran en las figu- 
ras (c) y (d), respectivamente. Observe que el satelite realiza la precesion retrograda 
(ijj es negativa), mientras que la precesion del cohete es directa (ij> es positiva). 








Problema de ejemplo 19-12 

La figura (a) muestra una esfera uniforme de radio R y masa m que esta soldada 
a la varilla AB de longitud L (es posible despreciar la masa de AB). La horquilla 
en B conecta la varilla al eje vertical BC. A1 principio el ensamblado rota respecto a 
la vertical con velocidad angular a>, y la esfera descansa contra el eje. Si se supone 
que u> se incrementa de manera gradual, determine la velocidad angular crftica w cr 
con la que se pierde el contacto entre la esfera y la varilla. Desprecie la friccion. 


Solution 

En la figura (b), se muestra el diagrama de cuerpo libre de la esfera y la varilla, dibu- 
jados en el instante en que el ensamblado rota a w = oj a . Se supone que los ejes xyz 
estan unidos a la varilla AB con el origen en B (el eje x sale de la pagina). Ademas 
del peso mg de la esfera, el DCL tambien contiene las reacciones que la horquilla 
genera en B: la fuerza del perno B y las dos componentes de momento M y y M (M x 
= 0 ya que el perno de la horquilla no tiene friccion). Si la velocidad angular fuera 
menor que la velocidad angular crftica, el DCL tambien tendrfa la fuerza normal N 
que el eje vertical ejerce sobre la esfera. Sin embargo, cuando co = <w cr , entonces 
N = 0. 

Es conveniente elegir el eje Z en la direction del eje vertical, como se indica 
en la figura (b). En ella tambien se muestra el angulo 0 de Euler, definido como el 
angulo entre los ejes Zy z. Cuando la esfera pierde contacto con el eje vertical, su 
movimiento consiste en una rotation respecto al eje Z a la razon oj cr . La velocidad 
de giro es cero, porque la esfera no puede rotar respecto a la varilla AB. Por tanto, 
el movimiento de la esfera se describe como una precesion permanente sin giro; 


















en otras palabras, cf> = a> CI , iji = 6 = 0. Como resultado, la ecuacion de la precesion 
permanente, la (19.46), queda 

EM, = (/, — /)®er Sen ^ C0S ^ (a) 

Las propiedades inerciales de la esfera respecto al punto B son 

2 2 
/. = -wM 2 y I = I y = -mK 2 + m(L + R) 2 

de donde se obtiene 


I z — I = —m(L + R) 2 (b) 

Refiriendose a la figura (b) se encuentra que el momento de las fuerzas externas (el 
peso) respecto al eje x es 


EM, = mgR 

De la misma figura tambien se deduce que 


y 


sent? = sen(7r — 9) = 


R 

L + R 


cos 9 = — cos(7r — 9) = 


y/(L + R) 2 - R 2 
L + R 


(c) 

(d) 


(e) 


Al sustituir las ecuaciones de la (b) a la (e) en la ecuacion (a) y resolver para la ve- 
locidad angular crftica, se obtiene 


Z 



sfg 

y/{L + R) 2 - R 2 


Respuesta 


19A3 

La figura (a) muestra el mismo ensamblado que se describio en el problema de 
ejemplo 19.12. El ensamblado inicialmente esta estacionario con la esfera apoyada 
contra el eje BC. Entonces se activa un motor en C que imprime al eje una acele- 
racion angular constante a (la velocidad angular resultante del eje es oj = at). Sea 
t 0 el tiempo en que la esfera pierde contacto con el eje: 1. deduzca la ecuacion de 
movimiento para la esfera en terminos del angulo [3 para el periodo t > t„ y establezca 
las condiciones iniciales, y 2. resuelva las ecuaciones numericamente para el inter- 
valo de tiempo t = t 0 a t = t 0 + 2sy trace la grafica de (3 contra t. Utilice m = l kg, 
L = R = 60 mm y a = 5.5 rad/ s 2 . 

Solution 

Parte 1 

En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo fibre (DCL) de la unidad rfgida 
que contiene a la esfera y a la varilla AB. Se supone que los ejes xyz estan unidos a la 
varilla AB con el origen en B (el eje x sale de la pagina). Este DCL muestra el peso de 
la esfera y las reacciones en B: la fuerza B del perno y las componentes de momento 



























z 



(b) DCL (el eje x sale de la pagina) 


M y y M z (el perno de la horquilla no aporta una componente de momento respecto al 
eje x). Se supone que el eje Z fijo esta en la direccion del eje vertical como se muestra 
en la figura (b), siendo 6 el angulo de Euler entre los ejes Zyz. Como la esfera y la 
varilla AB rotan como una unidad rfgida, la velocidad de giro i jj es cero. Ademas, al 
comparar las figures (a) y (b) con la figura 19.11, se encuentra que la velocidad de 
precesion es <f> = co = at. 

La ecuacion de Euler modificada que rige a [3 es la primera de las ecuaciones 
(19.44) (las otras dos podrfan usarse para determinar M,, y M). 

EMj = 19 + (I z — I)<p 2 sent? cos 9 + I z 4>if sent? (a) 

Si se utiliza L = R y 9 = n — /3, los diferentes terminos en la ecuacion (a) quedan 


EM a . = 2 mgR sen /f (del DCL) 

2 2 
/, = -mR 2 
z 5 


2 22 
I = I y = =■mR 2 + m (R + R ) 2 = 


9 = — fi <p = at i{r = 0 


Al sustituir esas expresiones en la ecuacion (a) se obtiene 


2 mgR sen fi — —mR 2 (—fi) + (—4 mR 2 )(at) 2 sen/J(— cos /3) + 0 
la cual, al eliminar la masa m y reacomodar terminos, se reduce a 


= — a 2 r 2 sen ^ cos jd - —|sen^ (b) 

11 ZZK 

Cuando los valores numericos a = 5.5 rad/s 2 , g = 9.81 m/s 2 y R = 0.060 m se sus- 
tituyen en la ecuacion (b), resulta la ecuacion de movimiento 

ft = 27.50 1 2 sen ft cos (3 — 74.32 sen fi (para t > to) Respuesta (c) 

A partir de la solucion del problema de ejemplo 19.12 se sabe que co m la veloci¬ 
dad angular crftica en la que se pierde contacto entre la esfera y el eje vertical, es 

yg V9^i 

(o cr = . = . - 

j?(L + R) 2 - R 2 y(0.120) 2 - (0.060) 2 

= 9.716 rad/s 

En consecuencia, el tiempo en el que se pierde contacto es t 0 = wja = 9.716/5.5 = 
1.7665 s. El valor inicial de /3 (cuando la esfera toca al eje vertical) es /3 0 = tan '[R! 
(L + R)] = tan '(R/2R) = tan ’(1/2) = 30° = 0.5236 rad. Portanto, las condiciones 
iniciales son 


to = 1.7665 s p 0 — 0.5236 rad fio = 0 Respuesta (d) 
















Parte 2 

Las ecuaciones de primer orden equivalentes y las condiciones iniciales son (con 
x, = p y x 2 = /3) 


xi=x 2 jci(1.7665) = 0.5236 

X 2 = 27.50? 2 sen ft cos — 74.32 sen fl *2(1.7665) = 0 


El programa MATLAB que genero la grafica en la figura (c) es: 


function examplel9_13 

[t,x] = ode45(@f,[1.7665:0.01:3.7665],[0.5236 0]) ; 
axes('fontsize',14) 

plot(t,x(:,l)*180/pi,'linewidth',1.5) 
grid on 

xlabel('time (s)'); ylabelf'beta (deg)') 
function dxdt = f(t,x) 
s = sin(x(l)); c = cos(x(1)); 
dxdt =[x(2); 27.5*t"2*s*c - 74.32*s]; 
end 

end 



(c) 


Refiriendose a la figura (c) se observa que fi esta formada de dos partes: un valor 
promedio que se incrementa con el tiempo y las oscilaciones respecto al valor prome- 
dio. Conforme la rapidez angular a> del eje aumenta, se espera que el valor promedio 
de (3 se aproxime a 90° y que la amplitud de las oscilaciones disminuya (debido al 
incremento de la fuerza centnfuga sobre la esfera). Estas tendencias se observan en 
la figura (c). 


539 















540 CAPfTULO 19 Dinamica de un cuerpo rfgido en tres dimensiones 


Problem as 


z 



Fig. P19.65 



19.65 El cilindro homogeneo se lanza al espacio con velocidad de giro u>. En- 
cuentre el cociente h/R de manera que no ocurra precesion. 

19*66 El disco uniforme de 5 lb rota respecto al eje OA que esta unido a un eje 
vertical mediante una horquilla. Si el disco rueda sin deslizarse sobre la superficie 
horizontal con rapidez angular de 20 rad/s, determine la reaction vertical entre el 
disco y la superficie horizontal. Observe que la trayectoria del disco es un circulo 
con radio de 8 pies que esta centrado en O. Desprecie el peso del eje OA. 



19.67 El disco homogeneo de 25 kg gira respecto al eje AB a 40 rad/s. Al mismo 
tiempo, el eje rota respecto a la vertical en O a 2 rad/s. Obtenga la masa m del con- 
trapeso en B que mantendra al eje horizontal. Desprecie la masa del eje. 


\ I 
yj 
\ 1 
yyi 



19*68 Se observa que el eje del aro delgado hace un movimiento de precesion a 
razon <l> = 10 rad/s, siendo 5° el angulo de precesion respecto al eje Z. Determine el 
vector de velocidad de giro y el vector de velocidad angular del aro. 

19.69 El aeroplano vuela a 600 mi/h sobre la trayectoria circular de 2 mi de radio. 
El rotor del motor del jet pesa 500 lb y tiene un radio de giro de 1.2 pies respecto a 
su eje. El rotor gira a 15 X 10 1 rev/min con su vector de velocidad angular paralelo 
a la velocidad del avion. Calcule el momento giroscopico que actua sobre el rotor. 



Fig. P19.69 
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19.70 Los dos discos delgados uniformes, cada uno de radio R y masa m, estan 
unidos de manera rigida por medio de un eje de longitud L y masa despreciable. 
Cuando el ensamblado gira libremente en el mango en O con velocidad angular cf> = 
3 rad/s, se observa que realiza un movimiento de precesion respecto al eje vertical 
con la razon <f> = 2 rad/s y 0 = 32°. Encuentre el cociente UR. 

19.71 El cilindro homogeneo de masa m. radio R y longitud R gira con velocidad 
angular w, relativa a su eje, que esta inclinado un angulo 9 con la vertical. El eje rota 
en el cojinete en B con velocidad angular co 2 . Determine el cociente (0,/oR de manera 
que no exista momento sobre el cilindro ejercido por el eje. Observe que el centra 
de masa G del cilindro esta directamente arriba de O y suponga que 0 ^ 0 y oj 2 ^ 0. 




Fig. P19.72 


19.72 El peso del disco delgado uniforme es 8 lb y su radio es R = 4 pulg. La 
varilla ligera AB esta rrgidamente unida al disco en A y conectada mediante una 
horquilla al eje vertical BC. El ensamblado completo rota respecto a la vertical con 
velocidad angular constante a> = 4 rad/s. Calcule la fuerza normal que actua entre 
el disco y el eje en C. 


*-*1973 El cono homogeneo de 2 kg de radio R = 62.5 mm y altura H = 125 mm 
esta unido al eje vertical mediante una horquilla. El sistema esta en reposo, excepto 
por una muy pequena oscilacion del cono respecto a la horquilla, cuando el eje em- 
pieza a rotar con aceleracion angular constante a = 10 rad/s 2 (la velocidad angular 
correspondiente es <w = at), (a) Demuestre que la ecuacion de movimiento para el 
angulo /3 es 


P = 88.24r 2 sen /3 cos — 92.33 sen fi rad/s 2 

y establezca las condiciones iniciales (no desprecie la pequena oscilacion inicial del 
cono). (b) Integre la ecuacion de movimiento def = 0af = 3s. Utilice los resultados 
para obtener el tiempo en que el cono llega a la posicion (3 = n!2. (c) Trace la grafica 
/3 contra t para el periodo de integracion. (d) ^Que ocurriria a la solucion numerica 
si se despreciara el pequeno movimiento inicial del cono? 

*-*19-74 La varilla delgada AB de masa m y longitud L esta anclada en O a la hor¬ 
quilla unida al eje vertical. Es posible despreciar las masas de la horquilla y del eje. 
La cuerda mantiene a la varilla AB a un angulo 9 = 30° con la vertical. El eje rota 


Z 


























542 CAPITULO 19 Dinamica de un cuerpo rigido en tres dimensiones 


z 



Fig. P19.76-P19.78 


libremente con velocidad angular 4> = 200 rad/s cuando la cuerda se corta subita- 
mente. (a) Pruebe que las ecuaciones que rigen el movimiento de la varilla despues 
del corte son 


9 = <p 2 sen 9 cos 9 y 4> = — 200 cot 0 

y establezca las condiciones iniciales. (b) Integre las ecuaciones del movimiento 
numericamente para un periodo durante el cual la varilla realice al menos dos osci- 
laciones completas respecto al perno. De la solucion numerica, encuentre el periodo 
de oscilacion de la varilla, y el rango de valores de 0 y <f>. (c) Trace la grafica de 9 y 
c f> contra el tiempo en el periodo de integracion. 

19-75 El cilindro homogeneo de 420 lb gira respecto a su eje AB con rapidez 
angular constante de 200 rad/s. Al mismo tiempo, la mesa de montaje rota respecto 
el eje vertical Z a razon constante de 1.0 rad/s. Determine las reacciones de los co- 
jinetes enAyB. 



19.76 Los momentos de inercia del trompo respecto a los ejes que pasan por O 
son I, e I. El peso del trompo es W y d es la distancia entre el centro de masa Gy O. 
Demuestre que el trompo puede tener una precesion permanente en un angulo dado 
0 A 0 solo cuando w z > donde co z > (co z ) CI , donde (a> z ) CI = (2 H z )\/lWd cos 9. 
[Nota: se dice que el trompo tiene giro estabilizado si a> z > (w.) cr .] 

g 1 9-77 Los momentos de inercia del trompo de 0.5 kg respecto a los ejes que pasan 
por O son /. = 5 X 10 4 kg ■ m 2 e I = 20 X 10 -4 kg ■ m 2 . El trompo se lanza en 
6 = 30° con las velocidades angulares iniciales 6 =0, <f> = 0 y >}/ = 120 rad/s. 
(a) Deduzca las ecuaciones diferenciales del movimiento en terminos de los tres 
angulos de Euler, (b) Integre las ecuaciones diferenciales numericamente de t = 0 a 
t = 0.6 s y utilice los resultados para encontrar el rango de 0. (c) Trace la grafica de 
6 y de f// contra t para el periodo de integracion. 

il9-78 Se puede probar que la velocidad de precesion permanente del trompo que 
se describe en el problema 19.77 es cf> = 4.330 rad/s cuando 9 = 30° y ip = 120 rad/s. 
Suponga que la resistencia del aire causa un pequeno par de friccion M = —/jl/ oj 
respecto al eje z, donde /1 = 0.5 s '. (a) Establezca las ecuaciones diferenciales del 
movimiento en terminos de los tres angulos de Euler, (b) Integre las ecuaciones nu- 
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mericamente de t = 0 a / = 1.0 s, con los valores de la precesion permanente como 
condiciones iniciales. A partir de los resultados, determine los valores inicial y final 
de co z . (c) Pruebe que la solucion analftica para oj es oj = (ojj„e donde (oj),, es 
su valor inicial. Verifique que los valores de oj que se encontraron en la parte (b) 
concuerdan con este resultado. (d) Grafique 6 y <p contra t. 


19.79 Debido a que el eje del proyectil no esta alineado con su vector de veloci- 
dad, la fuerza aerodinamica resultante P pasa por el punto C que se localiza a una 
distancia d del centra de masa G. Determine la expresion para el valor menor de 
co- de manera que el proyectil tenga estabilizacion de giro. (Sugerencia: refierase al 
resultado establecido en el problema 19.76). 



Fig. P19-79 


19.80 El giroscopio consiste en un disco delgado de radio R y masa m que se 
apoya en dos suspensiones de masa despreciable. Se aplica una fuerza vertical cons- 
tante F a la suspension interna. Suponiendo una precesion permanente con 0 = 90°, 
deduzca una expresion para <f> en terminos de iji. 


Z 



,19.81 Un disco delgado homogeneo del giroscopio pesa 6 lb y su radio es 
R = 4.5 pulg. Los pesos de las dos suspensiones pueden despreciarse. Antes de app¬ 
ear la fuerza vertical constante F = 18 lb a la suspension interna con b = 4 pulg, el 
disco giraba a 1 jt= 500 rev/min con su eje horizontal (6 = 90°) y sin precesion (<f> = 
0). (a) Obtenga las ecuaciones diferenciales del movimiento en terminos de los an- 
gulos de Euler y establezca las condiciones iniciales. (b) Integre las ecuaciones del 
movimiento de t = 0 (el tiempo en que se aplico F) a t = 0.12 s. Del resultado deter¬ 
mine el rango de valores de 9, cjj y iff. (c) Trace la grafica de cf> contra f) y iji contra t. 

19.82 El balon de futbol se lanza con velocidad angular co = 12 rad/s. dirigida 
con un angulo (3 = 5.2° con el eje z. Este ultimo forma un angulo inicial de 7 = 15° 
con la horizontal, (a) Si se supone que I z = 1/4 y se desprecia la resistencia del aire, 
encuentre el angulo 6 que localiza al eje de precesion y calcule las razones de giro y 
precesion. (b) Utilice un dibujo de los conos anclado y espacial para obtener el rango 
de y durante el vuelo. 

19.83 El satelite con simetrfa axial rota con velocidad angular oj = 0.6 rad/s, 
dirigida con /3 = 30° desde eje z. Dado que /, = 21, (a) determine el angulo 0 que 
localiza al eje de precesion y encuentre las razones de precesion y giro; y (b) dibuje 
los conos espacial y anclado. 

19.84 El satelite con simetrfa axial rota con el vector de velocidad angular co, 
donde el angulo (3 entre to y el eje z es muy pequeno. Demuestre que las razones 
de precesion y giro del satelite son cf> = oj IJI y ij/ = oj( 1 — III), respectivamente. 



z 



Fig. P19.83, P19.84 
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19.85 El disco delgado homogeneo de radio R se lanza con velocidad de giro de 
60 rad/s en la direccion que se muestra. Durante el vuelo, el eje del disco se tambalea 
a 30° respecto al eje vertical Z. (a) Determine la velocidad de precesion del disco, (b) 
Dibuje los conos espacial y anclado. 


Z 



19.86 Durante su vuelo libre, se observa que el cohete hace un movimiento de 
precesion permanente respecto al eje Z horizontal a razon de 1 ciclo cada 3 minutos. 
Si se sabe que los momentos de inercia respecto a los ejes que pasan por el centra de 
masa G estan relacionados por I = 8 I z , calcule la magnitud y direccion del vector de 
velocidad angular del cohete. 



19.87 Debido a que la Tierra esta ligeramente aplanada en los polos, su momento 
de inercia I z respecto al eje z (el eje de simetrfa) es ligeramente mayor que su mo¬ 
mento de inercia I respecto a un diametro ecuatorial. Ademas, su eje polar, respecto 
al cual rota a razon de una revolucion por dfa, forma un pequeno angulo (3 con el 
eje z. Si se sabe que los polos tienen un movimiento de precesion respecto el eje z a 
una razon aproximada de un ciclo completo cada 430 dfas, estime la razon IJI. ( Su- 
gerencia: al emplear las ecuaciones (19.53), asegurese de identificar correctamente 
la variable que representa la velocidad de precesion de los polos respecto al eje z.) 


z 



Fig. P19.87 
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Repaso de ecuaciones 


Derivacion de una funcion vectorial en un marco 
de referenda en rotacion 


d V 

(d\ 

dt 

\~dt 

dV 

(d\ 

dt 

\~d7 


+ w x Y (marco fijo en el cuerpo 2ft) 

/a 


+ flxV (marco en rotacion x'y'z') 

Ix'y’z' 


Componentes rectangulares de la cantidad 
de movimiento angular 

h\ — Ix Ixy tdy ^xz^Z 

h y = —I yx (i> x + IyCOy — I y z co z (Respecto a un punto fijo o centro de masa) 

h z — l Z x^x I Z y&)y “I” I Z (*) Z 


Energfa cinetica de un cuerpo rfgido 


T = ^rav 2 + ^dxcol + I y (o) + I z a>\ 


2 1xy x t^y 2 Iy Z (OyCO z 2 1g X Cl)gCt) X ') 


Ecuaciones de momento del movimiento de Euler 

£M C = I x d) x + C»yCD z (I z - ly) 

YMy = IyCOy + co z co x (I x — I z ) (los ejes xyz son principales) 

SA/j- - I Z C0 Z “f" CO X COy(Iy I x ) 

Ecuaciones de Euler modificadas 

EM, = I x d> x + f Z Q y O) Z — I y Cl z a> y 

EMy = IyCOy — I z Q. x (D z + I x Cl z co x (el eje z es de simetria) 


EM Z = I z co z + I y Q x co y - I x Cl y w x 
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Precesion permanente de un cuerpo con simetna axial 

EM X = ( I z — I)<p 1 sen0 cos# + I z 4>ir sen# EM, = 'EM- = 0 
EM X = I z co z (j) sen0 — I(jr sen 6 cos 9 EM y = EM Z = 0 

0 = angulo de nutation, 

(p — velocidad de precesion 
ijr = velocidad de giro 


20 

Vibraciones 




La suspension de un automovil es el 
ejemplo de un sistema masa-resorte 
amortiguado, donde el amortiguador 
disminuye de manera progresiva de 
la intensidad de las vibraciones. Las 
vibraciones amortiguadas constitu- 

Introduccion yen uno de los temas que se analizan 

en este capi'tulo. (© Leslie Garland 
Picture Library/Alamy) 

El termino vibration se refiere a la oscilacion de un cuerpo o sistema mecanico 
respecto a su position de equilibrio. Algunas vibraciones son deseables, como la 
oscilacion del pendulo que controla el movimiento de un reloj o la vibration de una 
cuerda en un instrumento musical. Sin embargo, la mayorfa de ellas se consideran 
objetables o perjudiciales, desde las simplemente molestas (el ruido inducido por la 
vibration) hasta las catastroficas (el fallo estructural en una aeronave). La vibration 
excesiva en las maquinas o estructuras puede aflojar juntas y conexiones, y causar 
desgaste prematuro y fatiga del metal (rotura debido a carga ticlica). 


20.1 


547 





Longitud libre 
del resorte 
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Position de equilibrio Position arbitraria 


(a) 


,|Hx + A) 



DCL DMA 


(b) 


El estudio de las vibraciones es muy extenso y por tal motivo existen libros 
completos dedicados a este tema. Aquf la intencion es presentar los fundamentos 
del topico que todos los ingenieros deben entender y que sirven como precedente 
para estudios posteriores. Solo se considera el caso mas sencillo: la vibracion de los 
sistemas de un grado de libertad, es decir, problemas en los que el movimiento puede 
describirse en terminos de una sola coordenada de posicion. 

Las dos componentes basicas de todos los sistemas vibratorios son la masa y 
la fuerza restauradora. Es frecuente que un mecanismo elastico origine la fuerza 
restauradora, como un resorte, que tiende a que la masa del sistema regrese a su 
posicion de equilibrio. Cuando la masa se desplaza de dicha posicion y se libera, 
rebasa la posicion de equilibrio, se detiene de manera momentanea e invierte su 
direccion. Esta oscilacion entre dos posiciones estacionarias es un ejemplo sencillo 
del movimiento vibratorio. Si la fuerza restauradora es lineal, tambien la ecuacion 
de movimiento resultante lo sera y la solucion correspondiente puede obtenerse por 
medios analiticos. Las fuerzas restauradoras no lineales originan ecuaciones diferen- 
ciales no lineales que en general se resuelven con metodos numericos. 

En terminos generales, las vibraciones se clasifican como forzadas o libres y 
amortiguadas o no amortiguadas. Cuando una fuerza externa mantiene la vibracion 
de un sistema se dice que esta ultima es forzada. Si no existen fuerzas externas que 
controlen el sistema se habla de vibracion libre. Las vibraciones amortiguadas se 
refieren a un sistema en el que la energfa se pierde por la friccion o por un amorti- 
guador viscoso (resistencia causada por el arrastre viscoso de un fluido). Si no hay 
amortiguamiento, el movimiento se llama no amortiguado. 

En el caso de las vibraciones libres no amortiguadas, no se suministra o disi- 
pa energfa desde el sistema; en consecuencia, el movimiento continua de manera 
indefinida, al menos en teorfa. En realidad siempre existe algun amortiguamiento, 
aunque sea pequeno, que al final detendra la vibracion. En una vibracion forzada, 
la oscilacion puede continuar aun si hay amortiguamiento, ya que la fuerza que se 
aplica aporta energfa al sistema que puede compensar cualquier otra que se pierda 
por el amortiguamiento. 

Este capftulo inicia con un analisis de las vibraciones libres de las partfculas, 
tanto amortiguadas como no amortiguadas, seguidas de las vibraciones forzadas de 
las partfculas. El capftulo concluye con las vibraciones del cuerpo rfgido y la aplica- 
cion de los metodos de energfa. 


Vibraciones libres de partfculas 


a. Vibraciones libres no amortiguadas 

Considere el movimiento vertical del sistema masa-resorte que se muestra en la 
figura 20.1(a). La coordenada de posicion x de la masa se mide hacia abajo desde 
la posicion de equilibrio estatico. Observe que en x = 0 la elongacion del resorte es 

A = mg/k (a) 

La figura 20.1(b) representa el diagrama de cuerpo libre (DCL) y el diagrama 
de masa-aceleracion (DMA) de la masa en una posicion arbitraria. Las fuerzas en el 
DCL son el peso mg de la masa y la fuerza del resorte k(x + ). El DMA contiene 

el vector de inercia mx de la masa. La ecuacion de movimiento de la masa es 


20.2 


Ef, = ma x +1 mg — k(x + A) = mx 


Fig. 20.1 
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A1 sustituir para de la ecuacion (a), la ecuacion de movimiento se reduce a 


mx + kx — 0 


( 20 . 1 a) 


La fuerza kx se denomina fuerza restauradora porque tiende a hacer que la masa 
regrese a su position de equilibrio. A1 dividir la ecuacion (20.1a) entre m, se obtiene 


donde 


x + p 2 x = 0 


( 20 . 1 b) 



( 20 . 2 ) 


La (20.1b) es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden. Su solucion es 


x = A cos pt + B sen pt ( 20 . 3 ) 

donde Ay B son constantes de integration que se determinan mediante las condicio- 
nes iniciales. A1 derivar de manera sucesiva a la ecuacion (20.3) resulta 


x = p(—A sen pt + B cos pt) (b) 

x = —p 2 (A cos pt + B sen pt) — —p 2 x (c) 

A1 sustituir la ecuacion (c) en la (20.1b), se tiene -p 2 x + p 2 x = 0, que comprueba la 
solucion. 

Otra forma conveniente para la solucion se obtiene al establecer: 

A = E sen a B = E cos a (d) 

Entonces la ecuacion (20.3) se convierte en: 

x = E (cos pt sen a + sen pt cos a) 
que puede escribirse como 

x = E sen (pt + a) ( 20 . 4 ) 

Ahora considere el caso en que las condiciones iniciales se dan en el tiempo 
t = 0. Al sustituir t = 0, x(0) = x 0 y i(0) = v 0 en las ecuaciones (20.3) y (b), se 
obtiene 


A — xo B = v 0 /p ( 20 . 5 ) 

Cuando se sustituyen las ecuaciones (20.5) por las ecuaciones (d) y se despeja a a 
y E resulta: 


tana = — E = Jx% + ( v 0 /p ) 2 ( 20 . 6 ) 

vo v 

En la figura 20.2 se muestra una representacion grafica de la ecuacion (20.4). 
Considere el movimiento de un punto c a lo largo del circulo de radio E, la recta 
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X 



radial ac tiene velocidad angular constante p. Si el punto parte en b en el tiempo 
t = 0, su posicion vertical en el tiempo t es x = E sen [pt + a), que es identica a la 
ecuacion (20.4). Observe que E sen a = x 0 representa la posicion en t = 0. 

La grafica de x contra t en la figura 20.2 muestra que la masa oscila o vibra, res- 
pecto a su posicion de equilibrio x = 0. Como el movimiento se repite a intervalos de 
tiempo iguales, entonces se le llama movimiento periddico. Ademas, el movimiento 
que se describe en terminos de las funciones circulares, seno y coseno, se conoce 
como movimiento armonico. (Todo movimiento armonico es periodico, pero no todo 
el periodico es armonico.) El parametro p se designa como la frecuencia circular 
(natural), E es la amplitud y a es el angulo defase. Como se muestra en la figura 20.2, 
r denota el periodo del movimiento, es decir, el tiempo requerido para completar un 
ciclo del movimiento. Por tanto, pr = 2jt, que da 


2tt 

P 


( 20 . 7 ) 


La frecuencia del movimiento es el numero de ciclos completados por unidad de 
tiempo: 



( 20 . 8 ) 


La ecuacion diferencial que describe el movimiento del sistema masa-resorte, 
ecuacion (20.1a), es lineal porque la fuerza restauradora kx es una funcion lineal del 
desplazamiento x. A las vibraciones descritas por las ecuaciones diferenciales linea- 
les se les llama vibraciones lineales. 

Ejemplo de vibracion libre no lineal 

Como un ejemplo considere el pendulo simple que se representa en la figura 20.3(a), 
que consiste en una bola de masa m unida al extremo de una cuerda de longitud L 
y masa despreciable. El desplazamiento angular del pendulo respecto a la vertical 
se mide con el angulo 6. El diagrama de cuerpo libre en la figura 20.3(b) indica que 
las fuerzas que actuan sobre la bola son la tension T y su peso mg. Las componentes 
normal y tangencial ( n-t ) del vector de inercia se muestran en el diagrama de masa- 
aceleracion en la figura 20.3(b). Observe que la fuerza restauradora; es decir, la que 
tiende a regresar el pendulo a su posicion de equilibrio, es mg sen 9, que es una 
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n 


mg sen ex 



\ mg cos 0 


DCL 


DMA 


(a) 


(b) 


Fig. 20.3 


funcion no lineal del desplazamiento angular 9. A1 sumar las fuerzas en la direction 
tangencial, se obtiene 


Y.F, = ma t + /* — mg sen0 = ma t = mLO 


es decir 


9 + j- sen 0 = 0 


( 20 . 9 ) 


La solucion de esta ecuacion diferencial no lineal debe obtenerse numericamente. 
No obstante que el movimiento del pendulo es periodico, no es armonico; en otras 
palabras, la solucion de la ecuacion (20.9) no puede expresarse en terminos de las 
funciones seno y coseno. Es posible obtener de manera aproximada el movimiento 
del pendulo con una solucion armonica solo si se supone que la amplitud de la vi¬ 
bration es pequena. A1 emplear sen 9 — 9, una aproximacion que en la mayorfa de 
las aplicaciones es suficientemente exacta para 9 < 6°, la ecuacion (20.9) se reduce a 


6 + j-9 = 0 


( 20 . 10 ) 


que tiene la misma forma que la ecuacion (20.1a). Por tanto, el movimiento del 
pendulo simple es armonico para las oscilaciones pequenas, siendo la frecuencia 
circular p = ■Vg/L. 

Muchos problemas de vibration son no lineales si la amplitud es grande, pero 
se simplifican a una forma lineal si se supone que la amplitud es suficientemente pe¬ 
quena. Pero es preciso ser cuidadosos: no todos los problemas de vibration pueden 
linealizarse de esta manera; hay que demostrar que una ecuacion lineal de movi¬ 
miento es una aproximacion valida para las amplitudes pequenas. 

b. Vibraciones libres amortiguadas 

Cuando la energfa se disipa de un sistema vibrante, se dice que el movimiento es 
amortiguado. Las formas comunes de amortiguamiento son la viscosa, la de Cou¬ 
lomb y la solida. El amortiguamiento viscoso describe la resistencia al movimiento 
que es proporcional a la primera potencia de la velocidad. (Es frecuente suponer que 
el amortiguamiento incidental es viscoso, tal como la resistencia del aire. Sin embar¬ 
go, una description mas exacta serfa una fuerza de amortiguamiento proporcional al 
cuadrado de la velocidad.) El amortiguamiento de Coulomb surge de la friction seca 
entre las superficies deslizantes. El amortiguamiento solido es causado por la friction 
interna del propio cuerpo. En este libro solo se considera el amortiguamiento viscoso. 
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En el amortiguamiento viscoso, la fuerza de amortiguamiento F d es proporcio- 
nal a la velocidad; es decir, F d = —cv, en donde v es la velocidad y c es la constante 
de proporcionalidad, llamada coeficiente de amortiguamiento viscoso. El signo ne¬ 
gative indica que la fuerza de amortiguamiento siempre se opone a la velocidad. La 
dimension de c es [FT/L] con las unidades N ■ s/m o lb • s/pie. 

Un ejemplo comun de un amortiguador viscoso (tambien conocido como un 
amortiguador de piston) es el automotriz. Cuando un automovil pasa por un bache, 
los amortiguadores reciben la mayor parte del impacto, evitando asf que las espiras 
de los resortes se cuelguen. Tambien son los encargados de atenuar las oscilaciones 
del automovil hacia arriba y abajo. Cada uno de ellos consiste en un piston rodeado 
de aceite y montado entre la rueda y el chasis del vehiculo. Conforme el piston se 
mueve, se propicia que el aceite fluya de un lado al otro a traves de un agujero. La 
cantidad de amortiguamiento (que se debe a la resistencia viscosa del aceite) depen- 
de mucho del tamano del orificio que se utilice. 



Fig. 20.4 

La figura 20.4(a) muestra un sistema masa-resorte. Se ha anadido un amortigua¬ 
dor con coeficiente de amortiguamiento c. Al elegir x como el desplazamiento hacia 
abajo de la masa, medido desde su posicion de equilibrio, resulta el DCL de la figura 
20.4(b), donde es la deflexion estatica del resorte. En la figura 20.4(b), el diagrama 
de masa-aceleracion consiste en el vector de inercia mx. La ecuacion diferencial de 
movimiento es 


Ef) = ma x +1 mg — k(x + A) — cx = mx 
Al utilizar la ecuacion de equilibrio mg — k = 0, se obtiene 

mx + cx + kx — 0 ( 20 . 11 ) 

Una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes, como la ecuacion 
(20.11), admite una solucion de la forma 


x = Ae kt 

donde Ay X son constantes. Al sustituir esto en la ecuacion (20.11) y dividir cada 
termino entre Ae )J se obtiene la ecuacion caracteristica 

mX + cX 4“ k — 0 


( 20 . 12 ) 
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cuyas rafces son 


^2 



(20.13) 


El coeficiente de amortiguamiento critico c cr se define como el valor de c para el 
que el radical en la ecuacion (20.13) se convierte en cero. Por tanto, se encuentra que 


c cr = 2m p ( 20 . 14 ) 

donde P = V k/in, la frecuencia circular no amortiguada del sistema. Es convenien- 
te presentar el factor de amortiguamiento 'C, que se define como la razon del amorti¬ 
guamiento real para el amortiguamiento critico; es decir. 


c c c 

Ccr 2m p 2 yfkm 

Ahora la ecuacion (20.13) puede escribirse en la forma 


( 20 . 15 ) 


= p(-c±\/£ 2 - i) ( 20 . 16 ) 

La solucion general de la ecuacion (20.11) es cualquier combination lineal de 
las dos soluciones correspondientes a ^ y A 2 : 

x = A\e kl ' + A 2 e k2 ‘ 

donde A, y A 2 son constantes arbitrarias. Despues de la sustitucion para las A de la 
ecuacion (20.16), la solucion queda como 


x = Aie( C+ ^ + A 2 e( ( ^ ~ l ^ p ' ( 20 . 17 ) 

Existen tres categorfas de amortiguamiento, determinadas por el valor del factor 
de amortiguamiento £.* 

1 Sobreamortiguamiento: ’C> 1 Las rafces X, y X 2 en la ecuacion (20.16) son 
reales y distintas. En consecuencia, el movimiento es no oscilatorio y decae con el 
tiempo, como se muestra en la figura 20.5. A1 movimiento de este tipo se le llama 
aperiddico o de oscilacion amortiguada. 

2 Amortiguamiento critico: ’Q = 1 Las rafces A., y X 2 en la ecuacion (20.16) son 
iguales a -p y la solucion en la ecuacion (20.17) da 


x = (A\ + A 2 t)e pt ( 20 . 18 ) 

donde A, y A 2 son constantes arbitrarias. Otra vez, el movimiento es aperiodico, 
como se muestra en la figura 20.5. 


*Aquf se establecen las tres formas de solucion sin prueba. Para un analisis completo, vease algun libro 
sobre ecuaciones diferenciales. 
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Ambas curvas dibujadas para la condicion 
inicial i 0 = 0 


Fig. 20.5 


3 Subamortiguamiento: 'C< 1 Las rafces /., y i , 2 en la ecuacion (20.16) son com- 
plejos conjugados. Es posible demostrar que la ecuacion (20.17) adquiere la forma 



Fig. 20.6 


x = Ee t ’ pt sen (a>dt + a) 


( 20 . 19 ) 


donde E y a son constantes arbitrarias y 


a> d = py/\ - t ; 2 


( 20 . 20 ) 


El movimiento que se representa con la ecuacion (20.19) es oscilatorio con ampli- 
tud decreciente, como se indica en la figura 20.6 (la grafica corresponde a a = 0 ). 
Observe que la grafica es tangente a las curvas x = ± E e :p '. No obstante que el mo¬ 
vimiento no se repite, a a> d se le llama frecuencia circular amortiguada y el periodo 
amortiguado correspondiente esta dado por 



t 


Fig. 20.7 



( 20 . 21 ) 


De acuerdo con la ecuacion (20.20), la frecuencia circular amortiguada co d es menor 
que la frecuencia circular p. En consecuencia, el periodo amortiguado r, y es ma¬ 
yor que el periodo de la vibracion libre no amortiguada. 

Sean x n , x n+1 , x n+2 , . . . los picos del desplazamiento (medidos desde la posicion 
de equilibrio) de un sistema subamortiguado, como se muestra en la figura 20.7. Se 
puede demostrar que la razon x„ +l /x„ de dos picos sucesivos es constante. El loga- 
ritmo natural de esta razon, llamado decremento logaritmico, es (vease el problema 
20.16) 


In 1 

f *n+A 

k 

<N 

1 

{ *n ) 

A-c 2 


( 20 . 22 ) 


































Problema de ejemplo 20.1 

Tres resortes identicos, cada uno de rigidez k, soportan un bloque de masa m, como 
se muestra en la figura (a). Se puede despreciar la deformation de la barra AB. 
1. Encuentre la rigidez k 0 equivalente del resorte, es decir, la de un solo resorte como 
se indica en la figura (c), que puede reemplazar a los resortes originales sin cambiar 
las caracterfsticas de desplazamiento del bloque. 2. Si este ultimo pesa 0.5 lb y k = 
60 lb/pie, obtenga la frecuencia circular, la frecuencia y periodo de vibracion libre. 



(b) 


Solution 

Parte 1 

La figura (b) muestra un metodo para calcular la rigidez equivalente del resorte. Pri- 
mero, se aplica una fuerza vertical estatica F al punto D y se calcula el movimiento 
vertical d D . La rigidez k„ equivalente del resorte se obtiene al usar F = k 0 d D . Siguien- 
do este procedimiento, la masa en la figura (c) tendra las mismas caracterfsticas de 
desplazamiento que la masa en la figura (a). 

En el analisis de equilibrio de la figura (b) se observa que las fuerzas del resorte 
son iguales a F en el resorte inferior y a FI2 en cada uno de los superiores (C es el 
punto medio de la barra AB). Las elongaciones de los resortes superiores son, por 
tanto, identicas y cada uno de los desplazamientos verticales d A , d B y (5 C es igual a 
(F/2)/k (observe que la barra AB permanece horizontal). Ahora se tiene que el movi¬ 
miento vertical de D es igual al de C mas la elongation del resorte inferior; es decir, 
5 d = d c + (F/k). Asf, la rigidez equivalente del resorte queda 


Parte 2 


F _ F _ F 

8 d ~ 8 C + (F/k) ~ (F/2k) + (F/k) 

l 2k n , 

= -= — Respuesta 

(l/2k) + (1 Ik) 3 


Con los datos que se han proporcionado y el sistema equivalente que se muestra en 
la figura (c), la frecuencia circular, la frecuencia y el periodo de vibracion libre son 


P = 




I 2(60)/3 
V 0.5/32.2 


50.75 rad/s 


Respuesta 






























/ = 


_p_ 
2 n 


50.75 
2:x 


8.077 Hz 


Respuesta 


1 

7 


i 

8.077 


= 0.1238 s 


Respuesta 


t * Problema de ejemplo 20.2 

El pendulo simple consiste en una pequena bola de masa m unida al extremo de una 
cuerda. El pendulo se suelta del reposo cuando 9 = 30°. Con la integracion numerica 
de la ecuacion diferencial de movimiento, calcule: 1. el periodo de oscilacion y 2. 
la velocidad angular maxima. Compare la velocidad angular maxima con el valor 
exacto obtenido con el metodo de trabajo-energfa. 

Solution 

Parte 1 

Como el pendulo es un sistema conservative, oscila entre 9 = ±30°. El movimiento 
es periodico, pero no es armonico porque 9 no es un angulo pequeno, es decir, no es 
menor que 6°. El periodo del pendulo se calcula al observar que el tiempo que utiliza 
para viajar desde la posicion inicial (9 = 30°) a la posicion vertical (9 = 0) es igual 
a un cuarto del periodo. 

De la ecuacion (20.9), la ecuacion diferencial de movimiento es 6 = 
— ( g/L ) sen 9 = —(9.81/0.750) sen 9 = —13.080 sen 9. Las ecuaciones de primer 
orden equivalentes son 


9=a> co = —13.080 sent! 

con las condiciones iniciales 9 = 30° = jt/6 rad y co = 0 en t = 0 (el tiempo en que se 
suelta). El intervalo de integracion se extiende desde t = 0 hasta el tiempo en que por 
primera vez 0 = 0. Es posible obtener una estimacion del periodo con la ecuacion 
diferencial linealizada, la (20.10): 9 + ( g/L)9 = 0. De la ecuacion (20.7) se obtiene 
que r = 2ji/p = 2jzly/glL = 2jt/V 9.81/0.75 = 1.737 s. Para estar en terreno se- 
guro, el periodo de integracion para el problema no lineal deberfa ser algo mayor que 
1.737/4. En el programa en MATLAB que se muestra a continuacion se utilizo 0.45 s. 

function example20_3 

[t,x] = ode45(@f,[0:0.01:0.45],[pi/6 0]); 
printSol(t,x) 

function dxdt = f(t,x) 

dxdt = [x(2); -13.080*sin(x(l))]; 

end 

end 

Las dos ultimas lineas de salida (xl corresponde a 9) fueron 

t xl x2 

4.4000e-001 3.5331e-003 -1.8721e+000 

4.5000e-001 -1.5186e-002 -1.8713e+000 















El valor de t cuando 9 = 0 ahora puede obtenerse por interpolacion lineal: 

-0.015 186 - 0.003 533 1 0- 0.003 533 1 

0.45 - 0.44 ~ t - 0.44 

que da t = 0.4419 s para un cuarto de periodo. Por tanto, el periodo es 

r = 4(0.4419) = 1.768 s Respuesta 

Parte 2 

La velocidad angular maxima (x2 en los resultados impresos) ocurre cuando 9 = 0. 
Por inspeccion, se observa que 


I <91 = 1.872 rad/s Respuesta 

I I max 

Para calcular el valor exacto de 6 m „ con el metodo de trabajo-energfa, se denota 
a las posiciones 9 = ic/6 rad y 9 = 0 con los subfndices 1 y 2, respectivamente. Las 
energfas cineticas correspondientes son 7j = 0 (el pendulo se encuentra estacionario 
en la posicion 1) y 77 = (1 /2)in(L9 m „) 2 , donde L6„.,„ es la velocidad del pendulo en 
la posicion 2. El trabajo efectuado por el peso de la masa conforme se mueve de la 
posicion 1 a la 2 es Ui- 2 = mg(L - L cos 9) = mgL[ 1 — cos(tt/6)], porque la distancia 
vertical entre las dos posiciones es igual a L- L cos nib. A1 aplicar el principio de 
trabajo-energfa, se obtiene 


U i_2 = T 2 - 7j 


/ 7t\ 1 

igL ^1 - cos — J = -rn(L6 max ) 


de donde se encuentra el valor de 9„ 



n\ 1 2(9.81) 
6 / V 0.750 


(l-coA) 


= 1.872 rad/s (en sentido de las manecillas del reloj) 


Se observa que el valor para 0 m „ que se ha obtenido por integracion numerica con- 
cuerda con el resultado anterior con los cuatro dfgitos significativos utilizados, con 
lo que se comprueba la exactitud de la integracion numerica. 

Es util notar que, no obstante que la velocidad angular en cualquier posicion 
puede calcularse de manera analftica, el tiempo de viaje entre dos posiciones debe 
obtenerse numericamente. 


Problema de ejemplo 20.3 

El bloque de masa m que se muestra en la figura (a) esta en reposo en la posicion 
de equilibrio en x = 0 cuando recibe un impulso que resulta en la velocidad inicial 
i(0) = v 0 . 1. Deduzca la ecuacion diferencial de movimiento para el bloque. Si se 
supone que el sistema esta crfticamente amortiguado, determine: 2. el coeficiente de 
amortiguamiento c, y 3. el desplazamiento maximo del bloque. 



(a) 
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Solution 

Parte 1 


En la figura (b) se muestran los diagramas de cuerpo libre (DCL) y de masa-acele- 
racion (DMA) del bloque en una posicion arbitraria. Las fuerzas que actuan sobre 
la masa son su peso mg, la reaction normal resultante N, las dos fuerzas de resorte 
y la fuerza ejercida por el amortiguador. La ecuacion diferencial de movimiento en 
la direction x es 


Ef) = ma x 


—k\x — k 2 x — cx = mx 


o 

mx + cx + {k\ + k 2 )x = 0 Respuesta (a) 


k l x _ 

mg 



k 2 x 



CX 


mx 







DCL DMA 


(b) 

Parte 2 

A1 comparar la ecuacion (a) con la (20.11), se deduce que la frecuencia circular no 
amortiguada es 


P = 


k 1 + k 2 


(b) 


Por tanto, el coeficiente de amortiguamiento crftico es, vease la ecuacion (20.14), 


j k\ -\- k 2 I - 

c = c cr = 'Imp = 2 m, - = 2 x Jm{k\ + k 2 ) 


Respuesta 


Parte 3 

El desplazamiento del bloque esta dado por la ecuacion (20.18) 

x — (Ai + A 2 t)e pl (c) 

Por tanto, la velocidad es 


x = A 2 e pt — p(A\ + A 2 t)e pt (d) 

Al sustituir las condiciones iniciales x = 0 y x = v 0 en t = 0 en las ecuaciones (c) y 
(d) resulta que A, = 0 y A 2 = v 0 . En consecuencia, 

-pt 


x = vote 


x = vq(1 — pt)e pt 






















El desplazamiento maximo ocurre cuando x = 0 que sucede en el tiempo t = lip. 
Por tanto, el desplazamiento maximo es 



k\ + &2 


m 


Respuesta 


Problema de ejemplo 20.4 


El sistema que se muestra en la figura (a) del problema de ejemplo 20.3 esta suba- 
mortiguado, con el factor de amortiguamiento 'C = 0.25. Si las condiciones iniciales 
sobre el movimiento del bloque son x = 0 y x = 4 m/s, determine el desplazamiento 
del bloque en el tiempo t = 0.1 s. Utilice los datos m = 0.2 kg, k t = 20 N/m y k 2 = 
30 N/m. 

Solution 

El movimiento de un sistema subamortiguado se describe con la ecuacion (20.19): 
x = Ee~^ pl sen(cq/t + a ) 

donde Ey a deben determinarse a partir de las condiciones iniciales. De la ecuacion 
(b) del problema de ejemplo 20.3, se tiene 



Por tanto 'Qp = 0.25(15.811) = 3.953 rad/s. La frecuencia circular amortiguada esta 
dada por la ecuacion (20.20): 


co d = py/l - C 2 = 15.811^1 - 0.25 2 = 15.309rad/s 


Por tanto, el desplazamiento y la velocidad del bloque son 
x = Ee" 3 - 953 ' sen(15.309r + a) 

x = £e" 3 - 953 '[15.309 cos(15.309t + a) - 3.953 sen(15.309f + a)] 
A1 aplicar las condiciones iniciales resulta 


x(0) = E sen a = 0 

i(0) = £(15.309cosa — 3.953 sena) = 4m/s 


La solucion es a = 0 y E = 4/15.309 = 0.2613 m. En consecuencia, el desplaza¬ 


miento es 


x = 0.2613e _3 ' 953f sen 15.309? m 


A1 sustituir t = 0.1 s, se obtiene 


jc( 0.1) = 0.2613e“ a3953 sen 1.5309 = 0.1758m Respuesta 
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Problem as 



Fig. P20.1, P20.2 



(a) (b) 

Fig. P20.3 



Fig. P20.6, P20.7 



Fig. P20.8 


20.1 La masa m = 10 kg esta suspendida de un resorte ideal de rigidez k = 
250 N/m. Si se pone en movimiento en t = 0 con las condiciones iniciales x 0 = 40 
mm y v 0 = —80 mm/s, calcule: (a) la amplitud del movimiento y (b) el tiempo en 
que se detiene por primera vez. Suponga que x se mide desde la posicion de equili- 
brio de la masa. 

20.2 La masa m esta suspendida de un resorte ideal de rigidez k y se pone en 
movimiento con las condiciones iniciales x 0 = 7 mm y v 0 = 1.5 m/s. Suponga que x 
se mide desde la posicion de equilibrio de la masa. Si la amplitud de la vibracion es 
12 mm, determine: (a) la frecuencia y (b) x como una funcion del tiempo. 

20.3 La masa m esta suspendida de dos resortes de rigidez k, y k-,. Obtenga la ex- 
presion para la frecuencia circular de la masa si los resortes se han dispuesto como 
se indica en (a) y (b). 

20.4 Un bloque de masa m esta suspendido de tres resortes con rigidez k, y k 2 
como se muestra. La frecuencia de vibracion de este sistema es 5 Hz. Despues de 
eliminar el resorte central, la frecuencia desciende a 3.6 Hz. Determine la razon 
hjk v 



Fig. P20.4 



20.5 La masa m del sistema masa-resorte se desliza con friccion despreciable so- 
bre la varilla inclinada. A1 deducir la ecuacion diferencial de movimiento para la 
masa, pruebe que la frecuencia de vibracion es independiente del angulo 6 . 

20.6 Cuando solo la masa B esta unida al resorte ideal, la frecuencia del sistema 
es de 3.90 Hz. Cuando se agrega la masa C, la frecuencia disminuye a 2.55 Hz. 
Obtenga la razon m B /m c de las dos masas. 

20.7 El resorte ideal de rigidez k = 120 lb/pie esta conectado a la masa B a traves 
de un agujero en la masa C. Los pesos de B y C son 0.4 lb y 0.8 lb, respectivamente. 
Encuentre la amplitud de la vibracion mas pequena de manera que C pierda contacto 
con B. 1 Se alterarfa el resultado si se intercambiaran los pesos de B y Cl 

20 .« El pendulo simple se libera a partir del reposo en 6 = 6 0 . Determine las 
expresiones para los valores maximos de 9 y 0 (a) si se supone que 6 es pequeno 
(movimiento armonico simple) y (b) sin hacer simplificaciones. (c) Compare las 
expresiones que se encuentran en (a) y (b) para 6 0 = 5°, 10° y 15°. 
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20.9 Una pequena polea soporta un bloque de masa m. Un extremo del cable que 
pasa por la polea esta unido a un soporte fijo, mientras que el otro esta conectado a 
un resorte. Determine la frecuencia circular p del sistema. Desprecie la masa de la 
polea. 

20.10 La figura muestra dos cuerdas elasticas, cada una de longitud L. conectadas 
a una pequena bola de masa m que se desliza sobre una superficie horizontal lisa. Las 
cuerdas se estiran con una tension inicial T entre soportes rfgidos. A la bola se le da 
un pequeno desplazamiento x = x 0 perpendicular a las cuerdas y despues se libera a 
partir del reposo en el tiempo t = 0. Deduzca la ecuacion de movimiento para la bola 
y pruebe que esta efectua un movimiento armonico simple. 



20.11 El metronomo consiste en una pequena masa de 0.2 kg unida al brazo OA. 
El periodo de oscilacion del metronomo puede ajustarse al cambiar la distancia L. 
Determine el valor de L de manera que el periodo sea 1.0 s para las amplitudes pe¬ 
quenas. Desprecie la masa del brazo OA. 



o 


60 mm 2.5 lb 


20 pulg _ 10 pulg 


16 lb/pie 


Fig. P20.9 



Fig. P20.11 


Fig. P20.12 


20.12 El sistema esta en equilibrio en la posicion que se muestra. Encuentre el 
periodo de vibracion para las amplitudes pequenas. Desprecie el peso de la varilla y 
el tamano del peso de 2.5 lb. 

20.13 Dos resortes identicos de longitud libre L 0 y rigidez k estan unidos al co- 
llarfn de peso W. Es posible despreciar la friccion entre el collarfn y la varilla hori¬ 
zontal. Si se suponen amplitudes pequenas, (a) deduzca la ecuacion diferencial de 
movimiento y (b) encuentre la frecuencia dado que W = 0.2 lb, L 0 = 4 pulg, b = 6 
pulg y k = 0.4 lb/pulg. 

( to.14 Para el collarfn que se describe en el problema 20.13, (a) demuestre que la 
ecuacion diferencial de movimiento para grandes amplitudes es 


i = _ bs_\ x 


y 



(b) Utilizando los datos que se dieron en el problema 20.13, determine el periodo si 
la amplitud es de 6 pulg. 


Fig. P20.13, P20.14 
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Fig. P20.15 


*20.15 Un bloque de madera flota en el agua en la position de equilibrio estable 
que se muestra. Se desplaza ligeramente en la direction vertical y se libera. Deduzca 
la ecuacion diferencial de movimiento y pruebe que el movimiento del bloque es 
armonico simple. Encuentre el periodo, si se sabe que las densidades de la madera y 
del agua son 0.022 lb/pulg 3 y 0.036 lb/pulg 3 , respectivamente. 

20.16 Deduzca la ecuacion (20.22): ln(x„ + |/x„) = —2jrt ;/ 1 — £ 2 . 

20.17 (a) Con la expresion para el decremento logarftmico, pruebe que 


111 (.Ay, I ijx n ) - - 

v / W I 

donde k es un entero positivo mayor que 1. (b) Utilizando el resultado de la parte (a), 
estime el factor de amortiguamiento £ para un sistema que tiene la curva desplaza- 
miento contra tiempo que se muestra en la figura. 



0 2 4 6 8 10 

t( s) 

Fig. P20.17 


20.l6 Un oscilador consiste en un peso de 14 lb que esta conectado a un resorte 
de rigidez k = 16 lb/pulg y un amortiguador viscoso con la constante de amorti¬ 
guamiento c = 8 lb • s/pie. (a) Demuestre que el oscilador esta subamortiguado. 
(b) Determine la razon x„+,/x r de dos picos sucesivos de desplazamiento. 

20.19 (a) Utilice el decremento logarftmico para demostrar que la relation entre 

E, el porcentaje de energfa perdida por ciclo y el factor de amortiguamiento t, de 
un oscilador subamortiguado es 


A£ = (l - x 100% 


(b) Empleando los resultados de la parte (a), calcule el factor de amortiguamiento 
que causarfa una perdida de 10% de energfa por ciclo. 

20.20 Calcule el coeficiente de amortiguamiento c si el sistema que se muestra 
debe estar crfticamente amortiguado. 
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20.21 El sistema que se muestra esta subamortiguado con un periodo amortiguado 
r d . Cuando se elimina el amortiguador, el periodo cambia a 0.5r rf . ( : Cual es el coefi- 
ciente de amortiguamiento c? 

20.22 La masa de 3 kg tiene un desplazamiento inicial de x(0) = 0.01 m y una 
velocidad inicial de i(0) = —0.2 m/s. Si se sabe que el sistema esta crfticamente 
amortiguado, determine el desplazamiento de la masa cuando t = 0.1 s. 



X 


3 kg 


80 N/m 

^(NNMMMkr 


n 


Fig. P20.20-P20.22 


20.23 El sistema se libera a partir del reposo en x = 1.0 pulg, donde x se mide 
desde la posicion en que los resortes no estan estirados. (a) Determine si el sistema 
esta subamortiguado, crfticamente amortiguado o sobreamortiguado. (b) Deduzca la 
expresion para x(t). 


2.5 lb-s/pie 


2. 5 lb-s/pie 


0.81b 


200 lb/pie 120 lb/pie 

imMMiHmmmr 


Fig. P20.23 



20.24 La masa m del sistema subamortiguado se desplaza ligeramente y se suelta. 
Obtenga el periodo amortiguado r d de la oscilacion resultante. Desprecie la masa 
de la barra y utilice los siguientes datos: b = 0.3 m, m = 4 kg, k = 2 kN/m y c = 
36 N • s/m. 

20.25 El sistema se libera a partir del reposo en el tiempo t = 0 con el desplaza¬ 
miento inicial x 0 = 50 mm. Ambos resortes no estan estirados cuando x = 0. Deter¬ 
mine la expresion para x(t). 

20.26 Cada uno de los dos amortiguadores que se han montado en el extremo 
de un vagon de ferrocarril de 180 000 lb tiene un resorte con rigidez k = 12 X 10 1 lb/ 
pie y un coeficiente de amortiguamiento viscoso igual a 45 X 10 3 lb • s/pie. Si 
se sabe que un amortiguador pierde su eficiencia cuando su deformacion excede 
12 pulg, encuentre la mayor velocidad v 0 con la que el vagon pueda golpear con 
seguridad una pared rfgida. 

20.27 Un oscilador crfticamente amortiguado se suelta a partir del reposo con el 
desplazamiento inicial x 0 (medido desde la posicion de equilibrio). (a) Deduzca las 
expresiones para el desplazamiento y la velocidad del oscilador en terminos de x„, p 
y t. (b) Determine la expresion para la rapidez maxima del oscilador en terminos de 
x 0 y p. 



Fig. P20.25 



Fig. P20.26 
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Fig. P20.28 



0.14847 lb 
1.0 pulg 

Fig. P20.29, P20.30 



20.28 La masa del pendulo es m = 0.5 kg y su longitud es L = 1.5 m. En cierto 
tiempo, la amplitud del pendulo se midio y resulto ser 5°; una hora despues era 3°. 
Suponiendo que el amortiguamiento responsable del decaimiento de la amplitud es 
viscoso, calcule el coeficiente de amortiguamiento. 


20.29 El amortiguamiento viscoso no es una representation exacta de la resis- 
tencia experimentada por un cuerpo que se mueve a traves de un fluido de baja 
viscosidad, como el aire o el agua. Los experimentos indican que la fuerza de amor¬ 
tiguamiento es en realidad proporcional al cuadrado de la velocidad: F,, = cv 2 . Para 
una esfera de una pulgada de diametro que se mueve en el aire el valor aproximado 
de la constante de amortiguamiento es c = 2.6 X 10 6 lb ■ s 2 /pie 2 . (a) Utilice esta 
information para deducir la ecuacion diferencial de movimiento para el pendulo 
que se muestra (la masa es de acero). Desprecie el efecto de amortiguamiento de 
la cuerda. (b) Integre la ecuacion de movimiento numericamente en dos periodos 
de vibration, suponiendo que el pendulo se suelta del reposo cuando 0 = 30°. (c) 
Aplique los resultados de la integracion para calcular el porcentaje de perdida de 
amplitud en los primeros dos periodos. ( Nota: para verificar que la perdida de am¬ 
plitud es real y que no se debe a errores numericos en el proceso de integracion, 
se recomienda repetir las partes (b) y (c) sin amortiguamiento, no deberia existir 
perdida de amplitud.) 


. 20.3O Repita el problema 20.29 si la masa del pendulo se sustituye por una pelota 
de espuma de poliestireno de una pulgada de diametro que pesa 4.5 X 10~ 4 lb. 


g. 20.31 El sistema que se muestra se suelta desde el reposo con el desplazamiento 
inicial x 0 = 0.1 m, que se mide desde la position de equilibrio. (a) Suponga que 
la fuerza de amortiguamiento ejercida por el amortiguador es F d = c 2 x 2 , donde 
c 2 = 50 N • s 2 /m 2 , obtenga la razon xjx 0 . (b) Si dicha fuerza fuera F d = c t x, determine 
el valor de Ci que daria la misma razon xjx a que en la parte (a), (c) Trace la grafica 
x contra t en el periodo t = 0 a 1.0 s para los dos casos de amortiguamiento. ^Cual 
es la diferencia principal en el decaimiento de la amplitud entre los dos tipos de 
amortiguamiento? 


k — 2 kN/m 
=WMfc= 

^33 


= 5 kg 


X 


t 



Fig. P20.31 
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Vibraciones forzadas de partfculas 


En las vibraciones libres, las oscilaciones se inician con una perturbation que origi- 
na un desplazamiento inicial, una velocidad inicial, o ambos. No se requieren fuer- 
zas externas para mantener el movimiento. En una vibration forzada, una fuente 
externa sostenida es la responsable de mantenerla. Un ejemplo comun es el “gol- 
peteo” en un automovil, causado por el motor o por las irregularidades del terreno. 
Aquf se consideran las vibraciones forzadas originadas por una funcion de fuerza 
armonica (es decir, que varfa de manera senoidal) o por un desplazamiento armonico 
de soporte. Ademas de ser importante por si misma, la entrada armonica tambien es 
util en el analisis del movimiento forzado mas general, porque cualquier funcion de 
fuerza puede descomponerse en unidades armonicas al expresarse como una serie 
de Fourier. 

a. Funcion de fuerza armonica 

La figura 20.8(a) muestra un sistema masa-resorte amortiguado que esta sujeto a una 
fuerza dependiente del tiempo P = P 0 sen cot. donde P„ es la magnitud de la fuerza 
y oj es su frecuencia circular. La fuerza P es \a function de fuerza armonica y a> es la 
frecuencia de la fuerza. La deflexion estatica del resorte es y x es el desplazamien¬ 
to de la masa desde su posicion de equilibrio. De los diagramas de cuerpo libre y de 
masa-aceleracion que se muestran en la figura 20.8(b), se obtiene para la ecuacion 
diferencial de movimiento 


20.3 


T,F X = ma x +1 mg + Pq sen cut — k(x + A) — cx — mx 
Con la ecuacion de equilibrio mg = k ,1a ecuacion de movimiento se simplifica a 


mx + cx + kx = Pq sen cot 


(20.23) 



Posicion de equilibrio 
con P = 0 



P = P 0 sen cot 
Posicion arbitraria 


kQc + A) 




= 

1 

cot 


t mx 


DLC 


DMA 


(a) 


(b) 


Fig. 20.8 
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La ecuacion (20.23) es diferencial lineal de segundo orden y no homogenea (su 
lado derecho no es igual a cero). Su solucion general puede representarse como la 
suma de la solucion complementaria x c y una solucion particular x p \ es decir, 


x = x c + x p ( 20 . 24 ) 

La solucion complementaria de la ecuacion (20.23) es una solucion de la ecuacion 
homogenea (que se obtuvo al igualar a cero el lado derecho) y la solucion particular 
es cualquiera de la ecuacion completa. 

Observe que la ecuacion homogenea es identica a la ecuacion (20.11). Por tan- 
to, la solucion complementaria de la ecuacion (20.23) esta dada por las ecuaciones 
(20.17), (20.18) o (20.19), dependiendo del factor de amortiguamiento L 

La solucion complementaria, tambien llamada vibracion transitoria, en general 
no es interesante desde un punto de vista practico porque decae con el tiempo. De 
aquf en adelante solo se prestara atencion a la solucion particular, que representa la 
vibracion del estado estacionario. 

Por sustitucion directa, es posible demostrar que una solucion particular de la 
ecuacion (20.23) es 


x p = X sen (u>t — <p ) 


( 20 . 25 ) 


donde la amplitud X esta dada por 


_ Polk _ 

J[l - (w/p) 2 ] 2 + Ww/p) 2 


( 20 . 26 ) 


y el angulo de fase (b (aquel por el cual x p se retrasa de P) es 


4> — tan 


2 t;co/p 
1 — (co/p) 2 


( 20 . 27 ) 


donde p = V k/m es la frecuencia circular no amortiguada y l = c/(2mp) repre¬ 
senta el factor de amortiguamiento. El numerador P„lk en la ecuacion (20.26) es la 
deflexion de frecuencia cero , que es causada por la fuerza constante P 0 (no hay que 
confundirla con la deflexion estatica = mglk). El termino colp (razon de la frecuen¬ 
cia de la fuerza a la frecuencia no amortiguada) es la razon de frecuencia. 

El factor de magnificacion se define como la razon de la amplitud de la vibra¬ 
cion de estado estacionario dividida entre la deflexion de frecuencia cero: 


Factor de magnificacion =-= 

p o/k V (1 - (co/p) 2 ] 2 + ( 2 $colp) 2 


( 20 . 28 ) 
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En la figura 20.9 se ha graficado el factor de magnificacion contra la razon de 
frecuencia. Como se esperaba, el factor de magnificacion es mayor para las fre- 
cuencias cercanas a la resonancia (to = p) si el coeficiente de amortiguamiento es 
suficientemente pequeno (el factor de magnificacion se hace infinite) en la resonancia 
sin amortiguamiento). 


6 
5 
4 

Factor de 
magnificacion 

2 
1 
0 

0 0.5 1 1.5 2 

(Dip 

Fig. 20.9 

Es posible obtener informacion adicional acerca de las graficas de la figura 20.9 
si la ecuacion (20.28) se deriva respecto a &>//? y el resultado se iguala a cero. Este 
procedimiento conduce a la siguiente informacion: 1. en la figura 20.9 todas las 
curvas son tangentes a la horizontal en to//? = 0 y conforme to/p —* 00 ; 2. si 'C >0.707. 
el maximo factor de magnificacion es 1.0 y ocurre en to//? = 0; 3. si l < 0.707, el 
factor de magnificacion alcanza su valor maximo en to//? = x / 1 — 2i; 2 . no en reso¬ 
nancia. 



b. Desplazamiento armonico del soporte 

La figura 20.10(a) muestra un sistema masa-resorte amortiguado viscosamente con 
el soporte que efectua el desplazamiento armonico establecido y = Y sen tot. En 
la figura 20.10(b) se indican los diagramas de cuerpo fibre y de masa-aceleracion. 




Position de equilibrio con 
el soporte estacionario 
en y = 0 


Posicion arbitraria 




DMA 


(a) 


(b) 


Fig. 20.10 
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Observe que x es el desplazamiento de la masa desde su posicion de equilibrio (con 
soporte estacionario en y = 0) y es la deflexion estatica del resorte. Se ve que el 
desplazamiento relativo x — y y la velocidad relativa x — y determinan las fuerzas 
del resorte y de amortiguamiento, respectivamente. A1 aplicar la segunda ley de 
Newton al DCL y al DMA, se obtiene 


Ef, = ma x +J, mg — c(x — y) — k(x — y + A) = mx (a) 


Al observar que mg = k (la ecuacion de equilibrio) e introducir la coordenada de 
posicion relativa z = x — y, la ecuacion (a) se simplifica a 


(b) 


m'z + cz + kz = 


my 


Al sustituir y = Y sen cot en la ecuacion (b), la ecuacion diferencial de movimiento 
queda 


m'z + cz + kz = mYor sen cot 


(20.29) 


Si se comparan las ecuaciones (20.23) y (20.29) se observa que el analisis previo con 
una fuerza armonica tambien es aplicable a un soporte con desplazamiento armoni- 
co, si P 0 se reemplaza por mYur y x por z. Al hacer esos cambios, las ecuaciones de la 
(20.25) a la (20.27) que describen la vibracion de estado estacionario se convierten 
en 


z — Z sen(cuf — 0) 


(20.30) 


donde la amplitud Z y el angulo de fase <f> (por el cual z se retrasa de y) estan dados 
por 


mYur Ik 



7(1 - (co/p) 2 ] 2 + (2 Sco/p) 2 
v (co/p) 2 


(20.31) 


y, como antes, 



(20.32) 


donde p — V k/m y f = c/(2mp). 










Problema de ejemplo 20.5 

El motor electrico y su chasis que se muestran en la figura (a) tienen una masa com- 
binada M. El desequilibrio del rotor es equivalente a una masa m (incluida en M), 
que se localiza a una distancia e del centra O del eje. Guias verticales, un resorte 
de rigidez k y un perno en A soportan el chasis. (El perno en A se inserto cuando 
el motor estaba en reposo en la posicion de equilibrio estatico.) El motor funciona 
con velocidad angular constante w cuando el perno se elimina en el instante en que 
la masa m esta en la posicion que se muestra. 1. Deduzca la ecuacion diferencial 
de movimiento del ensamblado. 2. Grafique el desplazamiento total, transitorio y de 
estado estacionario contra el tiempo, con los datos M = 40 kg, m =1.2 kg, e = 
150 mm, k = 900 N/m yw = 8 rad/s. 

Solution 

El desequilibrio giratorio causa que la posicion del centra de masa del conjunto varie 
con el tiempo, lo que origina vibraciones en la direction vertical (las guias verticales 
evitan el movimiento horizontal del chasis). 

Parte 1 

En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) del ensamblado. Ob¬ 
serve que x es el desplazamiento de O desde su posicion de equilibrio estatico. El 
DCL contiene el peso total Mg del eslabonamiento, que actua en su centra de masa 
G, la fuerza del resorte k(x — ), donde es la deflexion estatica del resorte y la 

fuerza horizontal resultante N ejercida por las guias verticales. El diagrama de masa- 
aceleracion en la figura (b) representa los vectores de inercia (M — m) x y mx aso- 
ciados con el movimiento vertical del ensamblado y el vector de inercia radial mear 
causado por la rotacion de la masa m respecto de O. A1 igualar las fuerzas verticales 
resultantes en el DCL y el DMA, se obtiene 



+| —Mg — k(x — A) — (M — m)x + mx — mew 2 sen wt (a) 












































Despues de eliminar por medio de la ecuacion de equilibrio Mg -k = 0, la ecua¬ 
cion diferencial de movimiento queda 

Mx + kx = mem 2 sen mt Respuesta 

A1 comparar la ecuacion (b) con la (20.23) se observa que son identicas si c = 0 y se 
reemplaza la magnitud P 0 de la funcion de fuerza por mem 2 (algunas veces se hace 
referenda al termino me or como la fuerza centrffuga debida a la masa desequilibra- 
da). 

Parte 2 

Con P 0 = mem 2 y C = 0 (sin amortiguamiento), las ecuaciones (20.26) y (20.27) 
implican 


mem 2 /k 
1 — (m/p) 2 


y 0 = 0 


de modo que la solucion particular de la ecuacion (b) es, vease la ecuacion (20.25), 


mem 2 Ik 

x ’ = I - (o ,w sen “" 


Debido a que el sistema es no amortiguado, la solucion complementaria esta dada 
por la ecuacion (20.4): x c = E senfajf + a). Por tanto, la solucion completa es 

mem 2 /k 

x=x c + x p = E sen(cuf + a) H-r- sentur (c) 

1 — ( m/pY 

Al utilizar los valores numericos dados, se obtiene 


p = Vk/M = V900/40 = 4.743 rad/s 
mem 2 /k 1.2(0.15) (8) 2 /900 


1 — (m/p) 2 


1 _ (8/4.743 ) 2 


= —0.006 938 m = —6.938 mm 


Al sustituir estos valores en la ecuacion (c) resulta 


x(t) — E sen(4.743r + a) — 6.938 sen 8 1 mm (d) 

Realizando la derivada temporal, se obtiene para la velocidad 

x(t) = 4.743 E cos(4.743r + a) — 55.50cos 8 1 mm/s (e) 

Si se sustituyen las condiciones iniciales (x = 0 y x = 0 cuando t = 0) en las ecua¬ 
ciones (d) y (e) da E sen a = 0 y 4.743 E cos a - 55.50 = 0, de donde se obtiene 
a = 0 y E = 11.701 mm. Por tanto, la descripcion del movimiento es 


x(t) = 11.70 sen4.74r — 6.94 sen 8r mm 


Respuesta (f) 
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La figura (c) muestra las graficas de la vibracion transitoria (con el periodo r, = 
2nlp = 2jt/ 4.743 = 1.325 s), de la vibracion de estado estacionario (periodo 
r s = 2jc/w = 2jt/ 8 = 0.785 s) y la superposicion de las dos. Debido a que en la ecua- 
cion (f) el coeficiente de sen ( 8 f ) es negativo, la vibracion de estado estacionario esta 
180° fuera de fase con la rotacion de la masa desequilibrada. 


Problem a de ejemplo 20.6 

Un bloque de peso W esta conectado a un marco rfgido entre un resorte lineal y un 
amortiguador viscoso. El marco esta sujeto al desplazamiento vertical dependiente 
del tiempo y(t) = Y sen tot. El desplazamiento x del bloque se mide desde su posicion 
de equilibrio estatico (con soporte estacionario en y = 0). Determine la solucion de 
estado estacionario para 1 . el desplazamiento relativo z = x — y y 2. el desplaza¬ 
miento absoluto x. Utilice Y = 1.5 pulg, to = 400 rad/s, W = 6 lb, k = 1500 lb/pulg 
y c = 40 lb • s/pie. 

Solucion 

Parte 1 

Ya que el sistema dado es equivalente al que se muestra en la figura 20.10, las ecua- 
ciones de la (20.30) a la (20.32) pueden emplearse para determinar el desplazamien¬ 
to relativo a z ■ Los parametros que aparecen en esas ecuaciones son 





1500(12) 

6/32.2 

40 


= 310.8 rad/s 


2mp 

co 400 
P 


2(6/32.2) (310.8) 


= 0.3453 (subamortiguado) 


310.8 


= 1.287 
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Ahora la amplitud relativa de la solucion de estado estacionario se obtiene de la 
ecuacion (20.31) 


(co/p) 2 

Z = Y 1 - 

Vtl - (co/p) 2 ] 2 + (2!a>/p)* 

_ , s _ (1.287) 2 _ 

y/[l - (1.287) 2 ] 2 + [2(0.3453)(1.287)] 2 

= 2.249 pulg 


y el angulo de fase se calcula con la ecuacion (20.32) 


(p — tan 


2 pco/p 


" 2(0.3453) (1.287)" 

_ 1 — (co/p) 2 _ 


1 - (1.287) 2 


= -0.9347 rad 

Asf el desplazamiento relativo queda 


z(t) — 2.249 sen(400r + 0.9347) pulg Respuesto 


Observe que z(t) se adelanta a y(t) por 0.9347 rad(53.6°). 

Parte 2 

A1 usar la identidad trigonometrica sen(a + b) = sen a cos b + cos a sen /?, la ex- 
presion para z(t) en la parte 1 se puede escribir como 


z(t) — 2.249(cos 0.9347 sen 400f + sen 0.9347 cos 400f) 
= 1.336 sen 400f + 1.809 cos 400t pulg 


Por tanto, la expresion para el desplazamiento absoluto de la masa es 


x = z + y 

= (1.336sen400r + 1.809 cos 400r) + 1.5 sen 400? 

= 2.836 sen 400? + 1.809 cos 400? pulg Respuesta 
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Problemas 


20.32 El sistema masa-resorte esta en reposo en la position de equilibrio x = 0 
cuando se aplica la fuerza armonica P(t) = P 0 sen cot en t = 0, donde P 0 = 100 N 
y a> = 25 rad/s. Determine: (a) la expresion para el desplazamiento x(t) (incluya 
las soluciones transitoria y de estado estacionario); (b) el factor de magnification y 
(c) el maximo valor de x(t). 

20.33 La masa montada en el resorte es afectada por la fuerza P(t) = P„ sen cot, 
donde P 0 = 100 N. Calcule los dos valores de co para los cuales la amplitud de la 
vibration de estado estacionario es 50 mm. 



20.34 El peso de 0.5 lb esta suspendido de un marco rigido. El perno A en el 
extremo del brazo OA encaja en una ranura del marco, haciendo que este oscile en 
la direction vertical conforme el brazo gira. Si la velocidad angular de OA es co = 
35 rad/s, establezca la amplitud de la vibration de estado estacionario del peso re- 
lativa al marco. 


Fig. P20.32, P20.33 



Fig. P20.34 


20.35 El bloque de masa m = 4 kg esta unido a un resorte de rigidez k. Cuando la 
fuerza armonica P 0 sen cot se aplica al bloque en donde P 0 = 0.25 lb y co = 6 rad/s, 
la amplitud de estado estacionario es 7.5 mm. Encuentre los dos valores posibles 
de k. 

20.36 El sistema masa-resorte se encuentra bajo la action de la fuerza armonica 
P 0 sen cot. Cuando co = 5 rad/s, la amplitud de estado estacionario del bloque es 
20 mm. Cuando la frecuencia se incrementa a co = 10 rad/s, con P„ sin alterar, 
la amplitud cambia a 4 mm. Determine: (a) la frecuencia natural p del sistema y 
(b) la deflexion de frecuencia cero P 0 lk. 

,20.37 LI sistema que se muestra consiste en la masa m = 6 kg y un resorte no 
lineal. La relation fuerza-extension en el resorte es F = kx[ 1 4- (x/bf], donde x se 
mide en metros, k = 1200 N/m y b = 0.25 m. La amplitud y frecuencia de la fuerza 
que actua son P 0 = 60 N y co = 14.142 rad/s, respectivamente, y la ultima es igual 
a la frecuencia circular natural del sistema para amplitudes pequenas. (Observe que 
si x « b, entonces F ~ kxy p = V k/m = V1200/6 = 14.142 rad/s.) 





m 


II 


Pq sen cot 


A 


Fig. P20.35-P20.37 
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El sistema parte del reposo en la posicion de equilibrio x = 0 cuando t = 0. (a) De- 
muestre que la ecuacion diferencial de movimiento es 




—► X 



IV 
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n 



0 0 
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b |-— 


Fig. P20.38 


x = — 200.r(l + I6x 2 ) + 10 sen 14.142r m/s 2 

(b) Integre la ecuacion de movimiento numericamente det = 0a/ = 2sy trace la 
grafica de x contra t. 

20.38 El bloque de peso W = 2.4 lb esta conectado a la mesa oscilatoria mediante 
un resorte de rigidez k = 12 lb/pulg. Cuando el resorte no esta deformado, la distan- 
cia entre el bloque y un tope unido a la mesa es b = 1.0 pulg. Si la mesa se excita en 
y = 0.25 sen (cot) pulg, determine el rango de a> de manera que el bloque no choque 
con el tope. Solo considere la vibracion de estado estacionario. 

20.39 El contenedor del sistema que se muestra experimenta el desplazamiento 
vertical y(t) = Y sen cot. Si se sabe que Z = 5Y, donde Z es la amplitud de estado 
estacionario de la masa m relativa al soporte, obtenga la frecuencia forzada co. 



Fig. P20.39 




20.40 Un motor electrico y su base, con una masa combinada de M = 12 kg, se 
apoyan en cuatro resortes identicos, cada uno con rigidez k = 480 kN/m. El dese- 
quilibrio del motor es equivalente a una masa m = 0.005 kg que se localiza a una 
distancia e = 90 mm de su eje. (a) Calcule la rapidez angular del motor que causarfa 
resonancia. (b) Encuentre el desplazamiento maximo de estado estacionario del mo¬ 
tor cuando su velocidad angular es 99% de la rapidez en resonancia. 

20.41 El pendulo de longitud L y masa m esta suspendido de un collarin desli- 
zante. Si se impone sobre el collarin el desplazamiento horizontal y(t) = Y sen cot, 
pruebe que para 0 suficientemente pequeno, la amplitud de estado estacionario del 
pendulo es 


co 2 L Y 

20.42 El pendulo de longitud L= 1.09 m esta suspendido de un collarin deslizan- 
te, cuyo desplazamiento lo da y(t) = 0.545 sen (5 1) m, en donde t esta en segundos. 
Se sabe que al tiempo t = 0, 0 = 30° y 6 = 0. (a) Deduzca la ecuacion diferencial 
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de movimiento para el pendulo, eligiendo 9 como la coordenada independiente (no 
limite 6 a los angulos pequenos). (b) Integre numericamente la ecuacion de movi¬ 
miento de r = 0 a f = 10 sy trace la grafica de 0 contra t para el periodo de integra¬ 
tion. (c) Describa el movimiento del pendulo durante este periodo. 

20.43 Cuando la masa m esta unida al extremo de una ligera barra elastica, su 
deflexion estatica es 0.8 pulg. Entonces se da al collarin deslizante que soporta a la 
varilla un desplazamiento vertical armonico de amplitud 0.2 pulg con una frecuencia 
circular de 18 rad/s. Determine la amplitud de estado estacionario de la masa relativa 
al collarin. 

20.44 Un motor ligeramente desequilibrado de peso W esta unido a la mitad de 
una ligera viga elastica. El desequilibrio es equivalente a un peso W/400 que se loca- 
liza a una distancia e = 8 pulg del eje del motor. Cuando este rota con co = 1280 rev/ 
min, se sabe que esta es menor que la rapidez de resonancia, entonces su amplitud 
de estado estacionario es x max = 0.04 pulg. Encuentre la rapidez angular del motor 
en la que ocurrira la resonancia. 

20.45 Para el sistema amortiguado que se muestra, paiebe que la maxima am¬ 
plitud de estado estacionario, para un factor de amortiguamiento l dado, ocurre en 
la razon de frecuencia colp = ^/l — 2 £ 2 para t , 2 < 1/2. Tambien demuestre que la 
amplitud maxima correspondiente es 


Po/k 


20.46 Para el sistema que se muestra, m = 0.2 kg y k = 2880 N/m. Cuando esta 
bajo la action de la fuerza armonica de amplitud P 0 , se observa que la amplitud de 
la vibration de estado estacionario es la misma en co = 96.0 rad/s y en co = 126.4 
rad/s. Calcule el coeficiente de amortiguamiento c. 

20.47 Para el sistema que se muestra, mg = 30 lb, k = 60 lb/pie y c = 8 lb • s/pie. 
La frecuencia co de la fuerza aplicada es la mitad de la frecuencia resonante. Deter¬ 
mine la amplitud P 0 de dicha fuerza si la amplitud del estado estacionario es 3 pulg. 

20 . 4 f La masa m = 0.5 slugs esta suspendida de un resorte no lineal y de un 
amortiguador viscoso con el coeficiente de amortiguamiento c = 18.6 lb • s/pie. 
La relation fuerza-deformacion del resorte es F = kx[ 1 + ( xlb ) 2 ] lb, donde k = 
10 lb/pulg, b = 2 pulg y x se mide en pulgadas desde la posicion no deformada 
del resorte. La amplitud de la fuerza aplicada es P 0 = 10 lb y su frecuencia circular 
es (o = 12 rad/s. (a) Demuestre que la ecuacion diferencial de movimiento de la 
masa es 


x = — 240.r(l + 36x 2 ) — 37. 2x + 32.2 + 20 sen 12? pies/s 2 

donde x es el desplazamiento en pies que se mide desde la posicion no deformada del 
resorte (no de la posicion de equilibrio) y t es el tiempo en segundos. (b) Utilice la 
integracion numerica a fin de determinar los valores maximo y mini mo de x para el 
movimiento de estado estacionario. ( Sugerencia: inicie con el sistema en reposo en 
la posicion de equilibrio e integre hasta que el termino transitorio se haya disipado). 
/ El movimiento es simetrico respecto a la posicion de equilibrio? 



Fig. P20.43 



Fig. P20.44 



Pq sen ft)? 

Fig. P20.45-P20.48 
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0.2 kg 


: 



y(t) = Y sen cot 


Fig. P20.52 



20.49 (a) Deduzca la ecuacion diferencial de movimiento para el sistema que se 

muestra. (b) Calcule la amplitud de la vibracion de estado estacionario y el angulo 
de fase si W = 6 lb, k = 500 lb/pie, c = 18 lb • s/pie, Y = 1.5 pulg y co = 20 rad/s. 




Y sen cot 


k 


c 


□ 


Fig. P20.49 Fig. P20.50 


20.50 (a) Deduzca la ecuacion diferencial de movimiento para el sistema que se 
muestra. (b) Determine la amplitud de la vibracion de estado estacionario y el an¬ 
gulo de manera que x se retrase de y si m = 6 kg, k = 8 kN/m, c = 40 N • s/m, Y = 
80 mm y co = 30 rad/s. 

20.51 Determine la expresion para el desplazamiento de estado estacionario x(t) 
del bloque si P 0 = 0.1 lb y co = 60 rad/s. ix(t) se adelanta o se retrasa al desplaza¬ 
miento y(t) impuesto? 

20.52 Encuentre la expresion para la respuesta de estado estacionario x(t) del blo¬ 
que si Y = 10 mm y co = 600 rad/s. /x(0 se retrasa o se adelanta al desplazamiento 
y(t) impuesto? 

20.53 El bloque A esta conectado a la mesa oscilatoria B por medio de un resorte 
y un amortiguador viscoso. Cuando el desplazamiento horizontal y(t) = Y sen cot se 
impone sobre la mesa, el desplazamiento de estado estacionario resultante del blo¬ 
que relativo a la mesa es z(t) = Z sen(cuf — cp). Demuestre que si el factor de amor- 
tiguamiento p > 1/V2, entonces Z nunca excede a Y sin importar el valor de co. 



Fig. P20.53-P20.55 

20.54 Para el sistema que se describe en el problema 20.53, obtenga el mayor 
valor posible de Z y la razon de frecuencia wlp correspondiente si u = 1/2. 


20.55 P ara e l sistema que se muestra, W = 12 lb, k = 160 lb/pie y c = 
2.5 lb ■ s/pie. El desplazamiento horizontal impuesto sobre la mesa B es y(t) = 1.0 
sen (18f) pulg, donde el tiempo t se mide en segundos. Determine la amplitud de 
estado estacionario del bloque. 

20.56 Un motor electrico y su base tienen una masa combinada de M = 12 kg. 
Cada uno de los cuatro resortes unidos a la base tiene una rigidez k = 480 kN/m y un 
coeficiente de amortiguamiento viscoso c. El desequilibrio del motor es equivalente 
a una masa m = 0.005 kg que se localiza a una distancia e = 90 mm del centra del 
eje. Cuando el motor funciona con co = 400 rad/s, su amplitud de estado estacionario 
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es 1.8 mm. Determine: (a) el coeficiente de amortiguamiento de cada resorte y (b) el 
angulo de fase entre el desplazamiento del motor y cot. 

20.57 Cuando el sistema esta en la posicion que se muestra, el resorte no tiene 
deformacion. Obtenga la amplitud de la vibracion de estado estacionario del peso C 
causado por la funcion de fuerza armonica que actua en A. Desprecie todos los pesos 
excepto el de C. 

20.58 (a) Deduzca la ecuacion diferencial de movimiento para el bloque de 10 kg 
en terminos de su desplazamiento absoluto x(t). (b) Determine la expresion para la 
respuesta de estado estacionario si la frecuencia de fuerza <0 es igual a la frecuencia 
natural p del sistema. 


1=1)- 

50 N/m 

MMMMtr 

3 

10 kg 

100 N/m r 

bi-n- 1 


► y(t) = 5 sen cot mm 



Fig. P20.58 

20.59 Las dos masas estan unidas a la barra en forma de L que es libre de rotar 
respecto al perno en O. (a) Despreciando la masa de la barra, deduzca la ecuacion di¬ 
ferencial de movimiento para los pequenos desplazamientos angulares 6 de la barra. 
(b) Calcule la amplitud © y el angulo de fase <fi de la vibracion de estado estacionario 
si m = 0.6 kg, k = 150 N/m, c = 4 N ■ s/m, b = 0.5 m, f’ 0 = 2Nyw = 8 rad/s. 




20.60 Un cilindro de hierro esta suspendido de un resorte y se coloca en un con- 
tenedor lleno de fluido. Un electroiman en la base del contenedor aplica la fuerza 
P(t) = P 0 sen cot al cilindro, donde P 0 = 1.0 kN y co = 500 rad/s. La fuerza de 
amortiguamiento que actua sobre el cilindro debido al fluido es F d = cx 2 , donde c = 
250 N • s 2 /m 2 . (a) Deduzca la ecuacion diferencial de movimiento del cilindro. (b) 
Estime la amplitud de estado estacionario del cilindro por medio de la integracion 
numerica de la ecuacion de movimiento. [Sugerencia: comience con la condicion 
inicial x(0) = i(0) = 0, e integre hasta que se haya eliminado el movimiento tran- 
sitorio.] 
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20.6l El peso de 0.5 lb esta suspendido de un marco rfgido como se muestra. El 
perno A, en el extremo del brazo OA en rotation, encaja en una ranura en el marco 
haciendo que este oscile en la direction vertical. El brazo se acelera de manera 
uniforme a partir del reposo enf = 0y#=0a razon u> = 100 rad/s 2 , (a) Pruebe 
que la ecuacion diferencial de movimiento del peso en terminos del desplazamiento 
relativo z = x — y es 

z = - 1546z - 7.73j - 4.17(cos50r - 100r 2 sen50r) pies/s 2 

donde z y t se miden en pies y segundos, respectivamente. (b) Utilice la integration 
numerica para obtener la grafica de z contra t desde t = 0 hasta t = 1.0 s. (c) Aplique 
los resultados numericos de la parte (b) para determinar el valor mayor de z. 



Fig. P20.61 


20.4 


Vibraciones de un cuerpo rfgido 


El analisis de las vibraciones de un cuerpo rfgido no es en esencia distinto del 
de las particulas que vibran. Primero se deduce la ecuacion de movimiento em- 
pleando los diagramas de cuerpo libre y de masa-aceleracion del cuerpo y entonces 
se busca una solucion de dicha ecuacion. Si el sistema es lineal, la ecuacion de mo¬ 
vimiento sera diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes. Para 
un sistema bajo accion armonica con un grado de libertad, esta ecuacion tendra la 
forma general 


Mq + Cq + Kq = Fo sen cut ( 20 . 33 ) 

donde q es una variable que define la posicion del cuerpo (puede ser una coordenada 
de posicion lineal o angular). La ecuacion (20.33) tiene la misma forma que la de 
movimiento para una partfcula, mx + cx + kx = P 0 sen cot, entonces su solucion 
puede escribirse por analogla. Por ejemplo, la solucion del movimiento de estado 
estacionario de fuerza es 


q — Q sen(<wf — (p) 


(20.34a) 


donde 


Q = 


_ Fq/K_ _ 

V[l-(«/p ) 2 ] 2 + (2C«/p) 2 


(20.34b) 
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y 


(p = tan' 


It; col p 
1 — (co/p) 2 


( 20 . 34 c) 


Los parametros que se presentan en las ecuaciones anteriores para Q y cb son 


Frecuencia circular no amortiguada 
Constante de amortiguamiento crftico 
Factor de amortiguamiento 



C cr = 2 Mp 

c _ c 

^ ~C^~2Mp 


(20.34d) 


La expresion para la vibracion transitoria puede escribirse de la misma manera (su 
forma dependeria de si el movimiento es sobreamortiguado, subamortiguado o crf- 
ticamente amortiguado). 

Como ejemplo considere el disco no homogeneo de radio R y masa m que se 
muestra en la figura 20.11(a). El centra de masa G del disco se localiza a la distancia 
e del perno O y su momento de inercia respecto a O es I a . Un resorte lineal y un 
amortiguador viscoso estan unidos a la periferia del disco en ,4 y B. respectivamente. 
Sobre el disco tambien actua un par M 0 sen cot en sentido negativo (de las manecillas 
del reloj). Suponga que la tension del resorte se ajusta de manera que la recta OG 
este horizontal cuando el disco ocupe su posicion de equilibrio estatico. Por tanto, la 
deflexion estatica del resorte en equilibrio satisface la ecuacion mge = kR . 



(a) Posicion de equilibrio 



Fig. 20.11 

Para deducir la ecuacion para el movimiento de rotacion del disco se dibujo el 
DCL que se muestra en la figura 20.11(b). La posicion angular del disco se indica 
con el angulo 9, si se supone que la rotacion en el sentido de las manecillas del reloj 
es positiva. Durante el analisis se supone que 6 es pequeno, asf que puede emplearse 
sen 9 — 9 y cos 9—1. Con esas aproximaciones, el desplazamiento del punto A es 
R9 (hacia abajo) y la velocidad del punto B es R9 (hacia arriba). Esto da las fuerzas 
del resorte y de amortiguamiento que se muestran en el DCL. Sin necesidad de 
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dibujar el diagrama de masa-aceleracion del disco, es posible sumar los momentos 
respecto de O para obtener la ecuacion de movimiento 

= I o 0 ^+) Mq senoif — k(R6 + A)R — ( cR9)R + mge = Io 'd 

A1 utilizar la ecuacion de equilibrio mge = kR y reacomodar los terminos, se ob- 
tiene 


IqO + cR 2 9 + kR 2 0 = Mq sen cot 


(a) 


A1 comparar la ecuacion (a) con la (20.33) se encuentra que son de la misma forma, 
los coeficientes de la ecuacion (20.33) son 


M = I 0 C = cR 2 K = kR 1 F 0 = Mq 


(b) 


Se concluye, por tanto, que la vibracion de estado estacionario del disco es armonica 
para las oscilaciones pequenas y el movimiento puede determinarse directamente de 
las ecuaciones (20.34). Por ejemplo, la frecuencia circular no amortiguada es 



El coeficiente de amortiguamiento crftico se obtiene de C cl = 2 Mp, que de acuerdo 
con las sustituciones de la ecuacion (b) se convierte en 


( cR 2 ) CI = 2 I 0 p 



R 2 


por lo que 




Problema de ejemplo 20JJ 

En la figura (a), la barra delgada homogenea de masa m y longitud L esta sostenida 
por un perno en O. La barra tambien esta conectada a un resorte ideal y a un amor- 
tiguador viscoso en los puntos Ay B, respectivamente. Inicialmente la barra esta en 
equilibrio en la posicion que se muestra con el resorte no deformado. 1. Deduzca la 
ecuacion diferencial de movimiento para los pequenos desplazamientos angulares 
de la barra. 2. Determine si la barra esta sobreamortiguada o subamortiguada, dado 
que m = 12 kg, L = 800 mm, a = 400 mm, k = 80 N/m y c = 20 N • s/m. 



Solution 

Parte l 

La figura (b) muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) de la barra cuando esta se 
desplaza un angulo pequeno 9, en sentido positivo, respecto a la vertical. Los des¬ 
plazamientos horizontales x G (G es el centra de masa), x A y x„ que se muestran en la 
figura se obtuvieron en la aproximacion del angulo pequeno sen 9 — 9. Las fuerzas 
que actuan sobre la barra son su peso mg, la fuerza del resorte k(a9) (recuerde que 
este ultimo no esta deformado cuando x A = 0) y la fuerza de amortiguamiento c(L9) 
debida al amortiguador. 

La ecuacion diferencial de movimiento se deduce sumando los momentos res¬ 
pecto al punto O, con lo que se elimina la reaccion del perno. Ya que O es un punto fijo, 
entonces una ecuacion de movimiento valida es 2M 0 = I 0 9. Del DCL en la figura (b) 
y con la aproximacion cos 9 — 1, se obtiene 


HM 0 = Io9 3 ) 


L 

mg-9 


(. ka0)a - ( cL6)L = I 0 9 

























que, despues de reacomodar los terminos, queda 


I o 0 + cL 2 6 + 




Respuesta (a) 


Parte 2 

A1 comparar la ecuacion (a) con la (20.33), se concluye que 


0 0 msL 

M = I 0 C = cL 2 K = ka 2 + 

Por tanto, la frecuencia circular no amortiguada es [vease la ecuacion (20.34d)] 


P = 


I ka 2 + (mg LI 2) 


m y i 0 

Con I 0 = mill's = 12(0.8) 2 /3 = 2.560 kg • m 2 , esta es 


80(0.4) 2 + [12(9.81)(0.8)/2] 
2.560 


= 4.837 rad/s 


De la ecuacion (20.34d) tambien se obtiene que C cr = 2Mp. que en este caso equi- 
vale a c cr L 2 = 2I 0 p, asi 


2 lop 2(2.560)(4.837) ^ xT # 

c„ = — r— = - r -= 38.70 N • s/m 


L 2 


( 0 . 8)2 


Como la constante de amortiguamiento dada c = 20 N • s/m es menor que c cr , se 
concluye que la barra esta subamortiguada. 
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Problemas 


20.62 La barra delgada uniforme de masa m esta en equilibrio en la posicion hori¬ 
zontal que se muestra. Calcule la frecuencia/de las oscilaciones pequenas respecto 
a la posicion de equilibrio. 


L 



20.63 Cada una de las dos placas delgadas homogeneas esta unida a una varilla 
elastica identica que actua como un resorte de torsion lineal (es decir. el momento de 
torsion restaurador es proporcional al desplazamiento angular). Si la frecuencia 
de la oscilacion torsional de la placa circular de masa m, es f u encuentre la frecuen¬ 
cia f 2 de la placa cuadrada de masa m 2 . 

20.64 El cuerpo rrgido, que esta suspendido de un perno en A, se desplaza lige- 
ramente de su posicion de equilibrio y se suelta. (a) Demuestre que la frecuencia 
circular de la vibracion resultante es 


P = 



donde y es la distancia de A al centra de masa G y k es el radio de giro del cuerpo 
respecto a G. (b) Determine la mayor frecuencia circular posible y el valor de y 
correspondiente. 




Fig. P20.63 



20.65 El centra de masa del pendulo que se muestra esta en G. Cuando el pen- 
dulo se suspende del perno en A, el periodo para las oscilaciones pequenas es 1 .6 s. 
Obtenga el periodo si el perno se mueve a B. (Sugerencia: vease el problema 20.64). 


20.66 La barra uniforme de masa m esta en equilibrio en la posicion horizontal, 
(a) Deduzca la ecuacion diferencial de movimiento para las pequenas oscilaciones 
de la barra. (b) Determine el factor de amortiguamiento dado que m = 20 kg, c x = 
25 N • s/m, c 2 = 16 N • s/m y k = 80 N/m. 



Fig. P20.66 

20.67 La barra delgada uniforme de masa m esta rrgidamente unida al disco ho- 
mogeneo de masa 3m. El ensamblado tiene libertad para rotar respecto al perno 


a 


L 


50 mm 


200 mm 



Fig. P20.65 
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en O. Obtenga la frecuencia/de las oscilaciones pequenas respecto a la position de 
equilibrio que se muestra. 

20.6 La placa uniforme de 8 kg soportada por el perno en O esta en equilibrio 
en la position que se muestra. Encuentre la frecuencia/de las oscilaciones pequenas 
respecto a esta position. 



Fig. P20.68 

20.69 El radio de giro del disco de 30 lb respecto a su centra de gravedad G es 
k = 15 pulg. Un extremo del resorte esta unido al disco en A y el otro extremo al 
bloque B. El disco se encuentra en equilibrio estatico en la position que se muestra 
cuando se impone el desplazamiento y(t ) = 0.5 sen 25 1 pulg sobre B (1 es el tiempo 
en segundos). Suponiendo que el disco no se deslice sobre la superficie horizon¬ 
tal, (a) deduzca la ecuacion diferencial de movimiento del disco en terminos de su 
desplazamiento angular 6 y (b) determine la amplitud de la oscilacion de estado 
estacionario en el punto G. 




20.70 La barra uniforme de longitud 0.75 m descansa en un canal circular sin fric¬ 
tion de radio 0.5 m. Si la barra se desplaza ligeramente de la position de equilibrio y 
despues se libera, calcule la frecuencia natural de la oscilacion resultante. 



20.71 Cuando se perturba el equilibrio del disco uniforme de 12 lb, este rueda 
hacia adelante y atras sin deslizarse sobre la base rfgida. Si el desplazamiento maxi- 
mo del centra del disco es 1.0 pulg respecto a su position de equilibrio, encuentre: 
(a) la frecuencia circular de la oscilacion y (b) el coeficiente de friction mini mo 
entre el disco y la base. 


Fig. P20.71 


20.72 Cuando la varilla uniforme AB de 1.8 lb esta en la position vertical, los 
dos resortes de rigidez k = 100 lb/pie no tienen deformation. El peso de la barra 
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horizontal unida a la varilla en A es despreciable. Si el soporte C experimenta el 
desplazamiento angular armonico ji(t) = /3 0 sen cot, donde f3 0 = 2° y co = 7.5 rad/s, 
encuentre la amplitud angular de estado estacionario de la barra AB. 

20.73 La barra delgada uniforme de masa m esta inicialmente en equilibrio estati- 
co en la posicion que se muestra. Despues rota ligeramente y se suelta. (a) Deduzca 
la ecuacion diferencial de movimiento en terminos del desplazamiento angular 6 
de la barra. (b) Si m = 6 kg y k = 3 kN/m, obtenga el coeficiente de amortiguamien- 
to c que dara una vibracion criticamente amortiguada. 




Fig. P20.72 



18 pulg 


n 


m 1 


2 pulg 2 pulg 


Fig. P20.73 

20.74 La plataforma, sostenida por un perno en B y un resorte en C, esta en equi¬ 
librio en la posicion que se muestra. Cuando se desconecta el amortiguador viscoso 
en A, la frecuencia del sistema para las amplitudes pequenas es 2.22 Hz. Encuentre 
el coeficiente de amortiguamiento c que resultana en un sistema criticamente amor- 
tiguado. 




y(t) 


Fig. P20.75, P20.76 


20.75 La barra uniforme AOB de 12 kg esta sujeta con un pasador al vagon en 
O. El vagon experimenta el desplazamiento armonico y(t) = Y sen cot, donde Y = 
10 mm y co = 2 rad/s. Calcule la amplitud angular de estado estacionario de la barra 
para las amplitudes pequenas. 

20.76 La barra uniforme AOB de 12 kg esta sujeta con un pasador al vagon en O. 
La barra esta en reposo en la posicion vertical en t = 0 cuando se impone al vagon 
un desplazamiento armonico y(t) = Y sen pt, donde p es la frecuencia resonante para 
las amplitudes pequenas y Y = 10 mm. (a) Pruebe que la ecuacion diferencial de 
movimiento para la barra es 

9= — 12.263 sen0 + 0.15331 cos 6 sen3.502r rad/s 2 
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(b) Integre la ecuacion de movimiento numericamente de f = 0 a r = 50 s y trace la 
grafica de 6 contra t. (c) Por inspection de la grafica, estime el valor maximo de 0. 

20.77 El radio del disco uniforme de 60 kg es R = 500 mm. El espacio entre la 
masa de 80 kg y la ranura vertical esta lubricado, lo que proporciona un amortigua- 
miento viscoso con un factor de t, = 0.15. Si el par M(1) = M 0 sen cot actua sobre 
el disco, donde M 0 = 40N-myw = 5 rad/s, determine el desplazamiento angular 
de estado estacionario 6(f) del disco. Suponga que el cable permanece tenso y no se 
desliza sobre el disco. 

20.78 El disco uniforme de 6 lb oscila respecto al perno en A. Este ultimo esta 
lubricado con grasa espesa, que da una resistencia de rotation equivalente a un par 
de amortiguamiento viscoso M d = —c6, donde c es una constante. Si el periodo de 
oscilacion es 1.468 s, calcule (a) la razon de amortiguamiento y (b) la constante c. 



*20.79 La ecuacion diferencial de movimiento para un sistema no amortiguado 
con fuerzas externas constantes, de la ecuacion (20.45), es Mq + Kq = F, donde F 
es la fuerza generalizada constante. Demuestre que la grafica de q/p contra q es el 
circulo que se muestra, donde p es la frecuencia circular natural del sistema. (Nota: 
el circulo se llama grafica del sistema en el piano fase. Graficas de este tipo pueden 
ser muy utiles al describir el comportamiento de los sistemas complejos con un solo 
grado de libertad. Vease, por ejemplo, el problema 20.80.) 


k 



Fig. P20.79 
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* 20.80 La ecuacion diferencial de movimiento para un sistema sujeto a un amor- 
tiguamiento de Coulomb (friccion seca) de magnitud constante es 


Mq + Kq = 



si q > 0 
si q < 0 


donde F es la fuerza de friccion constante generalizada. Suponga que el sistema se 
libera del reposo en q = q 0 y sea F = 0.15 Kq,,. (a) Dibuje la grafica del sistema en 
el piano fase. ( Sugerencia: vease el problema 20.79.) (b) De la grafica en el piano 
fase, determine la reduccion de la amplitud en cada ciclo de oscilacion y el punto en 
que el sistema llega al reposo. 


Metodos basados en la conservacion 
de la energfa 

Aqui se examinan dos metodos convenientes para analizar las vibraciones libres, no 
amortiguadas, con un solo grado de libertad: el de energfa y el principio de Rayleigh. 
Ambos se apoyan en el principio de conservacion de la energfa mecanica. 

a. Metodo de energfa 

Hasta ahora, el analisis de un sistema que vibra inicio con la deduccion de la ecua¬ 
cion diferencial de movimiento empleando un diagrama de cuerpo libre y la segunda 
ley de Newton. Cuando un sistema es conservative (no hay amortiguamiento o es 
despreciable), es posible saltarse la ecuacion de movimiento y obtener la frecuencia 
natural directamente del principio de conservacion de la energfa mecanica. 

Si todas las fuerzas que actuan sobre un sistema mecanico son conservativas, 
entonces se conserva la energfa mecanica total del sistema. Es deck, 


* 20.5 


T + V = constante 


(20.35) 


donde T es la energfa cinetica del sistema y V representa la energfa potencial de las 
fuerzas que actuan sobre este. Suponga que el sistema es lineal (su respuesta es pro- 
porcional a las fuerzas aplicadas), que tiene un grado de libertad y q es la coordenada 
de posicion generalizada correspondiente. Su energfa cinetica tiene la forma 



( 20 . 36 ) 


donde la constante M es la masa generalizada del sistema. 





588 CAPfrULO 20 Vibraciones 


La energfa potencial de un sistema lineal siempre es una forma cuadratica en q: 


V = V 0 + F„q + '-Kq 2 ( 20 . 37 ) 

donde Vo, F 0 y K son constantes. Para facilitar las deducciones que siguen, se supone 
que q = 0 corresponde a la posicion de equilibrio estatico del sistema. Por inspec- 
cion de la ecuacion (20.37), se observa que Vo es la energfa potencial del sistema 
en la posicion de equilibrio. Ademas, ya que la condition de equilibrio estatico es 
dV/dq\ q=0 = 0, se concluye que F 0 = 0, entonces la energfa potencial queda 

V = V 0 + l ~Kq 2 ( 20 . 38 ) 

A1 sustituir las ecuaciones (20.36) y (20.38) en la (20.35) y derivar respecto al 
tiempo, se obtiene 


+ + !*,=) = 0 

que conduce a (Mq + Kq)q = 0. Descartando la solution trivial q = 0, se obtiene 
la ecuacion de movimiento 


donde 


q + p 2 q = 0 



( 20 . 39 ) 


( 20 . 40 ) 


Como la ecuacion (20.39) tiene la misma forma que la (20.1b), se concluye que p es 
la frecuencia circular del sistema. 

En resumen, el procedimiento para calcular, utilizando la conservacion de la 
energfa, la frecuencia circular de un sistema no amortiguado es: 

• Elegir una coordenada de posicion q de manera que q = 0 en el equilibrio es¬ 
tatico. 

• Deducir la expresion para la energfa potencial V en una posicion arbitraria. 
(Cuando se hagan aproximaciones de desplazamientos pequenos, como sen q ~ 
q y cos q~ 1 —q 2 l 2 , hay que asegurarse de mantener todos los terminos cua- 
draticos y lineales en q). Identificar K comparando su expresion con la ecuacion 
(20.37). 

• Obtener la expresion para la energfa cinetica T en una posicion arbitraria e iden¬ 
tificar M comparando la expresion con la ecuacion (20.36). 

• Calcular la frecuencia circular con p — V KIM. 

b. Principio de Rayleigh 

En algunos casos, las complicaciones geometricas dificultan el calculo de la energfa 
cinetica en una posicion arbitraria. Esos casos se analizan mejor con el principio 
de Rayleigh, que es una variante del principio de conservacion de la energfa. Este 
principio solo requiere la energfa cinetica en una posicion especffica del sistema, 
lo que simplifica la geometrfa. El metodo tambien puede aplicarse para un analisis 
aproximado de los sistemas cuyo movimiento no es puramente armonico. 
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Como antes, se supone que el sistema es lineal con un solo grado de libertad. 
Sea q la coordenada de posicion generalizada, de manera que q = 0 cn la posicion de 
equilibrio estatico. De la conservacion de la energfa mecanica en la ecuacion (20.35) 
se establecen las siguientes conclusiones: 

• La posicion de energfa cinetica maxima tambien es la posicion de energfa 
potencial minima. De acuerdo con la ecuacion (20.38), V min = V„ ocurre en 
q = 0; por tanto 7' IIUIX tambien sucede en q = 0. 

• La posicion de energfa potencial maxima tambien es la de energfa cinetica 
minima. Observe que en esta posicion q = 0, tal que T„„„ = 0. 

La conservacion de la energfa mecanica requiere que 7 max + V min = T min + V max . 
Se tiene que V min = V n y T mm = 0, entonces el balance de energfa da 


7max — Lnax Vo (20.4l) 

que se conoce como el principio de Rayleigh. Si el piano de referenda para la ener¬ 
gfa potencial se elige de modo que Vo = 0, este principio adopta la forma mas con- 
vencional 7 max = V max . En la ecuacion (20.41) se tiene 


Vmax — Vo + ^ K q max 


Tmax — ^ fVf'fma 


2 

max 


(a) 


Cuando se aplica el principio de Rayleigh, se debe suponer que el movimiento es 
armonico simple: q = A sen (pt + a). Por tanto, c/ max = A y q msix = Ap, o 


^/rriax — PQ max 


(20.42) 


A1 sustituir las ecuaciones (a) y (20.42) en la (20.41), se obtiene 


1 

2 


P-Mll 


1 


Vo +-Kq 


2 

max 


- Vo 


de donde p = V KIM como antes. 

El procedimiento para aplicar el metodo de Rayleigh es: 

• Elegir una coordenada de posicion generalizada q de manera que q = 0 en equi¬ 
librio estatico. 

• Deducir la expresion para la energfa potencial V en la posicion q = c/ rnax , obte- 
niendo asf V max como una funcion de q max . (A1 hacer aproximaciones de despla- 
zamientos pequenos, asegurese de mantener los terminos lineales y cuadraticos 
en q max .) 

• Deducir la expresion para la energfa cinetica T en la posicion de equilibrio esta¬ 
tico q = 0. El resultado es 7 max como una funcion de c/ m . lx . 

• Sustituir q max pq max en la expresion para 7' max , obteniendo 7’ max como una funcion 
ele q max . 

• Sustituir las expresiones para T max y V max en la ecuacion (20.41) y resolver para 
p (la q max invariablemente se eliminara). 




(a) 



Problema de ejemplo 20.8 

En la figura (a), el cuerpo rfgido consiste en las pequenas masas m, y m-,. que estan 
conectadas a los extremos de una barra ligera que rota respecto a un perno en O. El 
resorte ideal no esta deformado cuando la barra es vertical. Determine la frecuencia 
circular de pequenas vibraciones. 

Solution 

Debido a que la energfa cinetica del sistema se calcula facilmente, este problema 
esta bien adaptado a una solution en la que se usa la conservation de la energfa. 
Como la coordenada de posicion se elige el angulo 9 que se muestra en la figura 
(b). Observe que 9 = 0 es la posicion de equilibrio estatico, como se requiere con el 
metodo de energfa. A1 tomar la posicion de equilibrio como el piano de referenda 
para la energfa potencial y referirse a la figura (b), se obtiene 

1 2 

V = m\gh\ - m 2 gh 2 + -k(e6) 

donde h, = a( 1 — cos 9) y h 2 = b(l — cos 9). Con la aproximacion cos 9 ~ 1 - 9 2 I2, 
se obtiene h, ~ a6 2 /2 y h 2 ~ b9 1 /2. Por tanto, la energfa potencial queda 

V = ~(m\ga — m 2 gb + ke 2 )9 2 
La comparacion con la ecuacion (20.37) resulta 

K = m\ga — m 2 gb + ke 2 

Ya que O es un punto fijo, la energfa cinetica del sistema es 
T = \lo0 2 = ma 2 + m 2 b 2 )6 2 

A1 comparar esto con la ecuacion (20.36) se concluye que 

M = m\a 2 + m 2 b 2 


Por tanto, la frecuencia circular del sistema es 


P = 



i\ga — m 2 gb + ke 2 


m\a A 


m 2 b 2 


Respuesta 



Problema de ejemplo 20.p 

La figura (a) muestra un semicilindro homogeneo que realiza un movimiento de 
vaiven, sin deslizarse, en el piano horizontal. El angulo 9 define la posicion angular 
del semicilindro. Determine la frecuencia circular natural de las oscilaciones para las 
amplitudes pequenas, si se supone que el movimiento es armonico simple. El centra 
de masa G se localiza a la distancia ARI2H = 0.4244/? del punto O. 


(a) 
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Solution 


Este problema no esta bien adaptado para resolverse con la conservation de la ener¬ 
gfa, debido a que la energfa cinetica no se calcula con facilidad en una position ar- 
bitraria. La fuente de la dificultad es el desplazamiento del punto de contacto entre 
el semicilindro y la superficie horizontal, que origina complicaciones geometricas. 
Esta dificultad puede superarse utilizando el principio de Rayleigh. 

En la figura (b) se muestra la posicion de maxima energfa potencial. A1 elegir la 
superficie horizontal como el piano de referenda, la energfa potencial es 


Vmax = mg(R - 0.4244 R cos 0 max ) « mg (r - 0.4244R ^1 - 
= 0.5756 mgR + 0.2122 mgRQ^^ 

Observe que V 0 = 0.5756 mg R es la energfa potencial en la posicion de equilibrio 
0 0 = 0 ). 




La energfa cinetica maxima del semicilindro ocurre en la posicion 0 = 0, que 
se muestra en la figura (c). Debido a que el punto de contacto C es el centra instan- 
taneo para la velocidad, la energfa cinetica es 7’ m „ = (1/2)/ c 0L x - De acuerdo con el 
teorema de los ejes paralelos 


I = I 0 — m (OG ) 2 = 0.5 mR 2 - m(0A244R) 2 = 03l99mR 2 
I c = I + m(GC) 2 = 0.3199m R 2 + w(0.5756R) 2 = 0.6512 mR 2 

de manera que 

Tmax = ^(0.6512/uR 2 )^ = 0.3256»/R 2 0 2 ax 
= 0.3256 mR 2 p 2 Ql m 

En el ultimo paso, se sustituyo = p 1 6 2 mm , asf se supuso que el movimiento es 
armonico. 

El principio de Rayleigh T max = V max — V 0 ahora queda 
0.3256 mR 2 p 2 ei dx = O.2122/«gR0 2 ax 
de donde resulta la siguiente expresion para la frecuencia circular 

IT 

V R 


p = 0.807 


Respuesta 
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Problemas 



Fig. P20.81 


20.81 El centra de masa del disco desequilibrado de peso W se localiza en G. En 
la posicion de equilibrio que se muestra, los dos resortes unidos al borde del disco 
no tienen deformacion. Con el metodo de la energia, determine la frecuencia cir¬ 
cular natural del disco para las oscilaciones pequenas. Utilice los siguientes datos: 
W = 40 lb, R = 2.2 pies, k = 1.5 pies (radio de giro respecto a G), k x = 30 lb/pie y 
k 2 = 40 lb/pie. 

20.82 Las barras uniformes AB y BC, cada una de longitud L y masa m, estan 
conectadas por medio de un perno en B. El extremo C de la barra BC esta unido 
al soporte deslizante. El sistema esta en equilibrio en la posicion que se muestra. 
Calcule el periodo de las oscilaciones pequenas respecto a esta posicion. 



Fig. P20.83 




20.83 Un extremo del brazo en forma de L esta conectado al bloque de masa m, 
mientras que el otro se encuentra unido al resorte lineal. Es posible despreciar la 
masa del brazo. (a) Obtenga la frecuencia circular natural de pequenas oscilaciones 
respecto a la posicion de equilibrio que se muestra. (b) ^Cual es el rango de valores 
de la constante de resorte k tal que las oscilaciones sean estables? 

20.84 El aro semicircular homogeneo se balancea hacia adelante y hacia atras 
sin deslizarse sobre la superficie horizontal. Determine la frecuencia circular natural 
de las oscilaciones para las amplitudes pequenas. Suponga que el movimiento es 
armonico simple. 




20.85 La polea B puede aproximarse como un disco uniforme, y es posible des¬ 
preciar la masa de la polea C. Encuentre la expresion para la frecuencia natural del 
sistema. 

20.86 El pendulo esta rigidamente unido a un aro que ateda sin deslizarse so¬ 
bre la superficie horizontal. Despreciando las masas del aro y la varilla, calcule el 
periodo para las oscilaciones pequenas respecto a la posicion de equilibrio que se 
muestra. Suponga que el movimiento es armonico simple. 






































20 .81-20.97 Problemas 593 


20.87 La varilla uniforme de masa m y longitud R esta unida a una base circular 
de radio R y masa despreciable. El sistema se suelta a partir del reposo en la posicion 
que se muestra, en donde 0 es un angulo pequeno. Determine la frecuencia circular 
de las oscilaciones resultantes, si se supone que el movimiento es armonico y que la 
base no se desliza sobre la superficie horizontal. 

20.8 El pendulo consiste en un disco uniforme unido a una varilla de peso des¬ 
preciable. Obtenga los dos valores de la distancia L de manera que el periodo del 
pendulo sea 1.4 s para las amplitudes pequenas. 





*20.89 La barra delgada uniforme AB de masa m rota con libertad respecto al eje 
inclinado a un angulo a de la vertical. Se da a la barra un pequeno desplazamiento 
angular de la posicion de equilibrio que se muestra y entonces se suelta. Determine 
la frecuencia de la vibracion resultante. 

20.90 Si la barra delgada uniforme esta en equilibrio en la posicion que se mues¬ 
tra, calcule el periodo de vibracion para las amplitudes pequenas. 

20.91 El disco homogeneo de masa m y radio R rueda sin deslizarse sobre la 
superficie inclinada. Obtenga la frecuencia de las oscilaciones pequenas del disco 
respecto a su posicion de equilibrio. 

20.92 Un bloque de madera uniforme flota en el agua cuando se desplaza li- 
geramente en la direction vertical y se suelta. Encuentre el periodo de la oscila- 
cion resultante. Utilice las siguientes densidades de peso: p agua = 0.036 lb/pulg 3 y 
Pmadera = 0.022 lb/pillg’. 








h = 6 pulg 





Fig. P20.91 


Fig. P20.92 
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Fig. P20.93 



20.93 El resorte torsional en el extremo A de la barra delgada uniforme se ajusta 
de manera que la barra esta en equilibrio en la posicion 6 = 9 0 , donde 6„ no necesa- 
riamente es pequeno. Si la rigidez de rotation del resorte es k (momento de torsion/ 
rad), determine la expresion para la frecuencia natural de la barra para pequenas 
oscilaciones respecto a la posicion de equilibrio. Suponga que el piano de la figura 
es: (a) vertical y (b) horizontal. 

20.94 Los deslizadores en A y G estan anclados a la barra uniforme AB y se mue- 
ven libremente en las ranuras fijas. El resorte en A inicialmente no esta deformado 
y la barra esta en reposo cuando 0 = 0. (a) Deduzca la ecuacion diferencial de mo- 
vimiento para la barra, suponga que el angulo 6 permanece pequeno. (b) Calcule el 
periodo de oscilacion si m = 15 kg, L = 1.2 m y k = 490.5 N/m. (c) Si se utilizan 
los valores de L y k que se dieron en la parte (b), encuentre el valor mayor de m de 
modo que el angulo 0 permanezca pequeno. 

20.95 ( a ) Demuestre que la ecuacion diferencial de movimiento para la barra des- 
crita en el problema 20.94 es 


9 = — 



k\ 2g 3 sen 9 

— ) cos 9 --=— 

m ) L J 1 + 3 sen“ 9 


(b) Aplique integration numerica con m = 15 kg, L = 1.2 m y k = 490.5 N/m para 
calcular el periodo de oscilacion si la amplitud es: (i) pequena; (ii) 30°. 


Fig. P20.94, P20.95 20.96 La esfera homogenea de radio r y masa m rueda sin deslizarse sobre una 

superficie cilindrica de radio R. Calcule la frecuencia de las oscilaciones pequenas 
respecto a la posicion de equilibrio que se muestra. 




20.97 Un aro delgado de radio R y masa m esta suspendido de una clavija de 
radio r. Determine la frecuencia circular de las oscilaciones pequenas respecto a la 
posicion de equilibrio que se muestra si el aro no se desliza sobre la clavija. Suponga 
que el movimiento es armonico simple. 
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Repaso de ecuaciones 

Vibracion libre no amortiguada 

Ecuacion de movimiento: mix + kx = 0 

Solution general: x = A cos pt + B sen pt = E sen (pt + a) 
Frecuencia circular: p = V k/m 

Vibracion libre amortiguada 


Ecuacion de movimiento: mix + cx + kx = 0 


Solution general: x = ') pl + A 2 e( f 

c 

Factor de amortiguamiento: £ = — c cr = 2mp 


Frecuencia circular amortiguada: <»d — Px! 1 — K 2 


Vibracion forzada 


Ecuacion de movimiento: mix + cx + kx = Pq sen cot 
Solution particular: X sen(o>f — </>) 


Amplitud: X = 


Amplitud: X = 


Vtl - (m/p) 2 ] 2 + (2t;colp) 2 


Angulo de fase: (/) = tan 1 


1 - {m/p) 2 


Desplazamiento armonico del soporte 


y — Y sen cot 


Ecuacion de movimiento: mz + cz + kz = mYar sen cot 


Z = x — y = coordenada de position de la masa relativa al soporte 


Metodo de energfa 




Principio de Rayleigh 


^max — Vinax Vq 
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Problemas de repaso 


20.9 La masa de 10 kg se pone en movimiento en el tiempo t = 0 con las con- 
diciones iniciales x = 20 mm y x = — llOmm/s, donde x se mide desde la posicion 
en que los resortes no estan deformados. (a) Deduzca la ecuacion differencial de 



a la tension inicial T. Si a la pelota se le da un pequeno desplazamiento lateral y se 
suelta, obtenga la frecuencia de la vibracion resultante. 


w =J*fe= 


-y(t) 


20.100 El bloque de peso W = 2.4 lb esta conectado a la mesa oscilatoria me- 
diante un resorte de rigidez k = 12 lb/pulg. El sistema esta en reposo con el resorte 
no deformado cuando se impone sobre la mesa el desplazamiento armonico y(t) = 
0.25 sen 60 1 pulg. Encuentre el desplazamiento del peso relativo a la mesa como una 
funcion del tiempo. 


Fig. P20.100 



|— 

X 


Fig. P20.101 


20.101 Dos resortes de rigidez k, y k 2 estan unidos a la masa m. Uno de ellos esta 
conectado a un soporte rigido, mientras que el extremo libre del otro experimenta 
el desplazamiento armonico y(t ) = Y sen cot. (a) Deduzca la ecuacion diferencial de 
movimiento para la masa. (b) Determine la amplitud de la vibracion de estado esta- 
cionario. (c) Encuentre el factor de magnificacion. 

20.102 El motor electrico de masa total de 30 kg se apoya en cuatro resortes 
identicos de rigidez k = 8 kN/m cada uno. El centra de masa de la armadura de 8 kg 
esta a 250 mm del eje O de la armadura. (a) Obtenga la rapidez resonante del motor, 
(b) Encuentre la amplitud de la vibracion de estado estacionario si el motor funciona 
al doble de la rapidez resonante. 



20.103 La figura muestra un oscilador amortiguado y la grafica de su desplaza¬ 
miento durante la vibracion libre (x se mide desde la posicion de equilibrio). Si se 



Fig. P20.102 


Fig. P20.103 
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sabe que el peso del oscilador es W = 0.5 lb, encuentre la rigidez del resorte k y el 
coeficiente de amortiguamiento c. ( Sugerencia: utilice el decremento logarftmico). 

20.104 La masa de 10 lb se libera desde el reposo al tiempo t = 0 en la posicion 
x = 2 pulg, donde x se mide desde la posicion en la que el resorte no tiene deforma- 
cion. Si el factor de amortiguamiento es 0.5, obtenga la expresion para x(t). 


t- 


X(t) 


- k = 400 lb/pie 


10 ib 


Fig. P20.104 


20.105 El sistema se pone en movimiento al tiempo t = 0, con x = 0 y x = 2m/s, 
donde x se mide desde la posicion no deformada del resorte. Determine la expresion 
para x(t). 

20.106 Resuelva el problema 20.105 si c 2 se cambia a 3 N • s/m. 

20.107 Para el sistema que se muestra, m = 0.5 slugs, k = 120 lb/pie y c = 
18.6 lb • s/pie. (a) Determine el factor de magnificacion si la frecuencia circular co de 
la fuerza aplicada es igual a la frecuencia resonante p del sistema. (b) Encuentre el 
maximo factor de magnificacion posible y el valor correspondiente de <w. 


c 2 = 5 N-s/m 



Cj = 5 N-s/m 


0.4 kg 


k = 40 N/m - 


Fig. P20.105, P20.106 


20.108 Repita el problema 20.107 si el coeficiente de amortiguamiento se cambia 
a c = 6 lb • s/pie. 

20.109 Determine el desplazamiento de estado estacionario x(t) de la masa de 
6 kg si Y = 28 mm y u> = 20 rad/s. ix(t) atrasa o adelanta a y(t)l 


lOkN/m 

=W$Ms= 


-x(t) 


y(t) = Y sen cot 



15 kN/m 

6 kg 


60 N ■ s/m 




P 0 sen (Of 

Fig. P20.107, P20.108 


Fig. P20.109 


Fig. P20.110, P20.111 


20.110 La barra rfgida AB de 24 kg esta en equilibrio en la posicion que se mues¬ 
tra. Obtenga el coeficiente de amortiguamiento c para el que la barra estarfa crftica- 
mente amortiguada para las oscilaciones pequenas. 

20.111 La barra rigida AB tiene una masa de 24 kg y el coeficiente de amortigua¬ 
miento es c = 3 kN • s/m. La barra esta bajo la accion de una fuerza vertical (que 
no se muestra) P(t) = 0.5 sen 25 1 kN que actua en B. Encuentre la amplitud de des¬ 
plazamiento del extremo B de la vibracion de estado estacionario. 






































598 CAPITULO 20 Vibraciones 



Fig. P20.112 


20.112 El cuerpo en forma de T esta hecho de una barra uniforme que tiene una 
masa por unidad de longitud p. En la posicion que se muestra, el cuerpo esta en 
equilibrio. Determine si el sistema es sobreamortiguado o subamortiguado para las 
oscilaciones pequenas, dado que p = 0.5 kg/m, a = 500 mm, c = 20 N • s/m y k = 
800 N/m. 

20.113 La figura muestra el interior de un instrumento que se usa para medir la 
amplitud Y del movimiento vertical y(t) = Y sen cot. El brazo en forma de L esta en 
equilibrio en la posicion que se muestra. Deduzca la ecuacion de movimiento para la 
masa m en terminos de z, el desplazamiento de la masa relativo al marco. Suponga 
que hay pequenos desplazamientos y desprecie todas las masas excepto m. 



20.114 Para el sistema masa-resorte amortiguado que se muestra, el factor de 
amortiguamiento es £ = 0.25 y la frecuencia natural no amortiguada es/ = 3 Hz. 
Cuando el soporte experimenta el movimiento vertical y(t) = Y sen 18f (t es el 
tiempo en segundos), la amplitud relativa de la vibracion de estado estacionario de 
la masa m es Z = 10 mm. Obtenga la amplitud Y del desplazamiento del soporte. 



Fig. P20.114 







































D 

Prueba de la ecuacion de la 
velocidad relativa para el 
movimiento de un cuerpo ri'gido 



Aquf se prueba la ecuacion (19.1a), \ B/A = to X r B/A , para el movimiento de un cuer¬ 
po rfgido, donde to es la velocidad angular del mismo. En el caso tridimensional, 
este resultado no es obvio de manera intuitiva, ni su demostracion es trivial. 

La figura D.l muestra cuatro puntos A, B. C, y I) pertenecientes al mismo cuer¬ 
po rfgido. Esos puntos pueden elegirse arbitrariamente, excepto por las siguientes 
restricciones: 1. el punto de referencia A no debe estar sobre las rectas BC o CD, y 
2. los cuatro puntos no deben encontrarse en el mismo piano. 

La rigidez del cuerpo impone las siguientes restricciones sobre el movimiento: 
1. las longitudes de los vectores de posicion relativa que se muestran en la figu¬ 
ra D.l permanecen constantes, y 2. los angulos fi u /3 2 y /S 3 , entre los vectores de 
posicion relativa tambien son constantes. Se demostrara que esas condiciones se 
satisfacen solo si la velocidad relativa entre dos puntos cualesquiera sobre el cuerpo 
tiene la forma de la ecuacion (19.1a). 

Primero considere el requisito de que la magnitud del vector r B/A es constante: 
r B/A • r B / A = lr flM l 2 = constante. En esta ecuacion se toma la derivada temporal de am- 
bos lados, para obtener (r B/A • r B/A ) + (r B/A • r WA ) = 0 o 2r B/A • v BIA = 0. Un argumento 
similar puede aplicarse a r aA y r DIA . En consecuencia, resulta 

r hi a • Vb/a = 0 

r ciA • yc/A = 0 (D.l) 

Td/a * vd/a = 0 

La primera de esas ecuaciones se satisface si \ WA = 0 o si r m es perpendicular 
a \ B/A . En cualquier caso, se concluye que el vector de velocidad relativa debe ser de 
la forma v B/A = to, X r B/A , donde to, es un vector. Observe que si to, = 0 o si oi| es 
paralelo a r B/A , se obtiene v WA = 0 . O bien. \ B/A es perpendicular a r B/A (esto resulta de 
las propiedades del producto cruz). Si se presentan argumentos similares a los dos 
casos restantes en las ecuaciones (D.l), tiene 



Fig. D.l 


y HI A = X Y B /A 

y CIA = 0)2 x rCM (D.2) 

y DlA = W 3 x r DIA 


Hasta este momento no se han impuesto restricciones sobre los vectores to,, to 2 , y 
to 3 . Las ecuaciones (D.2) son necesarias y suficientes para que las magnitudes de 
los vectores de posicion relativa durante el movimiento del cuerpo permanezcan 
constantes. 
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Ahora considere el requisito de que el angulo /3|, entre r B/A y r aA , permanece 
constante. A1 utilizar las propiedades del producto punto se tiene que r BM ■ r CM = 
Irs/AlIrcMl cos (3,. Si se toma la derivada temporal de esta ecuacion y se impone la 
condicion de que lr BM l, lr c/A l y sean constantes, resulta 


( r £/A • Tc/a) + (*b/a • f cm) — o 


o 

(r bia • vc/a) + (r ciA • vb/a) = 0 
Es posible utilizar argumentos similares para /3 2 y /3 3 , asf: 

(r bia • vc/a) + (r c/a • vb/a) = 0 

( r C/A • V/5 /a) + (r D ,A • Vc/a) = 0 (D.3) 

(r dia • vb/a) + (r bia • vd/a) = 0 

A1 usar las ecuaciones (D.2) para eliminar las velocidades relativas de las ecua- 
ciones (D.3), se tiene 


(r B /A • «2 x i*c/a) + (r C /A • «i x r B/A ) = 0 
(etc.) 

Cuando se utilizan las propiedades del triple producto escalar, esas ecuaciones se 
simplifican a 

(«! — (02) • (r b/a x r c/A) = 0 

(t *) 2 - W 3 ) • (r c/A x r D/A ) = 0 (D. 4 ) 

(w 3 - 0 >i) • (r D /A X r b/a) = 0 


Esas tres ecuaciones escalares contienen nueve incognitas: las tres componentes de 

to 2 , y to,. 

La solucion general de las ecuaciones (D.4) es (esto puede verificarse por sus- 
titucion) 


(Oj = (O + k\V B IA 

w 2 = w + £21 'cia (D- 5 ) 

(0 3 = (0 + ^ 3 r 0 /A 

donde to es la velocidad angular del cuerpo y las k son constantes indeterminadas. 

Cuando las ecuaciones (D.5) se sustituyen en las (D.2), las k se eliminan (por- 
que r WA X r B/A = 0, etc.) y los resultados finales son 


vb/a = w x r b/a 

v C /A = « X r c/A (D.6) 

v D /a = W X r D /A 


Las ecuaciones (D.6) no solo prueban la (19.1a), sino que tambien demuestran que 
to (la velocidad angular) es una propiedad del cuerpo que no depende de los puntos 
seleccionados (recuerde que la eleccion de los puntos A, B, C y D fue arbitraria). 


E 

Solution numerica de 
ecuationes differentiates 



E.i 


Introduction 


En general, la aceleracion de una partrcula depende de su velocidad, posicion y 
tiempo. Por ejemplo, si una de ellas se mueve en el piano xy, las componentes de su 
aceleracion son 


a x = fxti,y,v x ,v y ,t) a y = fy(x,y,v x ,v y ,t) (E.i) 


donde f x y f y son funciones conocidas que se han obtenido por medio del analisis 
cinetico. Cuando las ecuaciones se reescriben en la forma 


x = f x (x, y,x, y, t) y — f y (x,y, x,y,t) (E. 2 ) 

se observa que representan un conjunto acoplado de ecuaciones diferenciales de 
segundo orden. El termino acoplado significa que los movimientos en las tres direc- 
ciones coordenadas dependen una de otra. Es difrcil, si no es que imposible, resolver 
analr'ticamente las ecuaciones diferenciales acopladas. Si estas son lineales, quiza 
pueda encontrarse una solucion en forma cerrada, pero rara vez vale la pena intentar- 
lo. Como regia general, se dice que las ecuaciones diferenciales no lineales no tienen 
soluciones analrticas. Incluso la unica ecuacion diferencial que se ha encontrado en 
el movimiento rectilrneo 


x — f(x,x,t ) 


es imposible de resolver analr'ticamente, a menos que pertenezca a uno de los casos 
especiales que se estudiaron en el apartado 12.4. 


E.2 


Metodos numericos 


Como las soluciones analrticas rara vez estan disponibles, los metodos numericos 
son la herramienta principal para resolver las ecuaciones (E.2). Existe gran can- 
tidad de software para la solucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias. La 
mayorra de los programas cuentan con aplicaciones que pueden usarse para graficar 
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los resultados. Casi todos los programas existentes trabajan con conjuntos de ecua¬ 
ciones diferenciales de primer orden de la forma 

Xi = fi(xi,x 2 , 

X2 = fi(xi,x 2 ,x n ,t) 

(E.3) 

X n = fn(X\,X 2 , ...,X n ,t) 

en lugar de las de segundo orden de las ecuaciones (E.2). Esto no es problema por- 
que las (E.2) pueden transformarse con facilidad en ecuaciones equivalentes de pri¬ 
mer orden de la forma que se muestra en las (E.3). Con la notacion 


x — xi y = x2 x = x 2 y = x 4 


(E-4) 


las ecuaciones equivalentes de primer orden son 


X\ = X3 

X 2 = X 4 (E.5) 

X3 = f x (xi,X 2 ,X3,X 4 ,t) 

M = f y (X]_,X 2 ,X3,X4,t) 


En notacion vectorial, estas ecuaciones son 

x = f(x, t) (E.6) 

Todos los metodos numericos con los que se resuelven las ecuaciones diferen¬ 
ciales funcionan de manera similar: empiezan con las condiciones iniciales, avanzan 
en incrementos de tiempo At, calculando x en cada paso. Entonces el resultado es 
una tabla de x contra t. La entrada requerida consiste en el vector f(x, f) que define 
las ecuaciones diferenciales de primer orden, las condiciones iniciales y el lapso de 
tiempo de la solution. Es poco comun que se necesite especificar el incremento 
de tiempo At, porque la mayorfa de los programas calculan de manera automatica 
el valor mas eficiente de At. La diferencia esencial entre los diversos paquetes de 
software esta en la sintaxis que se utiliza. 


E.3 


Aplicacion del MATLAB 


a. Funcion ode45 de MATLAB 


MATLAB s es uno de tantos paquetes de software con los que es posible resolver 
ecuaciones diferenciales. No es el mas facil de emplear, pero esta disponible en las 
instituciones academicas, asf que se adopta en este libro. MATLAB tiene varias 
funciones para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. La mas popular de ellas 
es la ode4 5, que utiliza el metodo adaptativo de quinto orden de Runge-Kutta (los 
metodos “adaptativos” ajustan At para mantener los errores dentro de limites esta- 
blecidos). La llamada de funcion tiene la forma 


[t,x] = ode45(@f,[tO tl t2...tEnd],[xl x2 x3...xn]) 
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Los argumentos de entrada son: 

@ f : los datos de la funcion f proporcionada por el usuario que retorna el vector 
f(x, t) en la ecuacion (E.6). Una funcion dato en MATLAB contiene la infor- 
macion requerida para encontrar y ejecutar una funcion. El nombre de una 
funcion dato es simplemente el caracter @ seguido del nombre de la funcion. 

[tO tl t2 ... tEnd] : tiempos en los que se obtendra la solucion. Si esta se 
obtendra de tO a tEnd en pasos de dt, utilice [tO:dt:tEnd] . 

[xl x2 x3 ... xn] : los val ores iniciales de x u x 2 , ..., x„ 

Los dos aspectos en la salida son: 

t: un vector que contiene los tiempos en los que se obtendra la solucion. 

x: la matriz de solucion cuyas columnas contienen los valores de x u x 2 ,. . . , x n . 

Como ejemplo considere la solucion numerica de la ecuacion diferencial de 

segundo orden 


x = — 0.5 (A 2 — l)x — x 

donde x esta en pies y t en segundos. Las condiciones iniciales son x(0) = 1 pie 
y x(0) = 0. La solucion por obtener sera de t = 0 a t = 10 s en incrementos de 
0.2 s. Con la notation x = X\ y x = x 2 , las ecuaciones diferenciales de primer orden 
equivalentes son 

Xl = X2 

X 2 = —0.5(x^ — l)x 2 — x\ 


sujetas a las condiciones iniciales x,(0) = 1 pie y x 2 (0) = 0. El programa MATLAB 
que resuelve este problema es 

function exampleE_l 

[t,x] = ode45(@f,[0:0.2:10],[1 0]); 

function dxdt = f(t,x) 
dxdt = [x(2) 

-0.5*(x(l)~2 - 1)*x(2) - x(1)]; 

end 

end 

Aquf la funcion primaria es exampleE_l (nombre elegido de manera arbitra- 
ria). La funcion f(t,x), que define las ecuaciones diferenciales, se conoce como una 
funcion integrada (que solo puede llamarse por la funcion primaria). MATLAB brin- 
da otras opciones para incorporar la funcion f(t,x) en el programa, pero el metodo 
que se utilizo en el programa listado previamente es el mas sencillo. 

b. Graficacion de la solucion 

El resultado de ode4 5 puede representarse de manera grafica al llamar a la funcion 
plot de MATLAB. La grafica de x t (primera columna de la matriz x) contra t, en la 
figura E.l, se obtuvo al incluir el renglon siguiente en exampleE_l: 


plot(t,x ( :,1)) 
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Fig. E.i 


La grafica puede mejorarse al incrementar el tamano de la fuente, utilizar una llnea 
mas gruesa, marcar el eje y agregar una cuadrfcula, como se muestra en la figura E.2. 
Todo eso se logra remplazando plot(t,x(:,l)) con los siguientes comandos: 


axes('fontsize',14) 
plot(t,x(:,l),'linewidth',1.5) 
xlabel('t (s)'); ylabel('x (ft)') 
grid on 



Fig. E.2 


c. Imprimir la solucion 

MATLAB no tiene funciones que impriman el resultado de ode4 5 en un formato 
de tablas. Aqul esta la funcion que se utiliza en los problemas de ejemplo del libro: 

function printSol(t,x) 

[m,n] = size(x); 
head =' t' ; 
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for i = l:n 

head = streat(head,' x',num2str(i)); 

end 

fprintf(head); fprintf('\n') 
for i = l:m 

fprintf(' %13 .4e',t(i),x(i,:)); fprintf('\n') 

end 


A1 llamar a esta funcion en exampleE_l, se obtiene el siguiente listado de 
computadora (solo se muestran los primeros cuatro y los ultimos cuatro renglones): 


t 

0.0000e+000 
2.0000e-001 
4.0000e-001 
6.0000e-001 

9.4000e+000 
9.6000e+000 
9.8000e+000 
1.0000e+001 


xl 

1.0000e+000 
9.8006e-001 
9.2084e-001 
8.2356e-001 

-1.9139e+000 
-1.8026e+000 
-1.6482e+000 
-1.4572e+000 


x2 

0.0000e+000 
-1.9886e-001 
-3.9245e-001 
-5.7915e-001 

4.3391e-001 
6.7054e-001 
8.6656e-001 
1.0428e+000 


E.4 


Interpolation lineal 


Los resultados obtenidos de las soluciones numericas rara vez coinciden de manera 
exacta con los puntos de interes. Por ejemplo, suponga que ya se tiene una impresion 
de x contra t y se desea determinar t en el instante en que x = 0. Como no es posible 
controlar los valores de x en la impresion, es poco probable que se encuentre una 
recta donde x = 0. Lo mejor que puede hacerse es obtener a partir de la impresion el 
intervalo de tiempo, de r, a t 2 , donde x cambia de signo. Para lograr una estimation 
mas exacta de t, debe utilizarse la interpolacion. 

La interpolacion lineal supone que durante un breve intervalo de tiempo la gra- 
fica de x contra t puede aproximarse por una linea recta. Ya que cualquier segmento 
de una linea recta tiene la misma pendiente, entonces 


x{t 2 )-x{h) x-x(t 1 ) 

-= - (E. 7 ) 

— t\ t — t\ 

que es la formula de interpolacion entre los puntos [r l7 y [t 2 , x(t 2 )\. AI especificar 
el valor de x, es posible resolver la ecuacion para la t correspondiente, y viceversa. 

A modo de ilustracion se calculara t cuando x t = —1.75 pies empleando el lista¬ 
do de computadora del exampleE_l. Por inspeccion se observa que 9.6 < t < 9.8. 
Con base en esos valores de tiempo, la formula de interpolacion resulta en 


-1.6482 - (-1.8026) -1.75 - (-1.8026) 

9.8-9.6 “ t — 9.6 


La solucion es t = 9.6681 s. 









F 

Momentos y productos 
de inercia de masa 



F.i 


Introduce'! on 


El concepto de momento de inercia de masa se presento en el apartado 17.2. En el 
solo se consideraron las propiedades inerciales requeridas para un analisis del movi- 
miento en un piano de un cuerpo rrgido, en especrfico, las definiciones de momento 
de inercia de masa y del radio de giro, el teorema de los ejes paralelos y el metodo de 
cuerpos compuestos. Esos conceptos se usaron de manera amplia en el analisis del 
movimiento en un piano en los capr'tulos 17 y 18. Las propiedades inerciales de un 
cuerpo rrgido descritas en tres dimensiones se presentaron en el apartado 19.3, inclu- 
yendo la definicion de producto de inercia de masa, el teorema de los ejes paralelos 
para los productos de inercia y los momentos principales de inercia. Las tecnicas para 
determinar un momento de inercia por medio de la integracion, que no se analizaron, 
se explican en este apendice. Este concluye con un analisis del tensor de inercia, abar- 
cando los momentos de inercia y las direcciones principales. 


F.2 


Resumen del momento de inercia de masa 


El momento de inercia de masa de un cuerpo rrgido cuya masa es m respecto a un 
eje, tal como a-a de la figura F.I, se definio como 


I a = r 2 dm (17.1, repetida) 

Jr 

donde r es la distancia desde el eje hasta el elemento de masa dm y la integral se 
ha tornado sobre la region T ocupada por el cuerpo. En el apartado F.4 se analizan 
metodos para calcular la integral en la ecuacion (17.1). 

El radio de giro del cuerpo respecto al eje a-a se definio como 


yjljm 


(17.2, repetida) 



El teorema de los ejes paralelos (que se demostro en el apartado 17.2) establece 
que 


Fig. F.i 


I a — la ~t“ md~ 


(17.3, repetida) 
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Como se indica en la figura F. 1, I„ es el momento de inercia del cuerpo respecto al 
eje que es paralelo al a-a y que pasa por el centra de masa G del cuerpo (se denomina 
a este eje central ) y cl es la distancia entre ambos. En el apartado 17.2, el uso de este 
teorema se limito al calculo de los momentos de inercia de los cuerpos compuestos. 
En el apartado F.4 se vera que el teorema de los ejes paralelos tambien es muy util 
para calcular, mediante la integracion, el momento de inercia de un cuerpo. 


F.3 


Momentos de inercia de las placas delgadas 


Aquf se presenta un metodo conveniente para calcular los momentos de inercia de 
masa de las placas delgadas homogeneas a partir de los segundos momentos de sus 
areas superficiales. Las placas delgadas no solo son importantes por sr mismas, sus 
propiedades inerciales tambien son utiles en el calculo, por integracion, de las pro- 
piedades inerciales de los cuerpos solidos. 

La figura F.2 muestra una placa delgada de espesor t. Su superficie es la region 
plana si de area A y T denota la region solida junto a la placa. Sea p la densidad de 
masa (masa por unidad de volumen), entonces la masa de la placa es 

m = ptA (F.i) 

Al usar la definicion en la ecuacion (17.1) y referirse a la figura F.2, los momen¬ 
tos de inercia del elemento diferencial de masa dm respecto a los ejes de coordena- 
das son 


dl x — y 2 dm dl y = x 2 dm dl, = r 2 dm 


(a) 


donde r se mide desde el origen O del sistema de coordenadas. Al sustituir dm = pt 
dA e integrar sobre la region si, resulta 


/ 

Jsl 


I x = pt I y L dA I y — pt I x 2 dA I z = pt / r 2 dA (b) 

J.-A 


/ 

Jsl 


Las integrales en las ecuaciones (b) representan los momentos de inercia del 
area superficial de la placa: * j^y 2 dA = (I x )&e a , J^x 2 dA = (/jOarea, y f M r 2 dA = 
(Jo) area* 



*En este apendice se utiliza el submdice “area” para distinguir entre el momento de inercia del area de la 
placa y el momento de inercia de masa de la placa. 
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Por tanto, los momentos de inercia de masa de la placa estan relacionados con los de 
inercia del area mediante: 


t \ — P^(Cc)area Iy — Pttiy) area 

i 7 . = pti jo Area 


(F. 2 ) 


A1 sustituir pt = ml A de la ecuacion (F.l) se obtienen las siguientes formas 
alternativas de las ecuaciones (F.2): 


I x — . (Cc)area 

A 


m 

i y , ( A>)area 

A 


m 

Iz = ~rido)iL 


Como r 2 = x 2 + y 2 , las ecuaciones (b) conducen a la identidad 


(F.3) 


I z = I x + Iy (F. 4 ) 

Es importante notar que la ecuacion (F.4) solo es valida para las placas delgadas. En 
general, no es valida para los cuerpos de forma arbitraria. 

A modo de ilustracion considere el disco delgado homogeneo de masa m que se 
muestra en la figura F.3(a). Su area superficial es el cfrculo de radio R en la figura 
F.3(b). De la tabla titulada “Momentos de inercia de area”, que se encuentra al final 
del libro, los momentos de inercia de un area circular son (/ v ) &e a = (Iy) area = ziR 4 /4. 
Por tanto, los momentos de inercia de masa de la placa pueden calcularse como sigue. 

m m tcR 4 111 R 2 

Ix — Iy — 1 “r(f.r)area = 

A ttR 2 4 4 


e 



mRr 

~Y~ 


El resultado anterior para I z tambien podria haberse obtenido al usar /- = 
( m/A)(J 0 ) toa , donde (7 0 )area (/x)area + (/,) area* 


Momentos de inercia de masa por integracion 


De acuerdo con la ecuacion (17.1), el momento de inercia de masa de un cuerpo que 
ocupa una region Y se obtiene al evaluar una integral de la forma f r r 2 dm , que en 
general representa una integral triple. Utilizando coordenadas rectangulares, por 
ejemplo, se tiene que dm = p dV = p dx dy dz, donde p es la densidad de masa en 
el punto cuyas coordenadas son ( x , y, z). En los libros introductorios de calculo se 
explican las tecnicas para evaluar integrales multiples (se observa que la mayona 
de estos textos emplean los momentos de inercia como una aplicacion practica de 
integracion sobre regiones espaciales). 

Aquf solo se consideran los cuerpos cuya simetrfa permite evaluar sus momen¬ 
tos de inercia con una sola integracion. Como se vera en el problema de ejemplo F.3, 
la tecnica de una sola integracion se basa en las propiedades inerciales de las placas 
delgadas que se analizaron en el apartado anterior. 


F.4 


y 



(a) Disco circular 
delgado y homogeneo 


y 



(b) Area superficial 
del disco 


Fig. F.3 


















Problema de ejemplo F.l 

La figura (a) muestra una varilla delgada homogenea de masa m y longitud L. Deter¬ 
mine los momentos de inercia de la varilla respecto a los ejes x,yyz que pasan por 
su centra de masa G. 

Solution 

El termino delgada implica que las dimensiones de la section transversal son des- 
preciables comparadas con su longitud. Por tanto, es posible considerar que la masa 
de la varilla esta distribuida sobre el eje x, lo cual significa que su momento de iner¬ 
cia respecto a ese eje es despreciable; es decir, 



I x m o Respuesta 

En la figura (b) se muestra la masa diferencial dm elegida para la integration. 
Debido a que x es la distancia perpendicular de los ejes y y z a dm, los momentos de 
inercia respecto a estos dos ejes son identicos. Sea p la masa (constante) de la varilla 
por unidad de longitud, se tiene dm = p dx. La definition de momento de inercia da 

2 [ m 2 p ( E 3 L 3 

x dm = p I x~ p dx — — I-1- 

J-l/2 3 \ 8 8 

Debido a que la masa de la varilla es m = pL, este resultado puede escribirse como 





Respuesta 


Problema de ejemplo F.2 

Como se indica en la figura, se forma un ensamblado al unir una placa rectangular de 
0.5 lb con una triangular de 0.4 lb. Si se supone que ambas son delgadas y homoge- 
neas, calcule el momento de inercia del ensamblado respecto a cada uno de los tres 
ejes de coordenadas. 





Solution 

Se utilizan las ecuaciones (F.3) para calcular el momento de inercia de masa de cada 
placa a partir de las propiedades de las areas listadas en la tabla titulada “Momentos 
de inercia de masa” que se encuentra al final del libro. Asf, al sumar los resultados 
para las dos placas resultan los momentos de inercia para el ensamblado. 

Placa rectangular 

0.5 , 

m — -= 15.53 x 10 3 slugs 

32.2 6 

A = 6 x 8 = 48.0 pulg 2 = 333.3 x 10~ 3 pies 2 
(/Area = = 1024 pulg 4 = 49.38 x ur 3 pies 4 

(A’) area = = 576.0 P ul g 4 = 27.78 X 10~ 3 pies 4 






















Como la placa queda en el piano xy, 

(Jo) area — (h) area + (Iy) area 

= (49.38 + 27.78)(10 —3 ) = 77.16 x 10“ 3 pie 4 
A1 sustituir los resultados anteriores en las ecuaciones (F.3) se tiene 


15.53 


h = ^(4)arca = ^“^(49.38 X 10 ) = 2.301 X 10 slu 8 s ' P ie " 


m 

Iy — ^(^y)area — 


15.53 

333.3 

15.53 


(27.78 x 1(T 3 ) = 1.294 x 1CT J slugs ■ pie 


,-3 


h = — (-/o)area = ^^(77.16 X 10 ^ = 3 ‘ 595 X 10 J slu S S ' P^ 


A—3 


Placa triangular 


0.4 


m = -= 12.42 x 10 3 slugs 

32.2 5 

A = ^2 = 27.0 pulg 2 = 187.5 x 10“ 3 pies 2 
(Ax)area = ^ = 364.5 pulg 4 = 17.58 x 10~ 3 pies 4 


( h ) area — 


12 

9 x 6 3 


12 


= 162.0 pulg 4 = 7.813 x 10” 3 pies' 


Como la placa esta en el piano xz, se tiene 

(Jo) area — (h) area + (h) area 

= (17.58 + 7.813)(10 —3 ) = 25.39 x 10~ 3 pies 4 

A1 sustituir los resultados anteriores en las ecuaciones (F.3) (que se han modificado 
para tomar en cuenta el hecho de que el area esta en el piano xz) resulta 


m 12.42 

h = — (7*)area = ———— (17.58 x 10~ 3 ) = 1.165 x 10~ 3 slugs • pie 2 
A lo /. j 


12.42 


Iy = —(Jo) area = (25.39 x 10 ) = 1.682 x 10 slugs • pie 1 - 

A lo7.5 

m 12 42 

I z = -(h )area = ——(7.813 x 10~ 3 ) = 0.518 x 10" 3 slugs • pie 2 
A lo7.5 


Ensamblado 

A1 sumar los resultados obtenidos para las dos placas resultan los siguientes valores 
para las propiedades inerciales del ensamblado 


I x = (2.301 + 1.165)(10~ 3 ) = 3.466 x 10~ 3 slugs • pie 2 

I y = (1.294 + 1.682)(10~ 3 ) = 2.976 x 10~ 3 slugs • pie 2 

I z = (3.595 + 0.518)(10~ 3 ) = 4.113 x 10~ 3 slugs ■ pie 2 


Respuesta 


6n 



















Problema de ejemplo F.y 

La figura (a) muestra un bloque homogeneo de masa m. Empleando la integracion, 
calcule sus momentos de inercia de masa respecto a cada uno de los ejes de coorde- 
nadas indicados. El origen O se localiza en el centra de la cara inferior. 

z 



X 


(a) 


Solution 

Como elemento diferencial se selecciona la placa de masa dm que se muestra en la 
figura (b). Como el espesor dz de este elemento es infinitesimal, todas las partes de 
la placa estan a una distancia z del piano xy. Los ejes x' y y' que se muestran en la 
figura (b) son los ejes centrales del elemento. 


z 



X 


(b) 


A1 aplicar el teorema de los ejes paralelos al elemento, se obtiene 


dl x = dl x ' + z 1 dm (a) 

donde dl x y dl x < son los momentos de inercia de masa de dm respecto a los ejes x y 
x', respectivamente. De acuerdo con las ecuaciones (F.3), resulta 

a £> 3 


dl x t = pdz (At') area = p dz 


12 


(b) 


































donde p es la densidad de masa (constante) del bloque; la expresion para (/ f ') ; , rca se 
tomo de la tabla titulada “Momentos de inercia de masa”, que se encuentra al final 
del libro. 

Al sustituir la ecuacion (b) y dm = pab dz en la ecuacion (a), se tiene 


dl x — p dz 


ab 3 

12 


+ z 2 (pab dz) = pab 



dz 


Al integrar la ecuacion (c) de z = 0 a z = c: 


I x = pab 



dz = pabc 




(c) 


Reconociendo que la masa del bloque es m = pabc, el momento de inercia de masa 
respecto al eje x puede escribirse como 


4 = m 



+ 



Respuesta (d) 


El calculo de es identico al de I„ excepto que las dimensiones a y b se han inter- 
cambiado. Por tanto, de la ecuacion (d) se deduce que 




Respuesta (e) 


De las ecuaciones (F.2), el momento de inercia de masa del elemento dm respec¬ 
to al eje z es 


dl z — P dz (Jo) area (0 

donde (J 0 ) area es el momento de inercia polar del area del elemento. Al sustituir 


ab 3 a 2 b 

(Jo)-aieSL — ( 4 Area “b (Jy') area — j ^ A ~P2 


(g) 


en la ecuacion (fj, se obtiene 


ab , , 

dl z = p— + b~ ) dz 


Integrando entre z = 0 y z = c, se encuentra que 


pab 

l2~ 


{a 2 + b 2 ) [ 

Jo 


»* = 12 


P abc / 2 , ,2\ 


( a 2 + b 2 ) 


que, al sustituir m = pabc, puede escribirse como 


' = ^(« 2 + ^ 2 ) 
12 v ' 


I 


Respuesta 
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Problem as 


y 



F.l La placa delgada pesa 4 oz. Calcule su momento de inercia respecto a cada eje 
de coordenadas. 

F.2 La placa delgada de masa m tiene la forma de un segmento circular. Determine 
su momento de inercia respecto al eje z. 




Fig. PF .3 


F .3 Calcule el momento de inercia de la pieza de hierro fundido respecto al eje x. 
La densidad del hierro fundido es 7200 kg/m 3 . 

F .4 El soporte de masa m tiene un espesor uniforme. Obtenga su momento de 
inercia respecto a cada eje de coordenadas. 


z 





F.5 La parte que se muestra esta formada por una placa delgada cortada y doblada. 
Si la masa total de la placa es 7.5 kg, determine su momento de inercia respecto a 
los tres ejes de coordenadas. 

F .6 El revestimiento del cohete consiste en un armazon cilindrico de 120 kg y 
cuatro aletas triangulares, cada una de 15 kg de masa. Si se supone que todos los 
componentes son delgados y de espesor uniforme, encuentre el momento de inercia 
del revestimiento respecto al eje z. 


Fig. PF.6 



































F.l-F.]8 


e as 6]5 


F.7 Sin integrar, encuentre el momento de inercia del alambre respecto al eje y', 
que pasa por el centra de masa G. 


z 



Fig. PF.7 


y 



(a) Mediante integracion, encuentre el momento de inercia de la varilla del- 
gada respecto al eje x. (b) Utilizando los resultados de la parte (a), determine los 
momentos de inercia respecto a los otros dos ejes de coordenadas. 


F.9 La varilla delgada de masa m esta sobre el piano xy. Con integracion, obtenga 
su momento de inercia respecto al eje x. 


F.IO (a) Por medio de integracion, determine el momento de inercia del cilindro 
homogeneo respecto al eje z. (b) Encuentre el momento de inercia respecto al eje v 
empleando la ecuacion (F.3). 



Fig. PF.9 




Fig. PF.ii 


z 



Fig. PF.12 


F.ll Mediante integracion, obtenga el momento de inercia del paraboloide de re¬ 
volution respecto al eje x. 

F.12 Utilice la integracion para determinar el momento de inercia de la piramide 
rectangular respecto a: (a) el eje z y (b) el eje v. 

F.13 (a) Con integracion, calcule el momento de inercia del hemisferio homo¬ 

geneo de masa m respecto al eje v. (b) Con el resultado del inciso (a), encuentre el 
momento de inercia de una esfera de masa M respecto a un diametro. 


z 






















tOI'S- 
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Fig. PF.15 


F.14 La masa del revestimiento conico truncado de espesor de pared constante 
es 1.5 kg. Mediante integracion obtenga el momento de inercia respecto al eje del 
revestimiento. 

F.15 Aplicando la integracion, determine el momento de inercia del panel cilfndri- 
co delgado respecto al eje z. 

gF.16 La cubierta del balon se puede aproximar por una fina capa homogenea de 
masa m. Encuentre su momento de inercia respecto al eje z. 

F.17 Una placa delgada de acero de masa 80 kg se corta con el patron que se mues- 
tra. Calcule el momento de inercia de la placa respecto al eje y. 



I .18 Una cavidad con simetrfa axial se forma en un molde de arena al rotar el 
patron que se muestra respecto al eje x. La fundicion se hace entonces llenando la 
cavidad con aluminio de densidad 2650 kg/m 3 . Calcule el momento de inercia de la 
fundicion respecto al eje x. 


F.5 


Productos de inercia de masa: 
teoremas de los ejes paralelos 


z 



La figura F.4 muestra un cuerpo de masa m que ocupa una region T. Los productos 
de inercia de masa de este cuerpo relativos a los ejes de coordenadas que se muestran 
se definen como 



1 


yx — 




/ 

Jr 

f 

Jr 

I 

Jr 


xy dm 
yz dm 
zx dm 


(F.5) 


Las dimensiones del producto de inercia son las mismas que para el momento de 
inercia, es decir, [ML 2 ] (slug • pie 2 o kg • m 2 ). Mientras que el momento de inercia 
de un cuerpo siempre es positivo, su producto de inercia puede ser positivo, negativo 


Fig. F.4 


o cero. 
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Los productos de inercia satisfacen los siguientes teoremas de los ejes paralelos, 
que son similares a los de los ejes paralelos para el momento de inercia. 

I xy = L y + mxy 

I yz — I yz + myz (F.6) 

I vc = hx + mzx 


En la primera de las ecuaciones (F. 6 ), /„ es el producto de inercia respecto a los ejes 
centrales que son paralelos aiyy, respectivamente, y x y v son las coordenadas 
del centro de masa G, vease la figura F.4. Los terminos en las otras dos ecuaciones 
se definen de manera semejante. 

Para probar el teorema de los ejes paralelos, considere la figura F.5, que muestra 
un cuerpo visto desde el eje z positivo. El sistema de coordenadas x'y' tiene su ori- 
gen en G, y sus ejes son paralelos a xy. En la figura F.5 se observa que x = x + x' y 
y = y + y'i que, al sustituirse en la definicion I xy = f r xy dm, da 


/ 

Jr 


Ly = / (x + x)(y + y ) dm 


Al efectuar la multiplication, se tiene 


= xy 1 dm + y / x' dm + x l y' dm + 1 x'y' dm 

Jr ' Jr Jr Jr 


Ixy — 


I xy + m xy. Esto completa la prueba del teorema de los ejes paralelos. 

El metodo de los cuerpos compuestos para los productos de inercia de masa es 
equivalente al mismo metodo para los momentos de inercia: el producto de inercia 
de un cuerpo compuesto es igual a la suma de los productos de inercia de sus partes. 
La prueba de este enunciado resulta directamente de la definicion de producto de 
inercia: la integral de una suma es igual a la suma de las integrales. 



Fig. F .5 


F.6 


Productos de inercia por integracion: 
placas delgadas 


En general, la evaluacion de las integrales que definen los productos de inercia 
de masa de un cuerpo, como f v xy dm, en general requiere triple integracion. Al 
igual que en el apartado F.4 para los momentos de masa, aqui la atencion se enfocara 
en los cuerpos cuya simetria permite que sus productos de inercia se evaluen con una 
sola integracion empleando las propiedades de las placas delgadas. 

Los productos de inercia de masa de la placa delgada homogenea que se mues¬ 
tra en la figura F .2 son 


/ 

Jr 


I 

Jr 


Ixy = I xy dm I y 7 = I yz dm I zx = I zx dm 


j- 


(a) 
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Utilizando dm = pt dA, las ecuaciones (a) quedan 


/ 


/ 

Jsl 


I xy = pt I xy dA Iyz — P 1 I yz dA I zx = pt I zx dA 


j 

Jsl 


(b) 


Las integrales en las ecuaciones (b) son los productos de inercia de la region plana 
si respecto a los ejes de coordenadas. Empleando otra vez la etiqueta “area” para 
referirse a las propiedades del area, las ecuaciones (b) quedan 


Ixy = Pt(Jxy) 


xy) area 


lyz — Pt(Iyz) 


yz) area 


Izx =pt(lzx) an 


(F-7) 


A1 sustituir pt 


ml A resultan formas alternativas para las ecuaciones (F.7): 


m 

Ixy — ~ ^ I xy) I i 


jc^/area 


m 

lyz = (lyz ) area 


m 

Izx = ~, Xx ) area 

A 


(F.8) 


En la tabla titulada “Momentos de inercia de masa” que se encuentra al final del 
libro, se proporcionan los productos de inercia mas comunes para las areas planas. 


F-7 


Tensor de inercia: momento de inercia 
respecto a un eje arbitrario 


Como se definio en el apartado 19.3, el tensor de inercia de un cuerpo en el punto O 
(el origen de los ejes de coordenadas) es la matriz 




(19.11, repetida) 


z 



Fig. F.6 


En este apartado se muestra que el tensor de inercia en el punto O determina por 
completo el momento de inercia respecto a cualquier eje que pase por O. 

La figura F.6 muestra un cuerpo rigido de masa m que ocupa la region T. El 
punto O, un sitio sobre el cuerpo que tambien puede ser extendido, se selecciona 
como el origen del sistema de coordenadas xyz. OM es un eje arbitrario que pasa por 
O. El angulo entre el vector de posicion r de la masa diferencial dm y el eje OM se 
denota con 6. Ademas, sea X un vector unitario en la direccion de OM. Observe que 
la magnitud del producto cruz de r y X es |r X A,| = r sen 6 = a, la distancia perpen¬ 
dicular entre OM y dm, como se indica en la figura F.6. 

El momento de inercia del cuerpo respecto al eje OM es 

I 0M = I a 2 dm = I (rxl)'(rx X) dm (a) 

Jr Jr 

donde se ha usado el hecho de que el producto punto de un vector consigo mismo es 
igual al cuadrado de la magnitud del vector; es decir (r X ^) • (r X A) = I r X X\ 2 = a 2 . 
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Sean x,yy z las coordenadas de la ubicacion de dm y X x , X y y X- las componentes de 
X. El producto cruz de r = xi + _vj + zk y X = /,,i + Aj + X-k queda 


r x X = (yX z - zXy )i + ( X x z - xX z )j + (xX y - yAJk 
y la expresion para a 2 es 

a 2 = (r x X ) • (r x X) = (yX. - zX y ) 2 + (zX x - xX,) 2 + (xX y - yX x ) 2 
A1 desarrollar los cuadrados y agrupar los terminos, se obtiene 


a 2 = (y 2 + z 2 )X 2 + (x 2 + z 2 )X 2 + (x 2 + y 2 )X 2 
— 2x yX x X y — 2 xzX x X z — 2 yzX y X z 


(b) 


A1 sustituir la ecuacion (b) en la ecuacion (a) e identificar las expresiones para los 
momentos y productos de inercia, el momento de inercia respecto al eje OM es 


Iqm — X-x X + I y X + I Z X . 


21 xy X x X y 


2Iy Z X y X Z 


21zx X z X x 


(F.9) 


Asf se ha obtenido la siguiente conclusion importante: si las componentes del tensor 
de inercia (/„ 1 xy , I x? , etc.) se conocen en un punto, el momento de inercia respecto a 
cualquier eje que pasa por dicho sitio puede calcularse con la ecuacion (F.9). 


F.8 


Momentos y ejes principales de inercia 


En general, las componentes del tensor de inercia (/,, / xv , etc.) varfan con la ubica¬ 
cion del punto de referenda O y con la orientacion de los ejes xyz. En este apartado 
se supone que el punto de referenda no cambia y se estudia el efecto de variar la 
orientacion de los ejes de coordenadas. 

Es posible demostrar* que al menos existe una orientacion de los ejes xyz de 
manera que el tensor de inercia adopta la siguiente forma diagonal: 


1 = 


0 0 
h 0 
0 h 


(F. 10 ) 


/ 1 , / 2 e / 3 se llaman momentos principales de inercia en el punto O y los ejes de 
coordenadas correspondientes son los ejes principales (o direcciones principales) 
de inercia en el punto O. Observe que los productos de inercia son cero respecto a 
los ejes principales. 


*En este apartado se establecen algunas propiedades importantes de los tensores de inercia. La mayor 
parte de las pruebas se encuentra en casi todos los libros de dinamica avanzada, vease, por ejemplo, J. H. 
Ginsberg, Advanced Engineering Dynamics , Harper y Row, 1988. 
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Los momentos principales de inercia y los cosenos directores de cada eje princi¬ 
pal (que se denotan con X„ X v y X-) pueden obtenerse al resolver las siguientes cuatro 
ecuaciones para X x , X y y X z : 


(4 - nx x 

'Vt X x 
—IzxX x 


+xy-y 

(Iy - I)X y 
— I Z yXy 
X X + Xy + / 


‘XZ'*Z 

y z ^ ~ 

(Iz - I)X Z 



= 0 
= 0 
= 0 


(F.n) 


Es posible demostrar que las primeras tres ecuaciones representan las condiciones 
para que se anulen los productos de inercia respecto a los ejes principales y la cuarta 
ecuacion debe satisfacerse para que X„ X y , y X z sean cosenos directores. 

Observe que las primeras tres ecuaciones (F. 11) son lineales y homogeneas (el 
lado derecho es igual a cero) en las incognitas X x , X, y X z . Por tanto, los tres valores 
de I (que se representan con I u I 2 e I 3 ) pueden obtenerse al resolver la ecuacion que 
resulta si el determinante de los coeficientes de X x , X y y X- se iguala a cero; es decir, 


I x -I 

lyx 

l x y 

Iy - I 

~hz 

~ lyz 

= 0 

(F.12) 

~hx 

~ hy 

Iz-I 




Una vez que se han encontrado los momentos principales de inercia, los cosenos 
directores de los ejes principales se obtienen de las ecuaciones (F. 11). 

En algebra lineal, el calculo de los momentos principales de inercia y de los ejes 
principales es un ejemplo de un problerna de valores caracteristicos de una matriz, 
en el cual los momentos principales son los valores caracteristicos del tensor de 
inercia y los vectores unitarios en la direccion de los ejes principales son sus vecto- 
res caracteristicos. La ecuacion (F.12) es la ecuacion caracteristica del problerna de 
los valores caracteristicos. Ya que los problemas de estos valores matriciales ocurren 
en muchas ramas de las ciencias ffsicas, sus propiedades se han estudiado de mane- 
ra amplia y diversos metodos numericos se han desarrollado para su solution (por 
ejemplo, el metodo de Jacobi). 

Al usar las caracterfsticas de problemas de valores caracteristicos conocidos, es 
posible demostrar que las soluciones de las ecuaciones (F. 11) tienen las siguientes 
propiedades. 

1 . Los valores caracteristicos, es decir, I u I 2 e I 3 , son reales y positivos. 

2. Si se supone que los valores caracteristicos se ordenan de manera que X >U>I\, 
entonces I 3 e X son los momentos de inercia maximo y minirno, respectivamen- 
te, en el punto O. En otras palabras, / e I 3 son los extremos (valores extremos) 
de I 0 m en la ecuacion (F.9) respecto a los cambios en la direccion de OM. 

3. Si los valores caracteristicos son distintos, es decir, si la ecuacion (F.12) no 
tiene rafces dobles, entonces los vectores caracteristicos (ejes principales) son 
mutuamente perpendiculares. 





Problema de ejemplo F./j. 

Con la integracion, calcule los productos de inercia del cuerpo homogeneo en la 
figura (a) respecto a los ejes que se muestran. Exprese los resultados en terminos de 
la masa m del cuerpo. 

Solution 

Se elige el elemento de integracion que se muestra en la figura (b). Es posible consi- 
derar que este elemento es una placa delgada triangular de espesor dy, con area su¬ 
perficial A, como se muestra en la figura (c). Reconociendo los triangulos similares 
en la figura (b), se observa que ( x/y) = ( a!2a ) y que (z/y) = {alia), que da 


x = z = 


y 

2 


(a) 


Ahora se utilizan las ecuaciones (F.7) para relacionar los productos de inercia de 
la masa del elemento con las propiedades de su area. Por tanto, se presta atencion al 
calculo de los productos de inercia del area que se muestra en la figura (c). 


Productos de inercia del area A 

Ya que el piano del area A es paralelo al piano xz, entonces (A v X;,ea = (/ >v )a rea = 0. 
Y de la tabla “Momentos de inercia de masa”, que se encuentra al final del libro, 
se encuentra que (A r )area = x 2 z 2 / 24. Al utilizar las relaciones en la ecuacion (a), los 
productos de inercia de A quedan 



( A v ) area — 0 ( A.'?) area — 0 


( Aar ) area — 


"> 2 
X Z 

~2A 




y 

384 


(b) 


Area = A 
zl 3 


En terminos de la coordenada y, el area A es 


t 



A = X ^= l -( y -)( y -) = y - 

2 2V2/V2/ 8 


(c) 




(c) 


y las coordenadas de su centroide C son 


x y 

X ~ 3 “ 6 


y = y 


- z y 

" 3 6 


(d) 


Ahora se usa el teorema de los ejes paralelos y las ecuaciones de la (b) a la (d) para 
calcular los productos de inercia de A respecto a los ejes de coordenadas. 


(Ay)area — (Ay)arca A xy — 0-f- i 


(D« 


y 

(lyz )area — (Jyz )&rea “I” A yz — 0 + —- 


8 V6 

2 


«(D- 


y_ 

48 

/ 

48 




1152 


(e) 

(0 

(g) 


621 
























Productos de inercia de masa 

Sea p la densidad de masa del cuerpo y se reconsidera el elemento de masa diferen- 
cial, la placa delgada de espesor dy que se muestra en la figura (b). A1 sustituir las 
ecuaciones de la (e) a la (g) en las ecuaciones (F.7), las propiedades inerciales del 
elemento de masa quedan 


dixy — P dy ( !xy ) area = P dy , t) 

ddyz — P dy (I y % ) area — p dy ^ o 

dI - \ = p dy f I?x ) area — P dy 


y 

48 

/ 
48 
7/ 


1152 


(h) 

(0 

0 ) 


Integrando respecto a y entre los lfmites 0 y 2 a resulta: 


P [ 2a 4 P (2a) 5 2 pa 5 

= 48 L ydy = 


I-x = 


7 P 

1152 


r>2a 

Jo 


y 4 dy = 


48 5 15 

Ip (2a) 5 7 pa 5 
Il52 5 ~ 180" 


(k) 

(0 


Observe que dm = p dV = pAdy = p(y 2 /8)r/y. que, cuando se integra entre los 
lfmites y = 0 y 2a, da m = pcL/3. Por tanto, las ecuaciones (k) y (1) quedan 


2 pa 5 m 2 2 

/ v , = —— • —r— = -ma 


15 paV 3 

7pa 5 m 7 

l, x = -• —-— = —ma 

z 180 pa 3 13 60 


Respuesta 

Respuesta 



Problema de ejemplo F.$ 

El ensamblado que se muestra esta formado por la union de dos piezas de placa de 
acero de pulg. Determine sus productos de inercia respecto a los ejes indicados. 
El peso especffico del acero es y = 490 lb/pie’. 


Solution 

En este problema se justifica el uso de la aproximacion de la placa delgada de las 
ecuaciones (F.2) o (F.3), porque el espesor de cada placa componente es mucho me- 
nor que sus dimensiones en el piano. 




















Placa triangular 

Como el area triangular esta en el piano xy (l yz ) drcd = (4c) area = 0. De la tabla “Mo- 
mentos de inercia de masa” se obtiene 


(12) 2 (9) 2 , 

(4>)arca = ^ = 486.0 pulg 4 

Con las ecuaciones (F.2), los productos de inercia de masa de la placa triangular 
quedan 


1 xy — Pt(I.xy) area — 


490 

320 


16(12) 


486.0 

02 y 


= 18.58 x 10 4 slugs ■ pie 


(a) 


Iy Z - I ZX - 0 


En el calculo de observe que se requieren 32.2 pies/s 2 para convertir la densidad 
de peso en densidad de masa y que todas las dimensiones se han cambiado de pul- 
gadas a pies. 

Placa semicircular 

Si se observa que el area semicircular esta en el piano yz, se tiene que (l x} ') irCd = 
(4r)area = 0- Se utiliza el teorema de los ejes paralelos para calcular (/ vz ) 4rea . Re- 
firiendose a la tabla “Momentos de inercia de masa”, el centroide del area semi¬ 
circular se localiza en x = 0, y = 6 pulg, z = 4(6)/3.t pulg. Tambien se observa que 
(4a)area = 0, porque el eje z centroidal es un eje de simetrfa. Entonces el teorema de 
los ejes paralelos da 


(Iyz) area — (Iyz) area + Ayz 
= 0 


7T (6) 2 4(6) 4 

—(6) zr— = 864.0 pulg 4 
2 3jt 


Ahora los productos de inercia de masa de la placa semicircular pueden determinar- 
se con las ecuaciones (F.2); recuerde convertir pulgadas a pies y densidad de peso a 
densidad de masa: 


I xy — Izx — 0 


Iyz — Pt(Iyz) area — 


490 

320 


16(12) 


864.0 

02 Y 


— 33.02 x 10 4 slugs • pie 2 


(b) 


Ensamblado 

Los productos de inercia de masa del ensamblado se obtienen sumando los resul- 
tados para las placas triangular y semicircular en las ecuaciones (a) y (b), lo que da 

I xy = 18.58 x 10~ 4 slugs • pie 2 

I yz = 33.02 X 10 -4 slugs • pie 2 Respuesta 

4x = o 




















z 



Problema de ejemplo F.6 

El ensamblado consiste en tres pelotas pequenas, cada una de masa M, unidas a las 
varillas delgadas de masa despreciable. Calcule el momento de inercia del ensam¬ 
blado respecto al eje OA. 

Solution 

El momento de inercia respecto al eje OA puede encontrarse de la ecuacion (F.9). 
Para emplearla, primero se debe obtener el tensor de inercia en el punto O y los co- 
senos directores del eje OA. 

La siguiente tabla muestra el calculo del tensor de inercia en el punto O del en¬ 
samblado, que se obtiene al sumar los tensores de inercia de las pelotas individuates. 
Debido a que cada pelota es pequena, es posible despreciar sus momentos y pro- 
ductos de inercia respecto a los ejes que pasan por su centro de masa. Por tanto, los 
teoremas de los ejes paralelos se simplifican a I x = J x + M(y 2 + z 2 ) = M(y 2 + Z 2 ), 
y asf sucesivamente, y a I xy = I xy + Mxy = Mxy, etcetera. 



Pelota 1 

Pelota 2 

Pelota 3 

Totales 

X 

II 

VI 

II 

O 

II 

1 

x = 0, y = b, z = b 

x = —b, y = 0, z = b 

I x = M(y 2 + z 2 ) 

I y = M(z 2 + x 2 ) 

I z = M{x 2 + y 2 ) 
l xy = Mxy 
lyz = Myz 

I Z X = Mzx 

Ml 0 + (-b ) 2 ] = Mb 2 
M[(-b) 2 + b 2 ] = 2 Mb 2 
M(b 2 + 0) = Mb 2 

M (b)(0) = 0 
M(0)(-b) = 0 
M(—b)(b) = — Mb 2 

M(b 2 + b 2 ) = 2Mb 2 
M(b 2 + 0) = Mb 2 
M(0 + b 2 ) = Mb 2 
M(0)(b) = 0 
M(b)(b) = Mb 2 

M (b)(0) = 0 

M(0 + b 2 ) = Mb 2 

M[b 2 + (- b) 2 ] = 2Mb 2 
M[(-b) 2 + 0] = Mb 2 
M(-b)( 0) = 0 
M(0)(b) = 0 
M(b)(—b) = — Mb 2 

4Mb 2 

5Mb 2 

3Mb 2 

0 

Mb 2 
-2Mb 2 


El vector unitario X que se dirige sobre el eje OA es 


X = (cos 40° cos 60°)i - (cos 40° sen 60°)j + sen40°k 
= 0.3830i - 0.6634j + 0.6428k 




Por tanto, los cosenos directores de OA son X x = 0.3830, X, = —0.6634, 
yX = 0.6428. 

Al sustituir las propiedades inerciales del ensamblado (que se calculan en la 
tabla) y los cosenos directores en la ecuacion (F.9), se obtiene 


Ioa = IA 2 X + IyX 2 + I Z X\ 


2 IyyA X Xy 


2.Iy Z XyX Z 


2l zx k : k x 


= MZ? 2 [4(0.3830) 2 + 5(—0.6634) 2 + 3(0.6428) 2 

- 2(0)(0.3830)(-0.6634) - 2(l)(-0.6634)(0.6428) 

- 2(—2)(0.6428)(0.3830)] 


= 5.86Mb 2 


Respuesta 





















Problema de ejemplo F7 

El ensamblado en la figura (a) consiste en dos placas delgadas identicas, cada una de 
masa M y espesor t. Para el punto 0, determine: 1. el tensor de inercia respecto a los 
ejes que se muestran, y 2. los momentos principals de inercia y los ejes principales. 

Solution 

Parte 1 

El tensor de inercia en el punto O para el ensamblado se obtiene sumando los mo¬ 
mentos y productos de inercia de las placas respecto a los ejes xyz . Se utilizan las 
aproximaciones descritas en los apartados F.3 y F.6. 

Placa l Refiriendose a la figura (a) y a la tabla de los momentos de inercia de masa, 
los momentos y productos de inercia para el area de la placa 1 son 


(Cc)area — 
(7y) area — 


a{2ay 

12 

2 a(a) 3 


2a 4 

IT 

2 a 4 

~T 


Uo) area 

Uxy) area 
Uyz) area 


2a 4 2a 4 4a 4 

= (^v)area "b (^y)area = ^ b ^ = ^ 

= 0 (xes un eje de simetrfa) 

= (/ zjjarea = 0 (el area esta sobre el piano xy) 


z 



(a) 


Con las ecuaciones para las placas delgadas [ecuaciones (F.2) y (F.7)] y M = pAt 
= p 2a 2 t , en donde A = 2a 2 es el area de la placa y p es la densidad de masa, las 
propiedades de masa quedan 


2 a 4 

/, = pt(/ x )ju- ea - pt — = 

2 a 4 

ly = Pr(/ y) are a — Pt^: 


: ( . 

Iz = pt(Jo) area = pt = 

Ixy = lyz = Izx = 0 


1 2 

-Ma 2 

3 

1 2 

-Ma 2 

3 

2 , 
- Ma 2 
3 


Placa 2 Los momentos y productos de inercia de area para la placa 2 son 

a (2a) 3 8« 4 


(^y) area — 
(^z)area 


3 3 

2 a(a) 3 2a 4 

3 ~~ X 





















(Jo) area — (^y)area + (/*) area 
(Ixy) area = (^zx) area == 0 


— 


a 2 (2a) 2 


8a 4 2a 4 _ 10 a 4 

' T" + T" ~~ 

(el area esta sobre el piano yz ) 


A1 sustituir esos resultados y M = pAt = p2a 2 t en las ecuaciones (F.2) y (F.7), 
las propiedades de la placa 2 quedan 


lx — pt (Jo)aiea 




ly 

h 


= Pt(Iy) area 
= pt ( A:)area 


8a 4 4 , 

= pt -= -Ma 

3 3 

2 a 4 1 , 

= pt -= -Ma 

3 3 


I X y - I - X - 0 

Jyz = P^(^yz)area = pta = — Ma~ 


Ensamblado Las propiedades de masa del ensamblado se encuentran al sumar las 
propiedades de las dos placas: 



G + fH "‘ 2 

I z = Ma 2 0 + ^ = Ma 2 

Jxy = 0 + 0=0 

1 , 1 , 

7 V , = 0+ -Ma 2 = -Ma 2 
y 2 2 

Izx =0 + 0 = 0 


Al sustituir esos valores en la ecuacion (19.11), el tensor de inercia en el punto 
O para el ensamblado es 


1 = 


"2 

0 


0 


0 

5 

3 

1 

2 


0 ~ 

1 

2 

1 


Ma 2 


Respuesta 


Parte 2 

Al sustituir las propiedades inerciales del ensamblado que se obtuvieron en la parte 1 
en las ecuaciones (F. 11) resultan las siguientes ecuaciones que deben resolverse para 
los momentos de inercia principales y los cosenos directores de los ejes principales: 















(2 Ma 2 - f)), x + 0X y + 0A Z = 0 (a) 

/5 , \ Ma 2 . 

0 X x + [-Ma 2 - I\X y X z = 0 (b) 

Ma 2 - 

OA* -— X y + (Ma 2 - /)A., = 0 (c) 

X. 2 + by + X 2 = l (Cl) 

La ecuacion caracterfstica se construye al establecer que el determinante de los 
coeficientes en las ecuaciones de la (a) a la (c) es cero: 

2 Ma 2 - I 0 

0 -Ma 2 - I 

3 , 

Ma 2 


Al desarrollar el determinante y simplificar, resulta 

( 2 Ma 2 - I) - ^Ma 2 I + ^M 2 a A \ =0 (0 

Al resolver la ecuacion (f) y etiquetar las rafces como I x , I 2 e I 3 se obtiene 

1 1 = 0.7324Ma 2 I 2 = 1.9343 Ma 2 / 3 = 2.0000 Ma 2 Respuesta 


0 

Ma 2 

tT 

Ma 2 - I 


= 0 


(e) 


como los momentos principales de inercia (valores caracterfsticos). 

Los cosenos directores de un eje principal pueden encontrarse sustituyendo el 
valor caracterfstico correspondiente en las ecuaciones de la (a) a la (d) y despues 
resolviendo esas ecuaciones para los cosenos directores L y X : . Cuando se usa 
I = / 3 = 2.0 Ma 2 , las ecuaciones de la (a) a la (c) quedan 


0 = 0 


-h y -x z = 0 

Debido a que las ecuaciones segunda y tercera son independientes desde el punto de 
vista lineal, entonces su solucion es X, = X 7 = 0. Al combinar esos resultados con la 
ecuacion (d), X; + X 2 + X: = 1, se concluye que X x = ± 1. Por tanto, el vector unita- 
rio en la direccion del eje asociado con / 3 , es decir, el tercer vector caracterfstico, es 

L3 = ±i Respuesta 

El signo mas-menos en esta respuesta refleja el hecho de que un vector carac¬ 
terfstico solo define la direccion del eje principal; el sentido del vector unitario es 
arbitrario sobre dicho eje. En otras palabras, si A es un vector propio, entonces -A 
tambien lo es. 
















Con I = I 2 = 1.9343 Ma 2 , las ecuaciones de la (a) a la (c) son 

0.0657A* = 0 
-0.2676^ - 0.5000A Z = 0 
-0.5000A._y - 0.9343A, = 0 

De la primera ecuacion se obtiene A t = 0. Las otras dos ecuaciones no son indepen- 
dientes porque ambas implican que A- = -0.5352A,,. A1 sustituir esos resultados en 
la ecuacion (d): 

0 2 + A 2 + (—0.5352A.J,) 2 = 1 

que da A v = ± 0.8817. En consecuencia, A- = —0.5352(±0.8817) = +0.4719, por 
lo que el segundo vector propio es 

A .2 = ±0.882j 0.472k Respuesta 

La direccion del primer valor caracteristico, correspondiente a I = A = 
0.7324 Mcr, puede obtenerse de manera semejante, y resulta 

A, = ±0.472j ± 0.882k Respuesta 

En la figura (b) se muestran los tres ejes principales. Observe que estos son 
mutuamente ortogonales, como debfa ser, porque los momentos principales de iner- 
cia son distintos. Ademas, como se indica en la figura (b), en general los signos de 
los vectores propios se seleccionan de manera que Aj, A 2 y A 3 formen una triada 
de mano derecha (orientacion positiva). 


z 
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F.19-F.42 Problemas 629 


Problemas 


F.19 Utilice la integracion para determinar los productos de inercia de la varilla 
delgada homogenea de masa m y longitud L respecto a los ejes que se muestran. 

F.20 Mediante la integracion, calcule /,, para la varilla delgada curva en el pro- 
blema F.9. 


F.21 El alambre delgado uniforme de masa m esta doblado en forma de una heli- 
ce. Con la integracion, encuentre los productos de inercia respecto a los ejes que se 
muestran. (Observe que la ecuacion de la helice es z = h9/(2n), donde 0 se mide en 
radianes.) 



z 



F.22 Utilice la integracion para determinar los productos de inercia del solido ho- 
mogeneo respecto a los ejes indicados. 


F.23 Por integracion, obtenga los productos de inercia del prisma homogeneo res¬ 
pecto a los ejes que se muestran. 



F.24 Determine los productos de inercia del solido homogeneo de masa m respec¬ 
to a los ejes indicados. Aplique integracion. 






































6 APENDICE F 



A 


Fig. PF.27 


z 



p u t s e e a e asa 

F.25 La placa delgada homogenea tiene masa m. Encuentre su tensor de inercia en 
el punto O respecto a los ejes que se muestran. 



Fig. PF.25 



F.26 El soporte de acero tiene un espesor uniforme de 1/16 pulg. Calcule sus pro- 
ductos de inercia respecto a los ejes que se indican. (Para acero, y = 490 lb/pie 3 .) 

F.27 Determine el momento de inercia del disco homogeneo de 18 lb respecto al 
eje AB. 

F.28 La parte que se muestra se elaboro cortando y doblando una placa delgada 
circular de masa m. Obtenga sus productos de inercia respecto a los ejes que se 
indican. 


z 




b y 


F.29 El cuerpo de masa m esta fabricado de una hoja delgada de metal de espesor 
constante. Calcule sus productos de inercia respecto a los ejes que se muestran. 

F.30 El ensamblado se formo al soldar tres piezas de una varilla delgada uniforme. 
Si la masa del ensamblado es m, determine su momento de inercia respecto al eje 
AB. 

F.31 Calcule el momento de inercia del cono homogeneo respecto al eje OA. 

F.32 La masa del cubo uniforme es m. (a) Determine el momento de inercia res¬ 
pecto al eje OA. (b) Pruebe que OA es un eje principal de inercia en O. ( Sugerencia: 
sustituya su respuesta del inciso (a) en la ecuacion caracterrstica para el punto O.) 


Fig. PF.30 















F.19-F.42 Problemas 631 



F.33 Determine la razon li/R para el cilindro homogeneo de manera que los mo- 
mentos de inercia respecto a todos los ejes que pasan por su centra de masa sean 
iguales. 

F.34 Encuentre el momento de inercia de la placa delgada homogenea respecto al 
lado AB a partir de las propiedades de su area. 


y 



Fig. PF.34, PF.35 


Z 



F.35 Las dimensiones de la placa delgada uniforme de 0.36 kg son b = 240 mm 
y h = 150 mm. Para el centra de masa de la placa, (a) calcule los momentos princi- 
pales de inercia y (b) encuentre el eje principal correspondiente al menor momento 
de inercia. 


F.36 La masa de la barra delgada doblada es m. Determine los ejes y momentos 
principales de inercia en el centra de masa de la barra. ( Sugerencia: los ejes princi- 
pales pueden localizarse por inspeccion a partir de la simetrfa.) 

F.37 Las masas pequenas estan unidas por una varilla ligera. Para el punto O, ob- 
tenga (a) el tensor de inercia respecto a los ejes que se muestran y (b) los momentos 
principales de inercia y los ejes principales en O. Muestre los ejes principales sobre 
un dibujo del cuerpo. 


F.38 Las dos masas pequenas estan unidas por una varilla rfgida de masa des- 
preciable. Determine los momentos principales de inercia del sistema en su centra 
de masa. ( Sugerencia: no es necesario calcular el tensor de inercia porque los ejes 
principales pueden encontrarse por inspeccion.) 



Fig. PF.33 


z 


mQ 



y 


Fig. PF.37, PF.38 

















632 APENDICE F Momentos y productos de inertia de masa 



Fig. PF.39 


1 F.39 La masa de la varilla uniforme doblada es m. Para el punto O. obtenga (a) el 

tensor de inercia respecto a los ejes que se muestran; (b) los momentos principales 
de inercia y (c) el eje principal asociado con el menor momento de inercia. 

J y F .40 Las tres pelotas pequenas estan unidas con varillas de masa despreciable. 

Para el punto O, determine (a) el tensor de inercia respecto a los ejes indicados y 
(b) los momentos principales de inercia. Cada varilla es paralela a un eje de coor- 
denadas. 

ft tfF.41 Las tres pelotas pequenas estan unidas con varillas de masa despreciable. 
Calcule los momentos principales de inercia y las direcciones principales en el cen¬ 
tra de masa del sistema. 


m o 


m 


Fig. PF.40, PF.41 




El bloque esta hecho de acero para el cual p = 7850 kg/m 3 . Para el punto O, 
encuentre (a) el tensor de inercia respecto a los ejes que se muestran y (b) los mo¬ 
mentos principales de inercia y los ejes principales. 










Respuestas a los problemas con 

numeracion par 


Capitulo 11 


12.20 

(a) v =( 6 f + 4)i + (— 8 1 + 3)j — 6 k pies/s, 

11.2 

23.5 lb 



a = 6 i— 8 j pies/s 2 

11.4 

14.75 lb • pie • s 2 


12.22 

(a) x — — 2 bO sent/; 

11.6 

(No hay respuesta) 



(b) x — —2b(0 sen 9 + 6 2 cos 0) 

i-> 

bo 

(a) [FL]-, (b) [FT]- (c) [F] 


12.24 

x = —Ra> sen 0(1 + cos0/%/9 — sen 2 0) 

11.10 

(a) [FLT 2 ]; (b) [ML 1 ] 


12.26 

(a) 5770 m; (b) 263 m/s; (c) 18.86° 

n .12 

[c] = [FTL~ l ], [k] = [MT 1 ], [P 0 ] = IF], 

12.28 

60.5 m 


[«] = [r- 1 ] 


12.30 

150.7 m 

n .14 

(a) [FL]; (b) [ ML 2 T~ 2 ] 


12.32 

(a) v 0 e~ kx ; (b) v 0 /(v 0 kt + 1 ) 

n .16 

1.327 x 10 - 10 lb 


12.34 

tan _ 1 (a/g) 

n .18 

(No hay respuesta) 


12.36 

On 

OO 

O 

11.20 

5.93 x 1CT 3 N 


12.38 

15.57 pies/s 2 




12.40 

t = 1.105 s, v = 7.91 pies/s 




12.42 

(a) 4.89 m/s 2 ; (b) 3.65 m/s 2 




12.44 

23.1 pies/s 

Capitulo 12 


12.46 

12.48 

1.418 m/s 2 

1.373 m/s 

12.2 

(a) v = -gt + v 0 , a — -g; (b) x max = 

v §/(2 g). 

12.50 

6.17 x 10 5 N/m 


t = 2 v 0 /g; (c) x max = 120.2 pies, t = 

5.47 s 

12.52 

1.082 y/Vqlm 

12.4 

x = —40 pulg, v = 99 pulg/s, a — 42 pulg/s 2 , 

12.54 

v max = 4.53 pies/s en x = 1.316 pies 


s = 310 pulg 


12.56 

241 m 

12.6 

(a) v = v 0 (l - e _r/f °); (b) a = (v 0 /t 0 )e 

-t/t 0 

12.58 

6.56 s 


a = (vo - v)/t 0 


12.60 

(a) v max = 64.4 pies/s en x = 29 600 pies 

12.8 

v = 40.6 mni/s, a = 61.9 mm/s 2 


12.62 

(a) a = 6.25[(/ + 1 ) + (f - 1 ) sgn (1 - f)] 

12.10 

v = v 0 (v 0 f - b)[(v 0 t - b ) 2 - b 2 ] -1/2 , 



— 12. 5x m/s 2 ; (b) x max = 1.554 m. 


a = -vlb 2 [(v 0 t - b) 2 - b 2 ]~ m 



v max = 2.0 m/s 

12.12 

(a) v = — lOj m/s, a = —4i + 2j m/s 2 ; 


12.64 

2.5i N 


(b) v = —20i m/s, a = —4i + 2j m/s 2 


12.66 

(b) 15.39 lb 

12.14 

(a) voV 1 + (2 hx/b 2 ) 2 ; (b) 2h\\tb 2 


12.68 

0.524 

12.16 

v = Rco 2 t 


12.70 

62.4 pies 

12.18 

v = 15.15 m/s, a = 189.5 m/s 2 


12.72 

99.6 m 
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634 Respuestas a los probtemas con numeracion par 


12.74 (a) y — —0.01171x 2 + 0.5318x pies; 

(b) Evita la red y aterriza detras de la base 
12.76 7.17 pies 

12.78 (a) t = (m/c) ln[l + (cvo/mg) sena]; 

(b) v = vo cos a/[l + ( cvo/mg ) sen a] 

12.80 (a) a x = 0.5x/(x 2 + y 2 ) 3/2 m/s 2 , 

a y = 0.5y/(x 2 + y 2 ) 3/2 m/s 2 ; Condiciones iniciales: 
t — 0, x = 0.3 m, y — 0.4 m, v x = 0, 
v y = —2 m/s; (b) x = 0.360 m, v = 1.795 m/s 
12.82 (a) a x = —0.06869v x (v 2 + v 2 ) 025 pies/s 2 , 

a y = -0.06869v,(v 2 + v 2 ) 025 - 32.2pies/s 2 ; Condi¬ 
ciones iniciales: r = 0 , x = 0 , y — 6 pies, v x = 

120 pies/s, v, = 0; (b) R = 63.1 pies, t = 0.655 s 
12.84 ( a ) a x = —40[1 — (0.5//?)]x m/s 2 , 

a y = —40[1 — (0.5/R)]y —9.81 m/s 2 ; Condiciones 
iniciales: t — 0, x = 0.5 m, y = —0.5 m, 

V* = v y = 0 

12.86 (a) a x = — 0.05vv a + 1 . 6 v v pies/s 2 , 

a y = 0.05vv, — 1 ,6v x — 32.2 pies/s 2 donde 

v = /v 2 + v 2 ; (b) t = 1.051 s, x = 19.38 pies 
12.88 4038 m 
12.90 62.4 pies 

12.92 vo = 885 pies/s, R = 8850 pies, h = 1610 pies 
12.94 t — 16.09 s, R — 3070 m 
12.96 171.0 s 
12.98 203 m 

12.100 (a) 4.00 lb; (b) 0.966 pies/s 

12.102 v max = 97.6 mm/s, y max = 63.5 mm 

12.104 32.0 mm/s 2 

12.106 17.58 s 

12.108 232 pies 

12.110 —4 + (x/16) m/s 2 

12.112 23.2 m/s 

12.114 4230 m 

12.116 (a) 1.635 N-s/m; (b) 25.0 s 
12.118 2055 pies/s 2 
12.120 0.262 pies/s 2 —> 

12.122 (a) 2 mg\ (b) gVm/k 


Capitulo 13 

13.2 57.3 km/h 
13.4 112.8 km/h 
13.6 9.25 m/s 2 
13.8 7.21 pulg/s 2 

13.10 (a) 0.64 pies/s 2 ; (b) 4.0 pies/s 2 
13.12 (a) Va = 4j m/s, \b — 8 j m/s; 
(b) & A = —32i + 12 j m/s 2 , 
a B = —641 + 24j m/s 2 


13.14 (a) 0.2 m; (b) 22.4 m/s - 
13.16 72.5 m 
13.18 5.18 m/s 2 
13.20 76.4 s 
13.22 7.34 pies/s 2 
13.24 fl m a X = 2 Avq, x = B/(2A) 

13.26 v = 545 m/s, a — 101.4 m/s 2 
13.28 (a) vr — 3 pies/s, vg = 6 pies/s, a R — —9 pies/s' 
ag = 9 pies/s 2 ; (b) v R — 0, vg = 9 pies/s, 
a R = —18 pies/s 2 , ag = 0 
13.30 943 pies/s 

13.32 (a) v R — —0.255 m/s, vg = 0.2 m/s, 
a R = —0.4 m/s 2 , ag = —1.018 m/s 2 ; 

(b) v R = —0.255 m/s, v g — 0.333 m/s, 
a R = —0.667 m/s 2 , ag = —1.018 m/s 2 
13.34 ^ = 0.8ej? + O.96r 2 e 0 m/s, 

a = — 1.152r 3 e« + 2.88 teg m/s 2 
13.36 2 . 54 / 7® 2 

13.38 (a) 2bco- (b) 3ba> 2 ' (c) bco; (d) bar 
13.40 -3(v 2 0 /b)e R 
13.42 h — 5460 pies, v = 529 pies/s 
13.44 0.944 m/s 

13.46 v max = 3.58 pulg/s en 6 = nn/ 4 , n = 0, 1, 2, ... 
flmax = 5.72 pulg/s 2 en 
6 = ( 7 r/ 8 ) + (;i 7 r/ 4 ), n = 0, 1, 2,... 

13.48 v = 8.58 pies/s, a = 44.2 pies/s 2 

13.50 (a) ha)y /1 + 6 2 sen 2 fil(2n cos /l); 

(b) a R = —(hco 2 /27T)6 tan/}, 
ag = (har/ir) tan/l, a z =0 

13.52 0.217 
13.54 8.09 m/s 

13.56 (a) 97.0 N; (b)-3.88 m/s 2 
13.58 (a) 0 = —4.905 sent/ rad/s 2 ; 

(b) 6.26-v/cos 0 — 0.866 m/s 
13.60 2.22 rad/s 
13.62 0.5541b 

13.64 (a) 3.78 rad/s; (b) 1.892 rad/s 
13.66 (a) 1400 N; (b) 560 m/s 2 
13.68 (a) R = co 2 R', (b) 4A2(oR 0 
13.70 10.70 pies/s 
13.72 0.600 

13-74 Fr = -400 N, F g = 480 N 

13.76 F — 4.8 tan 0 N 

13.78 (a) 7.21e/f + 8.0e e m/s; (b) 23.1 N 

13.80 (a) 0.529 N;(b) 7.10 N 

13.82 15.50 pies/s 

13.84 F r = -1033 lb, Fg = 675 lb, 

F z = 15 lb 
13.86 (b) 120 . 2 ° 





Capitulo 25 635 


13.88 (a) Condiciones iniciales: t— 0, z — 6 pies, z = 0, 
9 = 5/(3 tan /3) rad/s; (c) 2.07 pies 
13.90 (a) R = R9 2 — 40 (R — 0.5) + 9.81 sent? m/s 2 , 

0 = (9.81 cos 0 — 2R9)/R rad/s 2 ; Condiciones 
iniciales: t — 0, R = 0.5 m, R — 9 = 9 — 0; 

(c) tf max = 1.282 m ,9= 130.9° 

13.92 55101b 
13.94 39.2 m/s 2 
13.96 0.621 
13.98 42.7 N 

13.100 99.1 p ies/s _ 

13.102 v = s/2gR(\ - cos 9), 9 = 48.2° 

13.104 (a) V 2 ba>; (b) V5bco 2 
13.106 — 160i — 120 j mm/s 
13.108 -JRg tan ji 


Capitulo 14 

14.2 (a) F 0 b/ 2; (b) F 0 b/2 

14.4 (a) —0.414 kR 2 \ (b) WR 

14.6 —0.1 186/1 A:/> 2 

14.8 13.88 pies 
14.10 33.6 mi/h 
14.12 1.860/7? 

14.14 150.1 mm 
14.16 98.1 N 
14.18 29.6 N 
14.20 1.181 m 
14.22 23.0 pies/s 
14.24 137.2 pies/s 
14.26 2 W 
14.28 617 kN/m 
14.30 1.142 Ib/pulg 
14.32 7.82 pies/s 
14.34 4.90 m/s 
14.36 8.41 N 
14.38 49701b 

14.40 13.7 1 pies/s _ 

14.42 (a) y/lgR(l — cost?); (b) 48.2° 

14.44 3.59 pies/s 
14.46 81.2 pies/s 
14.48 7.50 x 10 10 J 
14.50 4.57 x 10 6 m 
14.52 1010 pies 
14.54 23.4 hp 
14.56 73.1% 

14.58 F 2 tlm 

14.60 (a) 47.7 sen 2nt W; (b) P mm = 47.7 W, t = 0.25 s 
14.62 0.815 m/s 


14.64 (a) 4.98 m/s 2 ; (b) 2.43 m/s 2 
14.66 (a) 36[r - (3/4 )t 2 + (1/8)/ 3 ] W; 

(b) P max = 13.86 W, t = 0.845 s 
14.68 0.298 lb-s 
14.70 P = 3.98 lb en 30° \ 

14.72 4.20 s 
14.74 147.7 N 

14.76 V 2 = 26.0 m/s, t ? 2 = 57.1° 

14.78 66 . 11 b 
14.80 1,0i + 0.463j m/s 
14.82 25.9 pies/s 
14.84 1.631 s 
14.86 59.3 mi/h 
14.88 PqL 2 /(2v 0 ) 

14.90 1.2i — 0.4k N • m • s 
14.92 2 mv/?cos 2 t?k 
14.94 5.44 s 
14.96 1.898 s 
14.98 4340 m/s 
14.100 21.2 N 

14.102 (a) 2000 m/s; (b) 9950 km 
14.104 (a) 32.0 rad/s; (b) 16.0 rad/s 2 
14.106 (a) 14.02 pies/s; (b) 18.01° 

14.108 1682 dfas 

14.110 R max — 251 x 10 3 mi, /? m j n = 225 x 10 3 mi 
14.112 1.736 x 10‘°N-m 

14.114 (a) hiperbolica; (b) 1405 mi; (c) 29 300 pies/s 

14.116 (b) 17.3°; (c) 152 km 

14.118 En A: 592 x 10 3 lb ■ s, en B: 358 x 10 3 lb ■ s 

14.120 82.7°, v = 7.50 x 10 3 m/s 

14.122 (a) R = R9 2 — (1.4078 x 10 l6 /R 2 ), 

9 = —2 R9/R, Condiciones iniciales: t = 0, 

Ro = 23.46 x 10 6 pies, 9 = 0, R = 1917.4 pies/s, 

9 = 934.2 x 10 -6 rad/s; (c) 80.3° 

14.124 8.26 m/s 
14.126 190.01b 

14.128 (a) 2.79 pies/s; (b) 52.2 x 10 ~ 3 lb • pie/s 
14.130 23.9 pies/s 
14.132 6.02 s 

14.134 vb = 24.0 pies/s, razon de elongacion = 13.21 pies/s 
14.136 15 970 pies/s 
14.138 497 lb/pie 
14.140 19.22 pies/s 


Capitulo 15 

15.2 a B /A = —0.5 pies/s 2 , v B /a = — 0.5r + 22 pies/s, 
x B /a = —0.25 1 2 + 221 + 10 560 pies, 
x B /A(t = 120 s) = 9600 pies 
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15.4 

15.6 

15.8 

15.10 

15.12 

15.14 

15.16 

15.18 

15.20 

15.22 

15.24 

15.26 

15.28 

15.30 

15.32 

15-34 

15.36 

15.38 

15.40 

15.42 

15.44 

15.46 

15.48 

15.50 

15.52 


15-54 


15.56 

15.58 

15.60 

15.62 

15.64 

15.66 

15.68 

15.70 

15.72 

15-74 

15.76 

15.78 

15.80 

15.82 


v = 592 mi/h, 6 = 5.03° 

40.9° 

(a) lO.OOi + 51.96j km/h; 

(b) lO.OOfi + (51.96 1 - 3.46)j km; (c) 655 m 
(a) 100 m/s; (b) 160i + 130.9j m/s 

6.50 pies/s 2 

—4.48i + 5.47j mi/h 

1.2 m/s —» 

48 pulg/s f 
0.45 pies/s f 
2.81 m/s f 
4.94 pies/s f 

v B =0.1 m/s 4-, vc = 0.5 m/s f 

(a) (4.33 pies, 3.33 pies); (b) 2.794i + 0.560j pies/s 2 

12.24 m 

va = 3.88i+ 10.32j pies/s, \ B = — 10 . 86 i pies/s 

x B = 4390 m, y B = 922 m 

a = 3.49 m/s 2 , 2.83 N 

10.4 lb 

2g/3 

7.73 pies 

59.2 N 

27.3 N 

v A = 0.0960 sen 6 m/s —», 
a a = 0.230 cos 6 m/s 2 —» 

2.55 m/s 2 4 — 

(a) cii = 7.728 — 154.56(xi — x 2 ) pies/s 2 , 
cii = 154.56(i:i — X 2 ) pies/s 2 , Condiciones iniciales: 
t — 0, xi — X 2 = vi = v 2 = 0; (b) vi = 7.34 pulg/s, 
v 2 = 2.05 pulg/s, P = 0.7121b 

(a) a A = (10/3)(vb - v A ) m/s 2 , 

a B = — 2000(vb — v A ) m/s 2 , Condiciones iniciales: 
t = 0 , x A = x B = v A = 0 , Vfi = 600 m/s; 

(b) v B = 81.8 m/s, x A = 0.567 mm 

(a) a A = —2.943 sgn(v A — v B ) — 1 OOOx a m/s 2 , 
a B — 1.4715 sgn(v A — v B ) m/s 2 

4.51 m/s 
7.01 m/s 
5.46 m/s <— 

v A = 1.523 pies/s <—, 
v B = 2.28 pies/s —>- 
1.190 s 

42.4 pies/s f 
3.84 pies/s 
8.79 pies/s 
6340 lb 

(8/3 )ma>L 2 (positivo) 

(a) 15.60 s; (b) 161.4 rev 

El bloque A golpea primero con rapidez de 4.91 pies/s 
1.199 m/s | 


15.84 y A = — (h<y 0 /4)(i + 3\/3j), 

\ B = (bw 0 /4)(-i + \/3j) 

15.86 (a) ±R 0 J(k/m) - 20 2 ; (b) 0 O > V k/(2m ) 

15.88 (a) 4.50 pies/s; (b) 3.00 pies/s 

15.90 vfi na i = 3.842 m/s—>, energla perdida = 6.20% 

15.92 3.79 pies 

15.94 (a) 1.485 pies/s; (b) 83.9% 

15.96 29.7° 

15.98 v A = 68.9 pies/s, v B = 17.4 pies/s 
15.100 1201 b 
15.102 1.862 pies 
15.104 (a) vcosa; (b) 0.5mv 2 sen 2 a 
15.106 (a) 1.5321 m/s; (b) 1.5321 - 0.558j m/s 
15.108 (No hay respuesta) 

15.110 va = (13/64) vo, Vfi = (15/64) vo, 
v c = (9/16) v 0 
15.112 Vo 
15.114 0.268 

15.116 (va ) 2 = 9.75j pies/s, (v B ) 2 = 20i + 15.75j pies/s 
15.118 6.93 rad/s 
15.120 27.3 pies 

15.122 v A = 7.29 m/s, v B — 3.95 m/s 
15.124 (a) 8230 pies/s; (b) 5350 pies/s 
15.126 26 950i — 91 lj mi/h 
15.128 6.07i — 22.7j lb 
15.130 29.3 x 10 3 lb <— 

15.132 1447i + 2584j N 
15.134 16.141b 

15.136 6 = 46.77°, a — 9.22 m/s 2 
15.138 12.98 m/s 2 
15.140 5.73 lb/pies 2 

15.142 (a) 0.0994v(18 — v) lb • pie/s; (b) v= 9 pies/s, 
,P max = 8.05 lb • pie/s 

15.144 (a) -4.713d + (8.604r - 120)j m; (b) 57.8 m 

15.146 4.0 mi/h 

15.148 762 pies/s 

15.150 5.72 rad/s 

15.152 v = 2500 pies/s, 6 — 38.0° 

15.154 VQini,m a (l + e)/(mi, + m a ) 

15.156 Va = 4. lOi — 1.88j m/s, \ B = 6.58j m/s 

15.158 2.07 pies 

15.160 (a) 29.3 mi/h; (b) 3.97% 


Capitulo 16 

16.2 20 rad/s, 1.230 rev 

16.4 (a) co = —8 rad/s, a = —8 rad/s 2 ; (b) 40 rad 
16.6 (a) 9.0 s~ 2 ; (b) 19 rad 
16.8 48 rad 
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16.10 (a) 0.1667&) 15 + 8.0 rad; (b) 4.0 ? 2 rad/s; 

(c) 1.333 ? 3 + 8.0 rad 
16.12 164.4 pies/s 2 
16.14 (a) 5.0 rad/s 2 ; (b) 14.32 rev 
16.16 \ B = -0.302H - 0.3625k m/s, 

a B = -1.605i+0.619j-0.812k m/s 2 
16.18 \ B = 16.08i + 12.86j + 21.4k pies/s, 

= —625i + 207j + 345k pies/s 2 
16.20 co = 10.667 rad/s (negativa), vc = 18.67 pies/s —> 
16.22 co = 5.833 rad/s (negativa), vc = 75.0 mm/s —> 
16.24 <wo (r A +r B )/r B 

16.26 co B = 5 rad/s (positiva), coab = 2.22 rad/s (negativa) 

16.28 0.6 sen 2 0 rad/s 

16.30 co BD = code = 1-714 rad/s (positiva) 

16.32 227 pulg/s f 
16.34 co B d = 20.6 rad/s (positiva), 
code = 16.96 rad/s (positiva) 

16.36 4.57 rad/s (positiva) 

16.38 (a) 5.31°; (b) 3.17 m/s 
16.40 4.0 rad/s (negativa) 

16.42 721 mm/s en 33.7° 

16.44 ( a ) (4 pies, 3 pies); (b) (0, 36.1 pulg) 

16.46 8 rad/s (negativa) 

16.48 7.80 rad/s (positiva) 

16.50 co — 1.0 rad/s (positiva), \q = — 11 .Oj pies/s 
16.52 — 1.420im/s 
16.54 5.13 rad/s (positiva) 

16.56 6.90 rad/s (negativa) 

16.58 vq = 13.11 m/s <—, vd = 13.11 m/s f 
16.60 18.47 pulg/s f 

16.62 (a) 144i + 216j pulg/s 2 ; (b) 144i pulg/s 2 
16.64 (a) 20i + 72j pulg/s 2 ; (b) 50i pulg/s 2 ; 

(c) 125i — 180j pulg/s 2 

16.66 a B = 8.823 pies/s 2 ^/ , a = 0.991 rad/s 2 (positiva) 
16.68 91.1 pies/s 2 —* 

16.70 154.0 m/s 2 f 
16.72 a AD = 0.674 rad/s 2 (positiva), 
a AE = 0.818 rad/s 2 (negativa) 

16.74 19.45 pulg/s 2 —» 

16.76 a AB — 3.36 rad/s 2 (positiva), 
a B c = 20.4 rad/s 2 (positiva) 

16.78 a AB — 3.0 rad/s 2 (positiva), a B — 21.0 pies/s 2 f 

16.80 5.10 m/s 2 

16.82 (b) -1,736i - 0.768j m/s 2 

16.84 (a) 0.2 m/s 2 |; (b) 0.36 m/s 2 4 , 

16.86 \p = —26.0i + 81.0j pulg/s, 
a P = —299i — 167.9j pulg/s 2 
16.88 v P = —9.60 pies/s, a P = — 28.8i — 76.8j pies/s 2 
16.90 — 65.3i — 53.Oj pies/s 2 


16.92 (a) 640 mm/s a 60° (b) 7.39 m/s 2 en 60° 

16.94 (a) — 150i — 48j pies/s 2 ; (b) 40i + 83.3j pies/s 2 
16.96 (a) —3.33i m/s 2 ; (b) —3.33i m/s 2 
16.98 2.88 rad/s (negativa) 

16.100 (a) 0.510 m/s |; (b) 1.312 m/s 2 
16.102 1.045 rad/s (positiva) 

16.104 (a) (vo Id) sen 2 0; (b) 2 (vo Id ) 2 sen 3 6 cos 6 
16.106 2 /?ao(sen 0 + 20 cost/) 4 
16.108 0.427 rad/s (positiva) 

16.110 4.66 rad/s (positiva), 2.62 rad/s (negativa) 
16.112 11.54 &) 2 (negativa) 

16.114 (a) v A cos 0 /cos(a — 0 ); 

(b) — (v^AL)[sen 2 a/ cos 3 (a — 0 )] 

16.116 42.0 rad/s 2 (positiva) 

16.118 Vc = —2.0i + 3.464j m/s, 
ac = —5.43i — 6.60j m/s 2 
16.120 Vc = —6.685i — 10.028k pies/s, 

a c = —16.8i — 48.4j + 71.6k pies/s 2 
16.122 a AB = 4.80 rad/s 2 (positiva), a B c — 0 
16.124 7.00 rad/s (negativa) 

16.126 cobcd = 74.3 rad/s (positiva), vd = 54.1 m/s 
16.128 a AF = 300 rad/s 2 (positiva), 
apiBD = 4800 pulg/s 2 —» 

16.130 (a) 5.21 m/s—^ ; (b) 4.42 m/s 2 ^— 


Capitulo 17 


17.2 

7.72 slug ■ pie 2 


17.4 

z — 100.8 pies I x — 861 

x 10 6 slugs ■ pie' 

17.6 

mb 2 / 6 


17.8 

4 = 13.98 x 10 -3 kg ■ m 2 , 


/. = 70.9 x 10 “ 3 kg • nr 

> 

17.10 

/. = 13.03 x 10 “ 3 slugs 

■ pie 2 , 


/. = 3.04 x 10 " 3 slugs • 

pie 2 

17.12 

0.1015 


17.14 

x= 1.548 m,/= 121.0 

kg ■ m 2 

17.16 

(No hay respuesta) 


17.18 

(a) 9.20 m/s 2 ; (b) 0.938 


17.20 

78.1 lb 


17.22 

a = 12.08 pies/s 2 , N A = 

37.5 lb 

17.24 

(b) 0.350 


17.26 

i.5*; 


17.28 

mg/1 


17.30 

(No hay respuesta) 


17.32 

a = 10.13 rad/s 2 (positiva), T = 554 N 

17-34 

10.61 lb 


17.36 

a = 5.80 rad/s 2 , T = 7.20 lb 

17.38 

a A — 53.0 rad/s 2 , a B = - 

-13.24 rad/s 2 
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17.40 a = 12.42 rad/s 2 (negativa), 

IV = 365 N f, 

F = 132.5 N—* 

17.42 (a) 6.5 pulg; (b) 4.26 pulg 
17.44 204 N 
17.46 3.391b 

17.48 (b) (i) a la derecha, (ii) a la izquierda 
17.50 1.826 m/s 2 

17.52 (b) a — 5.37 rad/s 2 , ci = 24.2 pies/s 2 
17.54 (a) 0.283 g/R; (b) 0.322 
17.56 6.90 rad/s 2 

17.58 a = 0.768 rad/s 2 , T = 414 lb 
17.60 (a) 8.0 m/s 2 ; (b) 0.8 m 
17.62 a c = 5.13 rad/s 2 (negativa); 

01 AB = 17.58 rad/s 2 (positiva) 

17.64 (a) 9.06 rad/s 2 ; (b) 14.40 m/s 2 a 84.8°,/ 

17.66 (454 sen 6 + 0.1667) cos 6 

17.68 (b) yj(3g/L)[2 - cos 0 - 2V2sen(0/2)]; 

(c )-sfigTL 

17.70 (a) 14.22 rad/s 2 (positiva); (b) 6.22 rev 
17.72 (a) 0.565 rad/s 2 ; (b) 74.1 s 
17.74 (b) ±7(3g/L)(cos0 — cos0 o ); 

(c) (mg/ 2)(5 — 3 cos0 o ) en 0 = 0 
17.76 (a) a = 4.15 + 9.22 cos 9 rad/s 2 ; (b) -711° 

17.78 (b) ±y(3g/L)(sen0 + cos0 — 1); 

(c) g ma x = 90 °,F = mg 
17.80 (b) ±728.60-21.5 send rad/s 
17.82 (a) a — 7.5 — lOOx m/s 2 , 
v = y/ 15x — 100x 2 m/s; 

(b) v max = 0.750 m/s en x = 0.075 m; 

(c) 0.382 

17.84 (a)® = 3.13V0.866 — cos 0 rad/s, 
a = 4.905 sen0 rad/s 2 ; 

(b) 183.9(3cos0 - 1.732) sen0N; (c) 54.7° 
17.86 (b) 24.8° 

17.88 (b) 2.29 rad/s 

17.90 (b) la rotacion es en sentido positivo 
17.92 (a) 67.5 mm; (b) 111.6 mm; (c) 88.8 mm 
17.94 v = 3.59 pies/s, a = 28.4 pies/s 2 
17.96 0.283 mg 

17.98 a — 0.843 rad/s 2 (positiva), a A = 8.31 pies/s 2 
17.100 a = 3.02 rad/s 2 (negativa), T = 140.8 N 
17.102 1.264 rad/s 

17.104 a = 10.20 pies/s 2 —*, T = 125.01b 
17.106 785 N 

17.108 (a) a — [3 cos0/(2L)][(2P/m) — g], 
co = sj (3 sen 9/L)[(2Plm) — g]; 

(b) (9 sen 20/8) (2 P - mg) —» 


Capitulo 18 

18.2 —6.70 lb • pie 
18.4 69.7 lb pie 

18.6 Caso (a): 480 W, Caso (b): 120 W 
18.8 1.5 rad/s 2 

18.10 (a) 52.6 lb ■ pie; (b) 28.1 lb ■ pie 

18.12 (b) 22.5 hp a 200 rad/s 

18.14 (a) (17/48)wL 2 ® 2 ; (b) (25/96 )mL 2 co 2 

18.16 21.2 lb pie 

18.18 3.10 lb pie 

18.20 87.3 lb • pie 

18.22 480 J 

18.24 220 lb • pie 

18.26 3.45 rad/s 

18.28 5.99 N- m/rad 

18.30 (a) 2 y/geKR 2 + 2e 2 ); (b) R/yf 2; (c) 1.189 yJJ/R 
18.32 11.09 rad/s 
18.34 0.966 

18.36 (a) 9.25 pies/s; (b) 19.66 pies/s 
18.38 (a) 2.97 m/s; (b) 98.9 mm 
18.40 y/3P/(mL) 

18.42 co = 3.67^cos 0 — 0.819 rad/s, 
a = — 6 .74 sen 0 rad/s 2 
18.44 (a) 3140 lb- pie; (b) 5.00 rad/s 
18.46 2.36 m/s 
18.48 sjAiri 2 gl(3m \R) 

18.50 10.44 pies/s 
18.52 196.2 N 
18.54 PoRKrVTk) 

18.56 5.81 N-m 

18.58 (a) mb 2 co/6 (negativa); (b) 2mb 2 co/3 (negativa); 

(c) mb 2 co/ 3 (positiva) 

18.60 RI2 
18.62 1022 rad/s 
18.64 24.3 rad/s 
18.66 19.86 N 
18.68 13.33 rad/s 

18.70 (a) 9.13 rad/s (negativa); (b) 9.56 rad/s (positiva) 

18.72 (a) 3.50 rad/s; (b) 3.50 rad/s 

18.74 = v 0 /3 t ,v B = 2v 0 /3 f 

18.76 14.02 rad/s 

18.78 35.2 rad/s 

18.80 155.8% 

18.82 11.44 rad/s 

18.84 (a) 5.47 lb • s; (b) 3.79 lb • s 

18.86 (a) 2.08 rad/s; (b) 46.4° 

18.88 (a) 2.40vi; (b) 1.430 m/s 
18.90 3.84 rad/s (negativa) 

18.92 (a)vi;(b) 0 % 
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18.94 

5.24 rad/s 

18.96 

310 m/s 

18.98 

(a) 0.509 rad/s; (b) 4.39° 

18.100 

2.0 co 

18.102 

187.2 J 

18.104 

0 

18.106 

t = 0.824 s, co — 30.0 rad/s 

18.108 

8.43 pies/s 

18.110 

4.20 rad/s 

18.112 

3.82 rad/s 

18.114 

60.8° 

18.116 

44.3 rad/s (negativa) 

18.118 

2.43 rad/s 


Capitulo 19 

19.2 1.755 m/s 2 
19.4 8.46 rad/s 

19.6 (a) 2.22j rad/s; (b) 2.04i rad/s 2 ; 

(c) Vp = 0.205i m/s, 
a P = —0.188j — 0.266k m/s 2 
19.8 (a) 1,80(j + k) rad/s; (b) 2.37i rad/s 2 
19.10 (a) 36.7i + 32.0k rad/s; (b) 586j + 400k rad/s 2 
19.12 (a) (0.658j — 0.940k)a>o; (b) 4.17ft> 0 j 
19.14 (a) 6.0i + 3.0j — 4.0k pies/s; 

(b) 12.5i - 16.0j - 49.0k pies/s 2 
19.16 (a) (Ocd — 7.20j rad/s, (Obd = 0; (b) 34. 6 j rad/s 2 
19.18 —0.866i + 0.750j rad/s 2 
19.20 = —2.40j rad/s, 

u>c — 0.90i — 2.40j + 1.20k rad/s 
19.22 (a) 30j rad/s 2 ; (b) —600i — 270j + 1000k pulg/s 2 
19.24 (a) 108j rad/s 2 ; (b) 159.6i - 212.8j - 59.8k m/s 2 
19.26 (t >2 = 4.0i — 3.14j + 3.14k rad/s, 73 = 1.997 J 
19.28 (a) 8 . lOj + 1,35k N • m • s; (b) 641 J 
19.30 15.57 rad/s 
19.32 0.410 

19-34 —3.15j + 19.43k lb • pie • s 
19.36 2.65 y/g/L 
19.38 15.64 rad/s 
19.40 (\2ll)mb f Pdt (i — 5j) 

19.42 1.02j — 2.45k rad/s 
19.44 0.776j-0.631k 
19.46 cos _I [3g/(2Leu 2 )] 

19.48 C = —( 1 / 4)777 R 2 o>q sen j3 cos /3i, R = 0 

19.50 0.5 mRLco 2 

19.52 R a = —648i N, R b = 648i N 

19.54 Ra = — l-5j N, R B = l-5j N 

19.56 C = —6.91k N • m 

19.58 9.01 rad/s 


19.60 360 N 

19.62 R yl = -mu>lb(S + k), C A = -(m&> f 2 £ 2 / 8 )j 

19.64 22 . 11 b 
19.66 5.201b 

19.68 0 = —4.98k rad/s, to = 0.872j + 4.980k rad/s 
19.70 2.13 
19.72 2.31 lb 

19.74 ( a ) Condiciones iniciales: t — 0, 6 = 0.5236 rad, 
6 = 0 , 0 = 0 , 0 = 200 rad/s; (b) r = 0.0628 s, 
— 86.6 rad/s < 9 < 86.6 rad/s, 

50 rad/s < (j) < 200 rad/s 
19.76 (No hay respuesta) 

19.78 (a) 9 = (O.750 2 cos 9 — 0.25</>i/r + 117.70) sen 9, 
(j) = (—1.750 cos 9 + 0.250)6 esc 9, 
ir — (1.750 cos 9 — 0.250)6 cot 6 + 60 sen 6 — 
0.5(0 cos 6 + 0); (b) oo z | f = 0 = 123.8 rad/s, 

«jl t = i. 0 s = 75.1 rad/s 
19.80 0 = 2 Fb/(mR 2 ijr) 

19.82 (a) 6 = 20°, 0 = 8.96 rad/s, 0 = 3.18 rad/s; 

(b) 15° < y < 55° 

19.84 (No hay respuesta) 

19.86 0.267 rad/s a 13.08° Z 1 


Capitulo 20 

20.2 (a) 24.5 Hz; (b) x = 0.012 sen(153.9f + 0.6228) m 
20.4 1.858 
20.6 0.747 

20.8 (a) 6 m ax = p9 (\. 6 max = p~9(>: 

(b) 6 max = /V 2(1 - cos 6 0 ), 6 max = p 2 sen 6 0 
20.10 x + 2Txl(mL) — 0 
20.12 0.875 s 
20.14 (b) 0.228 s 
20.16 (No hay respuesta) 

20.18 (b) 0.0469 
20.20 31.0 N-s/m 
20.22 —2.89 mm 
20.24 0.435 s 
20.26 16.99 pies/s 
20.28 1.419 x 10 ~ 4 N ■ s/m 

20.30 (a) 9 = -0.27916 | 6 | - 21.47 sen 6 ; (c) 44.1% 
20.32 (a) x = 0.02667(—0.5 sen 50t +sen25t)m; 

(b) 1.333; (c) 34.6 mm 
20.34 1.912 pulg 
20.36 (a) 2.5 rad/s; (b) 60 mm 
20.38 co < 39.3 rad/s o co > 50.8 rad/s 
20.40 (a) 400 rad/s; (b) 1.847 mm 
20.42 (a) 9 = —9.0sen 6 + 12.5 sen5fcos6 
20.44 1568rev/min. 
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20.46 12.01 N • s/m 

20.48 (b) x max = 0.1315 pies, x min = 0.0607 pies 
20.50 (a) mx + cx + kx — —ccoY sen cot; 

(b) |X| = 33.5 mm, 0 = 24.8° 

20.52 x(?) = 19.95 sen(600/ + 0.499) mm, 
x(t) adelanta a y(t) en 28.6° 

20.54 Zmax = 1.1557, co/p = ~Jl 
20.56 (a) 25.0 N • s/m; (b) 90° 

20.58 (a) lOx + 5i + 150x = 0.5 sen&>/; 

(b) x(t) — 25.82 sen(3.873/ + ir/2) mm 
20.60 (a) x = 200 sen 500/ — 50x |x| — 

(250 x 10 3 )x m/s 2 ; (b) 4.4 mm 
20.62 0.276Vk/m Hz 
20.64 (b) y = k, p m „ = v 7 gl(2k) 

20.66 (a) m6/3 + (ci + c 2 /4)6 - kd = 0, (b) 0.628 
20.68 1.969 Hz 
20.70 0.725 Hz 
20.72 6 . 01 ° 

20.74 215 lb • s/pie 
20.76 (c)41° 

20.78 (a) 0.600; (b) 1.009 lb • pie • s 
20.80 (b) La reduction en amplitud en un ciclo es 0.6 4 
El sistema se detiene en (q = — O.I 40 , 4 /p = 0) 
20.82 5.13 y/m/k 
20.84 0.936 /g/R 
20.86 2tt(1 - R/L)^fijg 
20.88 0.42 6 pulg, 1 8.76 pulg 
20.90 2n x /3m/{5k) 

20.92 0.612 s 

20.94 (a) 6 + 3 (k/m - 2g/L)9 = 0; (b) 0.897 s; 

(c) 30.0 kg 

20.96 0.1345vV(/?-r) 

20.98 (a) x + 40x = 0; (b) 1.007 Hz; 

(c) x(t) = 26.50 sen(6.325f - 0.8550) mm 
20.100 0.7366 sen 43.96? — 0.5397 sen 60/pulg 
20.102 (a) 32.7 rad/s; (b) 88.9 mm 
20.104 x(/) = 2.309 exp(—17.945/) sen(31.08/ + 
1.0472) pulg 
20.106 2 /exp(— 10 /) m 
20.108 (a) 1.291; (b) (F.M.) max = 1.400, 

&) = 12.96 rad/s 


20.110 5.58 kN ■ s/m 
20.112 Subamortiguado 
20.114 5.32 mm 


Apendice F 


F .2 

F-4 

F .6 

F .8 


F .10 

F .12 

F .14 

F.l 6 

F .18 

F .20 

F .22 

F .24 

F .26 


F .28 

F .30 

F .32 

F .34 

F .36 

F .38 

F .40 


F .42 


0.792 mR 2 

I x = I z = m(b 2 + 2a 2 )l\2, I y = ma 2 /3 

53.5 kg-m 2 

(a) (jnL 2 / 12) sen 2 (b) I y = (mL 2 /\2) cos 2 ft, 

/. = ml }/12 

(a) (m/l2)(L 2 + 3 R 2 ); (b) mR 2 / 2 

(a) (m/5)(b 2 /4 + 3 h 2 )\ (b) mb 2 / 10 

0.304 kg ■ m 2 

0.0584«;/? 2 

6.22 kg • m 2 

3mR 2 /(8iT) 

I xy = 3mbhl\0, I yz = 3mab/20 , I zx = 3mah/10 

I xy = I zx = 0, I yz = mRh/3 

I xy = —0.979 x 10 ~ 3 slugs • pie 2 , 

I yz = —0.489 x 10 -3 slugs ■ pie 2 , 

I zx = 0.979 x 10 -3 slugs ■ pie 2 

I xy = mR 2 /(8jr), I zx = —mR 2 /( 8 /r), I yz = 0 

mb 2 

(a) mb 2 / 6 
mb 2 h 2 (b 2 + h 2 )/ 6 

Li = (i + j)/V2, L 2 = (-i + j)/V2, k 3 = k; 

/1 = mb 2 /6, I 2 = mb 2 / 24, / 3 = 5mb 2 /24 
h = 0, / 2 = / 3 = 3mb 2 /2 


(a) mb 2 


3 

1 

-1 


1 

4 

0 


-1 

0 

3 


; (b) h = 1.75 mb 2 . 


I 2 = 4.80 mb 2 ,1 2 = 3.45 mb 2 


1.308 -1.963 -0.981 


(a) 


-1.963 


6.803 -0.393 


kg • m 2 ; 


-0.981 -0.393 7.588 

(b) h = 0.522kg ■ m 2 , 1 2 = 7.416kg • nr, 
h = 7.762 kg • m 2 ; L, = 0.9411 + 0.303j + 
0.148k, \ 2 = —0.330i + 0.919j + 0.216k, 
k 3 = —0.070i - 0.252j + 0.965k 
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partfculas con eje fijo, 133-143, 179 
sistemas de partfculas, 216, 268 
Energfa potencial, 134-137 
cambio en la, 134 
fuerza constante, 136 
fuerza del resorte, 137 
fuerza gravitacional, 137 
fuerzas conservativas, 133-137 
operador gradiente ((3), 135 
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260 
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conservativa, 133-143 

constante, 120, 136, 179 

desplazamiento, 118 

diferencial, 118-119 

energfa potencial y, 134-137 

externa, 199-201 
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metodo de trabajo-energfa y, 118-122, 133-144, 215- 
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peso, 136-137 
potencia ( P ) de, 144 

relacion con la cantidad de movimiento, 151, 217 
resorte, 121, 137, 179 
restauradora, 548-549 
vibracion y, 548-549 
Fuerza central, 120-121, 168 
Fuerza constante, 120, 136, 179 
energfa potencial de, 136 
metodo de trabajo-energfa y, 120, 179 
Fuerza del resorte, 121, 137, 179 
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Fuerza externa, 199-201 
Fuerza gravitacional, 121-122, 137, 168-179 
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trayectorias, 169-173 
Fuerza restauradora, vibracion, 548-549 
Fuerzas conservativas, 133-143 
constante, 136 
gravitacional, 137 

energfa mecanica, conservacion de, 135-136 
energfa potencial y, 134-137 
metodo de trabajo-energfa y, 133-143 
peso, 136-137 
resorte, 137 

Fuerzas internas, 199-201, 215-216 
Funcion de fuerza armonica, 565-567 

G 

Giroscopios, 532-533 
Grados de libertad, 192-193, 345 
Gravedad ( g ), unidad estandar de, 8 
Gravitacion, ley de Newton de la, 9 


Impacto, 185, 234-257, 268, 459-468 
coeficiente de restitucion (e), 249 
cuerpos rfgidos, 459-468 
directo, 249 
elastico, 248-257, 268 
fuerzas, 234-237 
lfnea de, 248 

movimiento impulsivo, 236-237 
oblicuo, 249 
plastico, 234-247 

sistemas de partfculas, 185, 234-257, 268 
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principio de, 161, 179, 220, 268 
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493-494, 616-617 
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494 
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vector de, 372-374 
Interpolation lineal, 605 

J 

Joule (J), unidad de, 118 

L 

Libra masa (lbm), unidad de, 8 
Llnea de impacto, 248 
Longitud libre, 121 


M 

Marco de referenda anclado al cuerpo, 478 
Marco de referenda en traslacion, 187, 288 
Marco espacial, 478 

Marcos de referenda en rotacion, 328-344, 352, 478, 545 
aceleracion de Coriolis, 331-332 
anclados al cuerpo, 478 
espacial, 478 

movimiento en un piano relativo a los, 329-344, 352 
movimiento relativo, 478, 545 
movimiento tridimensional, 478, 545 
vectores inmersos en, 328,478 
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Masa (m), leyes de Newton y, 7-8 
Mecanica cuantica, 6 
Mecanica newtoniana, 5-9 
campo de la, 5-6 
conversion de unidades y, 8-9 
dimensiones para, 7 
fuerza y, 7-8 
gravitation, ley de la, 9 
marcos de referenda inerciales, 6-7 
masa y, 7-8 

movimiento de una partlcula, leyes de, 6 
peso y, 8 
unidades para, 7 
Mecanica relativista, 6 
Metodo de areas, analisis por el, 56-65 
Metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA), 2, 27-29, 65, 
95-111, 198-214, 267-268, 357-414, 511-527 
aceleracion angular y, 514-515 
cantidad de movimiento angular, 368-371, 410 
centra de masa, movimiento del, 198-201, 267 
coordenadas cilmdricas, 96 

coordenadas de trayectoria (normal-tangencial), 95-96 
cuerpos compuestos, 358-368 
cuerpos rlgidos, 357-414, 511-527 
diagramas de cuerpo libre (DCL), 372-376 
diagramas de masa-aceleracion (DMA), 372-376 
ecuaciones de movimiento, 371-373, 410, 511-513 
leyes del movimiento de Euler, 513-514 
momento de inercia de masa, 358-368, 410 
movimiento en un piano, 373-398, 516 
movimiento general en un piano, 373-374 
movimiento tridimensional, 511-527 
partlculas con eje fijo, 2, 27-29, 65, 95-111 
partlculas individuates, movimiento de, 201-202, 268 
rotacion respecto a un eje fijo, 375, 516 
sistemas de coordenadas curvillneas, 95-111 
sistemas de coordenadas rectangulares, 2, 27-29, 65 
sistemas de cuerpos rlgidos conectados, 375-376 
sistemas de partlculas, 198-214, 267-268 
traslacion, 374 
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Metodo de impulso-cantidad de movimiento, 2-3, 117-118, 
150-168, 179, 217-234, 258-259, 268, 416,442-458, 
469,491-497 

angular, principio de, 158-168, 179, 218-220, 268, 445 
cantidad de movimiento angular y, 161, 220, 491-492, 
495-496 

cantidad de movimiento de una partrcula, 150-151, 179, 
217 

cantidad de movimiento lineal, 217 
cinetica y, 2-3, 117-118, 150-178 
conservacion de la cantidad de movimiento, 152, 218, 
445 

cuerpos rrgidos, 416, 442-458, 469, 491-497 
diagramas de la cantidad de movimiento para, 151, 
442-444 

flujo de masa, principios de, 258-259 
impulso de una fuerza, 150, 158-159, 179 
movimiento tridimensional, 491-497 
partr'culas, 117-118, 150-178 
partr'culas con ejes fijos, 117-118, 150-168, 179 
principios de, 151-152, 161, 179, 217-218, 268, 444- 
445, 496-497 

propiedades inerciales de, 492-494 
relation fuerza-cantidad de movimiento, 151, 217, 268 
sistemas de partrculas, 217-234, 258-259, 268 
tiempo y, 117-118 

Metodo de trabajo-energra, 2-3, 117-149, 179, 214-216, 
268,415-442,469,497-511 
cuerpos rrgidos, 415-442, 469, 497-511 
dinamica clasica y, 2-3, 117-149 
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469, 497-499 

energra mecanica, conservacion de la, 133-143, 179, 
216, 268,429-442,469,499 
energra potencial y, 134-137 
fuerzas conservativas, 133-143 
fuerzas ( F ) de trabajo, 118-122, 214-216 
fuerzas intemas, 215-216 
movimiento tridimensional, 497-511 
par (C)y, 416-418, 469 
partr'culas con ejes fijos, 117-149, 179 
posicion y, 117 

potencia ( P ) y eficiencia ( 77 ), 144-149, 179 
sistemas de partrculas, 214-216, 268 
Momentos, vease Inercia; Momentos de inercia de masa 
Momentos de inercia de masa, 358-368, 410, 607-608, 
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cuerpos compuestos, metodo de los, 361-368 

cuerpos homogeneos, 359-360 

formula integral para, 358,410, 607 

integration y, 609-616 

radio de giro y, 358-359,410, 607 

respecto a un eje, 358-359, 410, 607-608 


respecto a un eje central, 359, 608 
teorema de los ejes paralelos para, 359-361,410, 607 
Movimiento absoluto, 2, 186 

Movimiento angular, 275-278, 352,498, 514-515, 599- 
600 

aceleracion (cr), 276, 514-515 

coordenada de posicion (6), 275 

cuerpos rrgidos, 275-278, 352,498, 514-515, 599-600 

desplazamiento (A 9), 275-276, 277-278 

en un piano, 275-278, 352 

energra cinetica y, 498 

metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA), 514-515 
representation vectorial, 276-277 
tridimensional, 277-278, 499, 514-515 
velocidad (w), 276, 498, 599-600 
Movimiento aperiodico (de oscilacion amortiguada), 553 
Movimiento armonico, vibration, 550 
Movimiento curvilr'neo, 44-56 
Movimiento de una partrcula, leyes de Newton de, 6 
Movimiento en un piano, 17-18, 70-73, 82-84, 273-356, 
357-474, 516. Vease tambien Movimiento general en 
un piano 

cantidad de movimiento angular, 370-371,410 
cinematica, 273-356 
cinetica, 357-474 

coordenadas curvilr'neas, 70-73, 82-84 

coordenadas de trayectoria (normal-tangencial), 70-73 

coordenadas polares, 82-84 

coordenadas rectangulares, 17-18 

cuerpos rrgidos, 273-474 

ecuaciones del movimiento para, 372-373, 410 

ecuaciones diferenciales de, 398-409 

impacto, 459-468 

marco de referenda en rotacion, relativo a, 329-344, 
352 

metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA), 373-398, 
516 

metodo de impulso-cantidad de movimiento, 416, 442- 
458, 469 

metodo de la aceleracion relativa para, 312-325, 352 
metodo de trabajo-energra, 415-442 
metodo de velocidad relativa para, 288-301, 352 
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301-312 

momento de inercia de masa, 358-368, 410 

movimiento angular y, 275-278, 352 

movimiento relativo de dos puntos, 287-288, 352 

partr'culas con ejes fijos, 17-18, 70-73, 82-84 

restricciones, metodo de, 344-351 

rotacion, 274, 278-284, 352 

superposition de (general), 274 

traslacion, 274, 374 

vectores, derivadas de, para, 326-328 
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fuerzas gravitacionales y, 168-178 
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metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA), 373-374 
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dinamica de, 29-44 
ecuaciones de, 29, 65 
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velocidad, 29-30 

Movimiento relativo, 2, 185-192, 267, 287-288,476-478 
cuerpos rfgidos, 287-288, 476-478 
dinamica clasica de, 2 
marco anclado al cuerpo, 478 
marco de referencia en rotacion, 478 
marco de referencia en traslacion, 187, 288 
marco espacial, 478 

movimiento absoluto, comparado con, 186 
movimiento tridimensional, 476-478 
particulas, 185-192, 267 
Movimiento restringido, 192-198, 344-345 
cinematica, 192, 344 

coordenadas independientes para, 192-193, 345 
cuerpos rlgidos, 344-351 
ecuaciones del, 132, 344 
grados de libertad, 192-193, 345 
sistemas de particulas, 192-198 
Movimiento sin momento de torsion, 530-532 
Movimiento tridimensional, 277-278, 475-546 
angular, 498, 514-515, 599-600 
cantidad de movimiento angular del, 491-492, 495-496, 
545 

cinematica de, 476-491 

cuerpos con simetrla axial, 513-514, 527-544, 546 

cuerpos rlgidos, 277-278, 475-546 

desplazamiento angular (Ad) y, 277-278 

energla cinetica de, 497-499, 545 

leyes del movimiento de Euler, 513-514, 528-529, 545 
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metodo de impulso-cantidad de movimiento para, 491- 
497 

metodo de trabajo-energla para, 497-511 
propiedades inerciales de, 492-494, 513 
relativo, 476-478 
rotacion, 478-479, 545 
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o 

Operador gradiente (A), 135 

P 

Par (0,416-418, 469 
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trabajo de un, 416-417, 469 

Particulas, 2, 4-5, 15-272, 548-578, 595 

cantidad de movimiento de, 150-151, 159-160, 179 
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energla mecanica, conservation de, 133-144, 179 
flujo de masa, 185, 257-267 
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fuerza gravitacional y, 121-122, 137, 168-179 
impacto de, 185, 234-257, 268 
impulso angular y cantidad de movimiento, 158-168, 
179,218-220,268 

individuales, ecuaciones del movimiento de, 201-202 
metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA) para, 2, 27- 
29,65,95-111, 198-214 
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117-118, 150-168, 178, 217-234, 258-259, 268 
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268 

movimiento curvillneo, 44-56 
movimiento espacial de, 73, 85, 96, 168-178 
movimiento impulsivo, 236-237 
movimiento rectilineo, 18, 29-44, 65 
movimiento relativo de, 2, 185-192, 267 
movimiento restringido, 192-198 
potencia y eficiencia de, 144-149, 179 
sistemas de, 185-272 

sistemas de coordenadas curvillneas, 69-116 

sistemas de coordenadas rectangulares, 15-68 

una sola, 15-184 

vector de aceleracion (a), 5 

vector de posicion (r), 4 

vector de velocidad (v), 4-5 

vibraciones de, 548-578, 595 

vibraciones forzadas de, 548, 565-578, 595 

vibraciones libres de, 548-564, 595 
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Plano de simetrfa, 494 
Posicion, 4, 29-31, 117, 275 
coordenadas angulares (9), 275 
cuerpos rfgidos, 275 
metodo de trabajo-energfa y, 117 
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partfculas, 29-31, 117 
vectores (r), 4 

Potencia (P), 144-149, 179,417-418,469 
eficiencia ( 17 ) y, 144-149, 179 
fuerza (F), 144, 179 
par (C),417-418, 469 
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Potencia de salida, 144 

Precesion estacionaria, cuerpos con simetrfa axial, 529- 
530, 546 

Productos de inercia, 370, 493-494, 616-618 
Propiedades de orbitas elfpticas, 173-174 
Propulsion de cohetes, 260 
Punto de rotacion, 278-279 

Puntos arbitrarios, cantidad de movimiento angular 
respecto a, 369-370 

Puntos fijos, ecuacion para la rotacion respecto a los, 373 

R 

Radio de giro, 358-359, 410, 607 
Rapidez, vease Velocidad 
Razon de frecuencia, 566 
Rigidez ( k ), 121 

Rodamiento sin deslizamiento, 290, 352 
Rotacion, 274, 278-284, 352, 373, 375, 478-479,498-499, 
516 

eje de(fijo), 274, 278,375,516 
eje instantaneo de, 478-479, 499 
energfa cinetica y, 498-499 

metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA) para, 375, 
516 

movimiento en un piano, 274, 278-284, 352 
movimiento tridimensional, 478-479, 516 
punto en el cuerpo, 278-279 

punto fijo, ecuacion del momento respecto a un, 373 
representation vectorial de, 279 
velocidad cero, respecto a un punto de, 498 

s 

Sistema absoluto de unidades, 7-8 
Sistema de unidades de uso comun en Estados Unidos 
(ingles), 7 

Sistema de unidades SI (Internacional), 7 


Sistemas de coordenadas curvilfneas, 69-116 
cinematica de los, 70-95, 112 
cinetica de los, 95-111 

coordenadas de trayectoria, 69-82, 95-96, 112 
coordenadas normal-tangencial (n-t), 69-82, 95-96, 112 
coordenadas polares ( R-6 ), 70, 82-95, 112 
metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA) para, 95- 
111 

movimiento en un piano, 70-73, 82-84 
movimiento espacial (coordenadas cilfndricas), 73, 85, 
96 

partfculas con ejes fijos, 69-116 
Sistemas de coordenadas rectangulares, 15-68 
analisis por el metodo de areas, 56-65 
cinematica, 16-27, 65 
cinetica, 27-29 

diagramas de cuerpo libre (DCL), 28-29 
diagramas de masa-aceleracion (DMA), 28-29 
ecuaciones de movimiento, 27-28, 65 
metodo de fuerza-masa-aceleracion (FMA) para, 2, 
27-29, 65 

movimiento curvilfneo, 44-56 
movimiento en un piano, 17-18 
movimiento rectilfneo, 18, 29-44, 65 
partfculas con ejes fijos, 27-28, 65 
Subamortiguamiento, 554 
Slug, unidades de, 8 

T 

Teorema de los ejes paralelos, 359-361,410, 493-494, 

607, 616-617 

cuerpos rfgidos tridimensionales, 493-494 
momentos de inercia, 493-494 
momentos de inercia de masa, 359-361,410, 607 
productos de inercia, 616-617 
Teorema de los pianos paralelos, 494 
Teorema de transporte de Reynolds, 259 
Tiempo, metodo de impulso-cantidad de movimiento y, 
117-118 

Trabajo, 118-122, 179, 214-216, 416-417, 469 
cuerpos rfgidos, 416-417 
desplazamiento, 118 
diferencial de la fuerza, 118-119 
fuerza central, 120-121 
fuerza constante, 120, 179 
fuerza del resorte, 121, 179 
fuerza gravitacional, 121-122, 179 
fuerzas internas, 215-216 
par (C), 416-417, 469 
sistemas de partfculas, 214-215 
Trabajo, componente de absorcion de, 119 
Traslacion del movimiento del cuerpo rfgido, 274, 374 
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Trayectorias, 169-173 

atraccion gravitacional y, 169 
clasificacion de, 172-173 
ecuacion de, 170-172 
excentricidad de, 171 
foco de, 169 

u 

Unidades, 7-9 

conversion de, 8-9 
mecanica newtoniana y, 7-8 

y 

Valores caracterfsticos, 620 
Vectores, 3-5, 276-277, 326-328 
de aceleracion (a), 5 
derivadas absolutas de, 326-328 
derivadas de funciones, 3 
marco de referencia en rotacion y, 328 
movimiento angular, 276-277 
movimiento en un piano y, 326-328 
movimiento general, 328 
position (r), 4 

relativas, derivadas de, 326-328 
unitarios anclados, 327 
velocidad (v), 4-5 

Velocidad, 4-5, 29-30, 174, 248-249, 276, 288-312, 352, 
479,498,513-514, 599-600 
angular (co), 276, 498, 599-600 
areal, 174 

centra instantaneo para, metodo de, 301-312 
cero, 498 

cuerpos rlgidos, 276, 288-312, 352, 513-514, 599-600 
de aproximacion, 249 
de giro, 479,513-514 
energla cinetica y, 498 
impacto elastico y, 248-249 
movimiento rectillneo, 29-30 
movimiento tridimensional, 479, 513-514, 599-600 
partlculas, 29-30, 174, 248-249 
rapidez de partlculas como, 5 
relativa, metodo de, 288-301, 352, 599-600 
rodamiento sin deslizamiento y, 290, 352 
separation, 249 
vectores (v), 4-5 
Velocidad areal, 174 
Velocidad cero, energla cinetica y, 498 
Velocidad de giro, 479, 513-514 
Velocidad relativa, 288-301, 352, 599-600 
Vibracion libre amortiguada, 548, 551-554, 595 
amortiguamiento crltico, 553-554 
Coulomb, 551 

sobreamortiguamiento, 553-554 


subamortiguamiento, 554 
viscosa, 551-553 

Vibracion libre no amortiguada, 548-551, 587-595 
fuerza restauradora de la, 548-549 
lineal, 550 

metodo de energla para la, 587-588, 595 
metodos de conservacion de energla para la, 587-595 
no lineal, 550-551 

principio de Rayleigh para la, 588-589, 595 
Vibracion lineal, 550 
Vibracion no lineal, 550-551 
Vibracion transitoria, 566 
Vibraciones, 547-598 

amortiguadas, 548, 551-554, 595 

cuerpos rlgidos, 578-587 

desplazamiento armonico del soporte, 567-568, 

595 

factor de magnificacion, 566-567 
frecuencia circular, 550, 554 
frecuencia de la fuerza, 565 
forzadas, 548, 565-578, 595 
fuerza restauradora de, 548-549 
funcion de fuerza armonica, 565-567 
libres, 548-564, 587-595 
lineales, 550 
masa de, 548 

metodo de energla para, 587-588, 595 
metodos de conservacion de energla para, 587-595 
no amortiguadas, 548-551, 587-595 
no lineales, 550-551 
partlculas, 548-578 

principio de Rayleigh para, 588-589, 595 
transitorias, 566 

Vibraciones forzadas, 548, 565-578, 595 
deflexion de frecuencia cero, vibracion, 566 
desplazamiento armonico del soporte, 567-568, 595 
factor de magnificacion, 566-567 
funcion de fuerza armonica, 565-567 
frecuencia de la fuerza, 565 
transitorias, 566 

Vibraciones libres, 548-564, 587-595 
amortiguadas, 548, 551-554, 595 
frecuencia circular, 550, 554 
metodo de la energla para, 587-588, 595 
metodos de conservacion de la energla para, 587-595 
no amortiguadas, 548-551, 587-595 
partlculas, 548-564, 595 
periodo del movimiento, 550, 554 
principio de Rayleigh para, 588-589, 595 
Volumen de control, 257 

w 

Watt (W), unidad de, 144 



Unidades del SI (Sistema International de Unidades) 


Unidades seleccionadas del SI 

Prefijos del SI de uso comun 

Cantidad 

Nombre 

Sunbolo SI 

Factor 

Prefijo Sunbolo del SI 

Energfa 

joule 

J(1 J = 1 N • m) 

10 9 

giga 

G 

Fuerza 

newton 

N(1 N = 1 kg • m/s 2 ) 

10 6 

mega 

M 

Longitud 

metro* 

m 

10 3 

kilo 

k 

Masa 

kilogramo* 

kg 

1 CT 3 

mili 

m 

Momento (torca, momento 

newton metro 

N • m 

1 CT 6 

micro 

U 

de torsion) 



KT 9 

nano 

n 

Frecuencia de rotation 

revolution por segundo 

r/s 





hertz 

Hz (1 Hz = 1 r/s) 




Esfuerzo (presion) 

pascal 

Pa (1 Pa = 1 N/m 2 ) 




Tiempo 

segundo* 

s 




Potencia 

watt 

W(1 W = 1 J/s) 





*Unidad base del SI 


Reglas seleccionadas y sugerencias para el uso del SI 

1. Sea cuidadoso con el uso de mayusculas y minusculas en los sfmbolos, unidades y prefijos (por ejemplo, m para metro o mili, 
M para mega). 

2. Los numeros con cinco o mas digitos deben colocarse en grupos de tres cifras separadas con un espacio pequeno, contandolos 
de izquierda a derecha del punto decimal (por ejemplo, 61 354.982 03). Para los numeros con cuatro digitos esto no es necesa- 
rio. Se usan los espacios en lugar de las comas para evitar confusiones, muchos paises las usan para marcar los decimales. 

3. En unidades compuestas formadas por una multiplication use el punto (por ejemplo, N • m). 

4. La division puede indicarse con una diagonal (m/s) o con un exponente negativo con un punto (m • s _1 ). 

5. Evite el uso de prefijos en el denominador (por ejemplo, km/s es preferible a m/ms). La exception a esta regia es el prefijo k en 
la unidad base kg (kilogramo). 


Tabla de equivalencias de unidades del sistema ingles y del SI (el asterisco indica valores exactos; los otros son 
aproximaciones). 



Del sistema ingles al SI 

Del SI al sistema ingles 

1. Longitud 

1 pulg = 25.4* mm = 0.0254* m 

1 pie = 304.8* mm = 0.3048* m 

1 mm = 0.039 370 pulg 

1 m = 39.370 pulg 
= 3.281 pies 

2. Area 

1 pulg 2 = 645.16* mm 2 

1 pie 2 = 0.092 903 04* nr 

1 mm 2 = 0.001 550 pulg 2 

1 m 2 = 1550.0 pulg 2 
= 10.764 pies 2 

3. Volumen 

1 pulg 3 = 16 387.064* mm 3 

1 pie 3 = 0.028 317 m 3 

1 mm 3 = 0.000 061 024 pulg 3 

1 m 3 = 61 023.7 pulg 3 
= 35.315 pies 3 

4. Fuerza 

1 lb = 4.448 N 

1 lb/pie = 14.594 N/m 

1 N = 0.2248 lb 

1 N/m = 0.068 522 lb/pie 

5. Masa 

1 lbm = 0.453 59 kg 

1 slug = 14.593 kg 

1 kg = 2.205 lbm 

1 kg = 0.068 53 slugs 

6 . Momento de una fuerza 

1 lb • pulg = 0.112 985 N • m 

1 lb • pie = 1.355 82 N • m 

1 N • m = 8.850 75 lb • pulg 

1 N • m = 0.737 56 lb • pie 

7. Potencia 

1 hp (550 lb • pie/s) = 0.7457 kW 

1 kW = 1.3410 hp 












Momentos de inercia de area 
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Triangulo isosceles 
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Momentos de inercia de masa 


Varilla delgada 

m = ALp z 



I x = I y =±mL 2 7- = 0 


Cilindro 



4 = Iy=f2 '»( 3R2 + /)2 ) ^ 


Hemisferio 



I x = I y = 326 mR ~ 


Aro delgado 

m = 2 jzARp z 



4 = / v = I,„R 2 1 7 = m R 2 


Prisma rectangular 

m = abcp 



/ v = r~m(c 2 + a 2 ) 


' 12 
12 " 


4 = j^m(a 2 + b 2 ) 


Tetraedro recto 

m = ^ abcp 
_ 1 
- t = 4 a 

>' = 4 fo 
_ 1 



4= 4j»i(* 2 + c 2 ) 

X 

■y ' 10' 

4= j^m(a 2 +i 2 ) 
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= 3, 
84 

3/ 

84 


Esfera 



Cono 



: I y =^m(4R 2 + h 2 ) 
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Varilla semicircular 

m = ;rA/?p ^ 



I x = I y =7j mR 2 

4=4 

7 =(l-4Wtf 2 


I z =mR 2 

HH) 


mR- 


Armazon cilindrico 

m = 2nRhrp 



4=4=gm(3« 2 + 2/! 2 ) 4 = 4 = mR ~ 

4 = 4 = j^m(6R 2 +/i 2 ) 


Armazon conico 

m = nRtpjR 2 + h 2 z 



I x = I y = ^m(R 2 +2h 2 ) I z =I z =^mR 2 


Z Z 2 


4 = 4 = j^m(6i? 2 + /i 2 ) 


Armazon hemisferico 



4 =4 = 12 mff 2 













































El conocimiento de la dinamica es basico para muchas areas de la ingenieria, entre las que se 
encuentran la mecanica, la aeroespacial y la civil, asi como para ciencias como la medicina y la 
biologia. 

Ingenieria mecanica: dinamica ofrece al estudiante la oportunidad de dominar los principios 
de la dinamica por medio del razonamiento, la practica, el estudio y el analisis mas que por la 
memorizacion. Para ello, se ha incluido en esta obra un gran numero de problemas de ejemplo, 
que muestran de manera sencilla los fundamentos de la mecanica, y otros de piactica, aplicables 
a disenos de ingenieria. 

En estatercera edicion se han hecho mejoras significativas, entre ellas, la reorganizacion o rees- 
critura de varios apartados a fin de que el alumno comprenda los temas con mayor facilidad, 
la introduction de la section "Repaso de ecuaciones" que le ayudaia en la resolution de pro¬ 
blemas, el uso de dos colores para mejorar la lectura general del texto y las ilustraciones y, lo 
mas novedoso, la inclusion de problemas de ejemplo que requieren soluciones numericas con 
MATLAB®, un programa matematico conocido en el area de ingenieria. 
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